Tema 3

Campos escalares y vectoriales
derivables. Reglas de derivacidn.

El estudio de la derivada de Fréchet para campos vectoriales requiere estar familia-
rizado con el espacio de Banach £(RY, RM) de los campos vectoriales lineales de RY en
RM . Empezamos estableciendo el isomorfismo que existe entre este espacio vectorial y
el las matrices My «n(R). Dicho isomorfismo hace corresponder a la composicién de
campos el producto de las correspondientes matrices.

Es claro que el iinico campo vectorial lineal acotado es el nulo y que dos campos vec-
toriales lineales que toman los mismos valores en la esfera unidad coinciden (!Hagase!).
A cada T € L(RY,RM) le asignamos el nimero real

1T} = max{|[T(z)]| - f|=]] = 1}.

Probamos que tal aplicacién es una norma en L(RY , RM) vy que para T' € L(RY, RM)
se tiene
1T < 7] [l«]l, Vo e RY

con lo que todo campo vectorial lineal es lipschitziano y ||T'|| es la constante de Lipschitz
de T (véase Definicién 3.2).

Estudiamos también los isomorfismos topoldgicos en RY
Iso (RY) ={T € L(RY) : det Ap # 0}

que seran esenciales a la hora de establecer el Teorema de la funcién inversa. Probamos
que Iso (RY) es un abierto de L(RY) y que la aplicacién inversién J : Iso (RY) — L(RY)
dada por

J(T):=T7" VT € Iso (RY)

es continua.

La manera natural de extender a campos vectoriales el concepto de funcién derivable
es el concepto de derivada en el sentido de Fréchet: Un campo vectorial f definido en
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A C R y con valores en RM es derivable en un punto a interior si existe T € L(RY RM)

verificando
L @) = (@) = T(z — a)

z—a |l = a

=0

en cuyo caso la aplicaciéon T es tnica, se denomina la derivada de la funcién f en el
punto a y se nota por D f(a). Los conceptos de derivabilidad y derivada son algebraico-
topoldgicos (no dependen de las normas elegidas en RY y RM).
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3.1. El espacio de Banach L(R" RY).

En lo sucesivo, para cada dos naturales N y M, L(RY RM) denotaré el espacio
vectorial de los campos vectoriales lincales de RY en RM | es decir, el conjunto de las
aplicaciones T : RY — RM tales que

T(x+y) =T(x)+T(y), T(x)=AT(z), Yo,y eR" VAER,

con las operaciones usuales de suma y producto por escalares. En el caso de que N = M
escribiremos simplemente L£(RY) en lugar de L(RY RY).

Conviene dejar sentado desde el primer momento que el espacio vectorial L(RY RM)
y el espacio vectorial My n(R) de las matrices M x N de numeros reales son
matemdticamente indistinguibles. Para cada T' € L(RY, RM) definimos A7 € My« n(R)
por

(3.1.1) Ap = (Ti(ej)>

donde T, ..., Ty son los campos escalares componentes de T'y {ey,...,ex} es la base
canénica de RY. La aplicacién de L(RY, RM) en M/ ny(R) definida por T — Ap
es un isomorfismo de L(RY,RM) sobre M n(R), cuyo inverso es la aplicaciéon de
Mirxn(R) sobre L(RY, RM) definida por A — T4 donde T4 es la aplicacién lineal de
RY en RM dada por

(3.1.2) <TA(x)>t = Azt, Yz € RV,

En particular, si T € L(RY,R), entonces Ar € RY y si A € RY, entonces la correspon-
diente aplicacion Ty actia de la forma siguiente

(3.1.3) Ty(x) = (Alx), Vo € RY,
donde hemos notado por (-|-) el producto escalar en RY.
Adems3s esta identificacién de L(RY, RM) con M. n(R) tiene la importante si-
guiente propiedad. Si T' € L(RY, RM) y S € L(RM RF), entonces
(3.1.4) Aty = AsAr,

donde, como es usual, notamos por yuxtaposiciéon la composiciéon de los operadores S
y T, es decir
(ST)(z) = S(T(2)), ¥z € RY.

En efecto, si € RY se tiene que

(AsAr)a' = As(Ara’) = As(T(@)) = (ST(@) = (ST)a)) = Asma'.
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Sabemos que un campo vectorial es continuo si, y solo si, lo son sus campos escalares
componentes. En el caso particular de campos vectoriales lineales esto es automatico,
pues en vista de 3.1.3, los campos escalares componentes son polinomios.

Es claro que si M # N, entonces no existen biyecciones lineales de RY sobre RM.
Ademés, las biyecciones lineales de RY sobre RY son autométicamente bicontinuas, es
decir, son homeomorfismos lineales. Es usual la siguiente nomenclatura:

Definicién 3.1 (Isomorfismo topolégico). Si X e Y son espacios normados, una
aplicacion T : X — Y es un isomorfismo topologico si T es una aplicacion biyectiva,
lineal y continua cuya inversa también es continua.

Por el comentario anterior a la definicién, toda biyeccién lineal T : RY — RY es
un isomorfismo topolégico. En lo que sigue, notaremos Iso (RY) al conjunto de los
isomorfismos topolégicos de RY sobre R¥.

A partir de 3.1.4 se obtiene que
Iso (RY) = {T € L(RY) : det Ar # 0}
y si T € Iso (RY), entonces
A(Tfl) = (AT)_I.

Veremos enseguida que los campos vectoriales lineales son de hecho algo mas que
uniformemente continuos.

Definicién 3.2 (funcién lipschitziana). Sean (E,d) y (F, p) espacios métricos. Una
fuincién f : E — F es lipschitziana si K > 0 tal que

p(f(x), fy)) < Kd(z,y), Va,yeE. (+)

A la menor de las constantes que verifican la condicion (x) se le llama la constante de
Lipschitz de f. Evidentemente las funciones lipschitzianas con constante de Lipschitz 0
no son otra cosa que las funciones constantes.

Es inmediato probar que las funciones lipschitzianas son uniformemente continuas.

En efecto, dado € > 0, si f es lipschitziana de razén K, sea 0 := o. Se tiene que

[d(z,y) <] = p(f(2), f(y)) < Kd(z,y) <e.

La funcién f : R — R definida por
f@)=vlz[  (zeR)

es uniformemente continua y, sin embargo, no es lipschitziana. En efecto, si z,y € R,

se tiene que
Vel < Vlz =yl + [yl < Ve =yl + V1yl,
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es decir
Vgl = Iyl < Ve =yl

y en consecuencia, intercambiando los papeles de z e y, que

‘\/M—M’wa—yl

de donde se deduce inmediatamente que es uniformemente continua (jHagase!).
Si fuese lipschitziana de razén K > 0, tendriamos que
1 1
— -0 <K -, VneN
Vvn n

o lo que es lo mismo
n<K*VneN

y los naturales estarfan acotados.

Ejemplos 3.3 (funciones lipschitzianas).
a) Sea (X, | - ||) un espacio normado. Son lipschitzianas las siguientes aplicaciones:

s La norma en X:
Hzll =Nyl < [z =yl

s La suma en X:
(21 + 1) = (w2 +y)l| < llzr — w2l + {1 — w2l < 2[[(21,91) — (22, 92) | o-

= Sabemos que el producto por escalares ni siquiera es uniformemente continuo.

b) Sea (E,d) un espacio métrico. Son lipschitzianas las siguientes aplicaciones:
» La distancia de E:
|d(z1,91) — d(@2, y2)| < [d(z1,91) — d(yr, 22)| + [d(y1, 22) — d(@2, 2| <

d(wy,22) + d(y1, y2) < 2d((v1,91), (2, 92))-

= La distancia a un subconjunto no vacio A de E:
|dist(z, A) — dist(y, A)| < d(zx,y).
En efecto, para x,y € E, se tiene
d(z,a) < d(z,y)+d(y,a), VYaé€ A,
y en consecuencia

dist(z, A) < d(z,y) + dist(y, A),
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o lo que es lo mismo
dist(x, A) — dist(y, A) < d(z,y).

Ahora, intercambiando los papeles de x e y, se tiene la desigualdad
dist(y, A) — dist(x, A) < d(z,vy),

que unida a la anterior lleva a

| dist(xz, A) — dist(y, A) | < d(z, ).

En consecuencia, si (£, d) es un espacio métrico, A un subconjunto no vacio
de E y a un nimero real, entonces los conjuntos

U:={zeFE:dist(z,A) >a} y V:={zxeF:dist(z,A) <a}l.

son abiertos (ver caracterizacién topolégica de la continuidad global).

La siguiente proposicién prueba que una aplicacién lineal de RY en RM es lips-
chitziana, y ademés da la constante de Lipschitz.

Proposicién 3.4. Sean N,M € N y T : RY — RM lineal. Entonces se verifican las
siguientes afirmaciones:

i) | T|| alcanza el mdzimo en la esfera unidad y en consecuencia podemos definir

1T} = max{|[T(x)]| - fl=]| = 1}.

it) T es lipschitziana, de hecho se verifica que
(3.1.5) 1T ()] < (|17, Vo € RY.
Ademds
7] = min{K >0: [|T(z)]| < K|z||, Vo € RY} = max{[|T(z)]| : [J«] < 1}.
La primera igualdad nos asequra que |T|| es la constante de Lipschitz de T

Demostracion:

i) Como T es continua y la esfera unidad es compacta, i) es consecuencia de la
continuidad de la aplicacién norma, de la regla de la cadena para funciones continuas
y de la propiedad de compacidad.

ii) Es claro que

|7 (rap)l| = 1 v e ®¥\fo,
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y usando que 7T es lineal, tenemos
IT@)] < T =]l Yo € R¥\{0}.

Dado que esta ltima expresion es también valida para cero, podemos escribirla equi-
valentemente en la forma

IT@) < I, Yo € RY.

De la anterior desigualdad se deduce que T es lipschitziana, ya que si =,y € RY,
obtenemos

1T(x) =T =T —y)l < [T [z —yll,
es decir, T es lipschitziana.
Sea ahora K > 0 tal que

IT@)] < K |lzll, ¥z €RY.
Se sigue que ||T|| = max{||T'(z)|| : ||z|| =1} < K, y por tanto
IT|| = min{K > 0: | T(z)|| < K [zl ¥z € RY},

es decir, ||T|| es la constante de Lipschitz de T.
Finalmente, la propiedad de compacidad nos asegura que T alcanza el maximo en
la bola unidad cerrada. Es claro que

17| < max{||T(z)]| : =[] <1}
y 3.1.5 nos asegura que también
max{||T(z)|| : [lz|| <1} <|T1.
Hemos probado que

17| = max{[[T'(z)]| [l < 1}.

El teorema de Hausdorff nos asegura que todas las normas definibles en el espacio
vectorial L(RY, RM) son equivalentes (es de dimensién M x N). En el siguiente resultado
presentamos la forma usual de normar este espacio.

Teorema 3.5 (El espacio de Banach L(RY,RM)). La funcién que a cada aplicacion
lineal T : RN — RM le hace corresponder el nimero real

1T} = max{ T (@)} - |l]| = 1}

es una norma en L(RY RM)  denominada norma de operadores. Ademds L(RY RM)
es un espacio de Banach.
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Demostracion:
Veamos que la funcién ||| : L(RY,RM) — R es una norma. Para T, S € L(RY, RM)
y A € R, se tiene:

i)
1T =0= (IT@)] < IT|], vz € RY) = T = 0.
ii)
AT = max{[|(AT) (@) : [zl = 1} = max{|A|[|T(2)]| : [lz]} = 1} = |A] 1T}

iii)

(T +S) ()| = IT(x)+S@)[| < IT@) |+ IS@) < |1T] 2 +1S] 2], Ve € RY,

donde se ha usado 3.1.5. Hemos probado que

(T +S)(@) < (IT] + [I1SID) =]l Yo € RY
y en consecuencia, en vista de la proposiciéon anterior, concluimos que

1T+ S < T+ [I51]-

Finalmente £(RY, RM), al ser de dimensién finita, es completo para cualquier norma,
en particular, para la norma de operadores. .

Hallense la norma de operadores de L((R?,]|.]|1),R), L((R?, ||.]|2), R) (dsese en este
caso la desigualdad de Cauchy-Schwarz, Apéndice A) y L((R?, ||.]|), R).

El siguiente resultado generaliza el hecho de que R* sea abierto, ya que Iso (R) se
identifica con R* (;Por qué?).

Proposicién 3.6. Iso (RY) es un abierto de L(RY).

Demostracion:
La aplicacién de L£(RY) en R definida por

T — det Ap (T € L(RY))
es continua (jHagase!). En consecuencia
Iso (RY) ={T € L(RY): det Ap # 0}
es un abierto de L(RY). .

Veamos para finalizar esta seccion que, al igual que la aplicacion de R* en R dada
por & — = es continua, también la aplicacién de Iso (RY) en L£(RY) dada por T — T+
es continua.

Proposicién 3.7 (Continuidad de la aplicacién inversién). La aplicacion inver-
sion J : Iso (RY) — L(RY) definida por
J(T):=T7', VT €lIso (RY)

es continua.
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Demostracion:
Si S, T € L(RY), es claro que ST € L(RY). Veamos ahora la relacién entre las
normas de los tres operadores. Para z € RY se tiene que

ICST) (@) = [IS(T @) < WSIHIT ) < ISTHIT ],

y por tanto,

(3.1.6) ST < (IS

Sean T € Iso (RY) y {T,,} una sucesién en Iso (RY) convergente a T. Para cada
natural n se tiene que, en vista de la desigualdad anterior

1(T0) = IO = 1T, =T = 1T, (T = T)TH < (T, T = Tall 17

de donde se deduce la continuidad de J en T sin mas que comprobar que la sucesion
{IIT1]} estd acotada. Para cada natural n tenemos, usando la desigualdad recién
obtenida concluimos que

‘ TS N NN v |
[T 17 N7 NTH |~
1T -7 _
T T
[T, T — Tl || T
< =T - T,
[ | i |
Por tanto
1 1

lim = ,
1T 1T

en consecuencia
lim (|7, = 7.

y en particular, la sucesién {||T,, ]|} estd acotada. .
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3.2. Concepto de derivada.

El concepto de derivada es de los que mas han influido en el desarrollo de la matema-
tica. Nuestro objetivo es el estudio de la derivabilidad, asi como el calculo de la derivada
cuando ello proceda, de las funciones f: A — RM donde A C RY, siendo M y N dos
naturales prefijados.

Esencialmente el estudio de la derivabilidad de un campo vectorial f en un punto a
responde al problema de si f es aproximable por una funcién afin (continua) en el punto
a, es decir, por una funcién g de la forma g(z) = ¢ + T'(z), Vo € RY, donde ¢ € RM
y T € LRN RM). La parte lineal de la mejor aproximacién afin de la funcién f en el
punto a es la derivada de ésta en a y las propiedades de esta mejor aproximacién (equi-
valentemente de la derivada) repercuten de manera natural sobre las propiedades locales
de la funcién en el punto a. Asi, el calculo diferencial es una potente herramienta para
estudiar el comportamiento local de funciones. El calculo diferencial para aplicaciones
entre espacios normados fue iniciado por Fréchet en 1.925, si bien la paternidad ha de
ser compartida con muchos otros matematicos como Stolz, Young, etc.

Empezaremos recordando la nocién de derivada para funciones reales de variable
real, asi como su interpretacién geométrica.

Definicién 3.8 (derivada de funciones reales de variable real). Sean A C R,
ace ANAy f: A — R una funcién. Se dice que f es derivable en el punto a si existe

i £@) = 1(0)
r—a Tr—a

en cuyo caso el valor de tal limite se nota f'(a) y se denomina la derivada de la funcién
f en el punto a.

La derivabilidad de una funcién tiene la siguiente magnifica caracterizacion en térmi-
nos de existencia de una mejor aproximacion afin, cuya interpretacion es clara.

Proposicién 3.9 (Caracterizacién de la derivabilidad). Sean ACR,ac AN A’y
f:A — R una funcion. Equivalen:

i) [ es derivable en a.

ii) Eziste una funcion afin (continua) g : R — R verificando que g(a) = f(a) y que

@) = g()
r—a r — a

=0.

En ese supuesto la funcion g es unica y viene dada por

g(x) = fa) + f'(a)(x —a), Yz eR.
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La Definicion 3.8 y la Proposicién 3.9 pueden extenderse literalmente a funciones
vectoriales de una variable real.

Definicién 3.10 (derivada elemental para funciones de R a RM). Sean M
un natural, ACR, a € ANA vy f: A — RM una funcién. Se dice que f es
elementalmente deriwable en el punto a si existe

f(@) — f(a)

lim L
r—a r —a

en cuyo caso el valor de tal limite (un vector de RM) se denomina la derivada elemental
de f en el punto a y se nota f’(a). Se dice que f es derivable elementalmente en un
subconjunto B C A si es derivable elementalmente en cada punto de B.

Sea A; C A el conjunto de puntos donde f es derivable elementalmente. La apli-
cacién x — f’(z) de A; en RM se denomina la aplicacién derivada elemental de f y se
nota f’.

Proposicién 3.11 (Caracterizacién de la derivabilidad elemental). Sean M un
natural, ACR,a€ ANA" y f=(f1,....fu) : A — RM una funcién. Equivalen:

i) [ es derivable elementalmente en a.
i) fi1,..., far son derivables en a.
iti) Eviste una funcion afin (continua) g : R — RM verificando que g(a) = f(a) y que

@) = 9()
r—a r —a

=0.

En ese supuesto, f'(a) = (f{(a), ..., fi;(a)), la funcion g es unica y viene dada por
9(x) = f(a) + (x —a)f'(a), Yz € R.

Demostracion:
i) < ii) Basta observar que para = € A\{a} es

flx) = fla) _ (fl(fv)—fl(a) fM(ﬂC)—fM(a))

r—a T —a B r—a

y aplicar entonces la Proposicién 2.62 sobre la reduccion del limite a campos escalares.
i1) < iii) Es consecuencia inmediata de las Proposiciones 3.9 y 2.62. ]

El intento de llevar la Definicion 3.10 al caso en que el dominio de la aplicacion sea
un subconjunto de un espacio de dimensién mayor que 1 tropieza con la imposibilidad
de dar sentido al limite que en ella aparece. Sin embargo, la caracterizacion de la
derivabilidad de una funcién en un punto por la existencia de una mejor aproximacion
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afin a la funcién en el punto (afirmacién #iz) de la proposicién anterior) es perfectamente
trasladable al ambito deseado si se cae en la cuenta de que

o F@ —gw) ) —g()

=0.
t—a T —a g—a |z — al

La anterior propiedad tiene sentido para funciones definidas en un subconjunto A de
RY y con valores en RM | sin mds que sustituir el valor absoluto por una norma || - || en
RY y la funcién afin de R en R™ por una funcién afin de RY en RM.

Parece pues que en el ambiente siguiente: A C RY, a € ANA,y f: A—RM la
funcién f debe considerarse derivable en a cuando exista una funcién afin (continua)
g : RN — RM verificando que g(a) = f(a) y que

i £ (#) — 9(@)

z=a |z —all

= 0.

Como quiera que una tal aplicacién afin g ha de tener la forma
g(x) = f(a) + T(x —a), Vo € RY
para conveniente aplicacién lineal 7' : RY — RM | la condicién anterior es equivalente a

o 1@) = f(@) = T(a — a)

©—a [ = af

=0.

Es importante observar que la condicién anterior es topoldgica, es decir involucra
solamente las topologias de RY y RM y no las concretas normas que se tomen. En
efecto, fijada una norma en R, al ser la nocién de limite topolégica concluimos que la
condicién es independiente de la norma elegida en R*. Ahora si || - || es otra norma en
RY, entonces se tiene para z € A\{a} que

fx) = fla) =T —a) _|z—af f(x)=fla) =T(z—a)

I = all lz—al |z —all

y como por la equivalencia de || || y || - ||, existen 0 < k, K tales que k < H <K,
r—a

se sigue, teniendo en cuenta de nuevo que la nociéon de limite es topoldgica, que

o J@ = f@ -T@—a) . f() = fa) = T(x —a)

=0.
#—a I = all w—a Iz —al

Examinamos a continuacion la repercusion que tiene la propiedad anterior sobre la
continuidad de f en a. De ella deducimos que

lim f(z) — f(a) = T(z — a) =0,

r—a

lo que prueba que f es continua al ser T continua.
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Para garantizar la unicidad de la aplicacién lineal 7' : RY — RM verificando la
condicion requerida, necesitamos poder acercarnos al punto a en cualquier direccién,
esto es, si para cada z € S(R") notamos

A, ={teR: a+tx e A},

deberd ser 0 € A/, para todo = en S(R") (véase Ejercicio 3.2). Es importante notar al
respecto que la condicion topoldgica méas expeditiva para garantizar la anterior propiedad
es que a sea un punto interior de A y esta condicién serd asumida en adelante. En este
caso, sea § > 0 tal que B(a,d) C A. Paraz € S(RY) y t € R con 0 < |t| < 4, se tiene
quea+tre Ay

LEER O LB O

t I
[f(a+tx) — fla) = T(a+tx —a)|
lla+ tx — all ’
de donde deducimos que
) i L@t t) — fla) _ ()

t—0 t

expresion que nos asegura la unicidad de 7" dado que una aplicacion lineal esté deter-
minada por el comportamiento en la esfera unidad (jHagase!).
Estamos ya en condiciones de definir de manera coherente el concepto de derivada.

Definicién 3.12 (funcién derivable Fréchet). Sean M, N € N.A C RY q E,il,
v f: A — RM una funcién. Se dice que f es derivable (en el sentido de Fréchet) o
diferenciable en el punto a si existe una aplicacién lineal T de RY en RM verificando

—a I = all
donde || - || es cualquier norma en RY. En tal caso la aplicacién T es tnica, se denomina

la derivada de una funcion en un punto o diferencial de f en a y se nota por Df(a).
Se dice que f es derivable en un subconjunto B C A si es derivable en cada punto de
B.

Sea A; C A el conjunto de puntos donde f es derivable. La aplicacién x — D f(x)
de A; en L(RY,RM) se denomina la aplicacién derivada de f y se nota Df.

Se dice que f es de clase C! en a, y se nota f € Cl(a), si f es derivable en un
entorno de a y la aplicacién D f es continua en a. Se dice que f es de clase C'! en un
subconjunto B C A si es de clase C! en cada punto de B.

Se dice que f es de clase C*' cuando lo sea en todos los puntos de su conjunto de
definicién (que necesariamente serd abierto). Notamos por C*(A) al conjunto de las
funciones de clase C! en el abierto A.
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Queda claro que si N > 2 se deriva en puntos interiores, lo que por comodidad, no
siempre se resaltara en adelante.

Notas 3.13.

1. Resaltamos que los conceptos de derivabilidad y de derivada de una funcién en un
punto involucran sélamente las topologias de RY y RM y no las normas concretas
elegidas. Es decir, son conceptos algebraico-topoldgicos.

2. Obsérvese que la Proposiciéon 3.11 tiene ahora la siguiente lectura para puntos

interiores: Sean A C R, a €4, M e Ny f = (fi,...,fu) : A — RM una
funcion. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es derivable elementalmente en a.
i) fi1,..., fa son derivables en a.

i11) f es derivable en a.

Ademas en el caso de que f sea derivable en a, la relacion entre ambas derivadas
viene dada por

Df(a)(x) = xf'(a), Vz € R,

mientras que la funcién afin g viene dada por

g(z) = f(a)z + (f(a) — af'(a))
(nétese que D f(a) es la aplicacién lineal asociada a ¢). En particular, se obtiene
que

Df(a)(1) = f'(a) = (fi(a), .., fu(a)).

3. Si f es derivable en el punto a, entonces f es continua en a.

De acuerdo con la definicion, el estudio de la derivabilidad de una funciéon en un
punto conlleva dos problemas: el conocimiento de T" dado por (*) y la verificacién de

Fijado un vector no nulo x, se dice que la funcién f es derivable en a en la direccién

de x si existe
o Sflat ) — f(a)
t—0 t
en cuyo caso el valor de tal limite (que es un vector de RM) se nota f’(a;x) y se denomina
la derivada de f en a en la direccion de x. Para x = 0 el anterior limite tiene sentido y
vale cero, por lo que es natural definir también f’(a;0) = 0. La condicién (*) se traduce
ahora diciendo que la condicién necesaria para que f sea derivable en a es la existencia
de f’(a;.), o sea deben existir todas las derivadas direccionales de f en a, siendo en tal
caso la candidata a derivada de f en a la aplicacién T' dada por T'(x) = f'(a;x) para
todo x € RV (supuesto que sea lineal). Es inmediato (jHagase!) que si la funcién f es
derivable en a en las direcciones de los vectores de la esfera unidad, también lo es en la
direccion de cualquier vector x, y en tal caso

flase) = |2l (a7

Y

), vz € RV \ {0}.

]l
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3.3. Campos escalares derivables. Vector gradiente.

Proposicién 3.14 (Reduccién de la derivabilidad a campos escalares). Sea
ACRY, yf=(f1,....fu): A — RM un campo vectorial. Entonces f es derivable

en a €A si, y solo si, cada campo escalar componente es derivable en a, en cuyo caso
Df(a)(z) = (Dfi(a)(z), ..., Dfula)(z)), Vo € R".
Ademds f € C'(a) si, y sdlo si, f; € C'(a) parai=1,..., M.

Demostracion:
El enunciado es consecuencia de que para una aplicacién lineal T' = (T, ..., Tys) de
RN en RM se verifica para cada x € A\{a}

[(&) = f(a) = T —a) _

[ = all

_ (fl(:v) —file) =Tz —a)  fulz) = fula) = Tu(z — a))

[ [

y de la Proposicion 2.62. De la misma proposicién se deduce también que la continuidad
en a de la aplicacién D f se reduce a la continuidad de las aplicaciones D f1, ..., D fi; en
a, ya que son las componentes de la aplicacién Df. .

En vista del resultado anterior, en el resto de la seccién, estudiaremos los campos
escalares derivables. Salvo mencién expresa en contra, los resultados que se obtengan
son validos también para campos vectoriales.

Definicién 3.15 (Derivadas parciales. Vector gradiente). Sea A CRY a€ Ay
f un campo escalar en A. Para cada 1 < ¢ < N, supongamos que a; es un punto de
acumulacion del conjunto

Ai = {xl ceR: ((11, e @1, L5, Qg 1y - - - 7(Z]\[) € A}

Si la funcién de A; en R definida por x; — f(aq,...a;_1,T;, a;y1,-..,ax) es derivable
en a;, se dice que f tiene derivada parcial respecto de la variable i-ésima en el punto a.
En tal caso el valor del limite

hm f(al, e Q15 L5y Qg1 - - - ,CZN) — f(CL)

Ti—aq T; — a;

se denomina la derivada parcial de f respecto de la variable i-ésima en el punto a y se
nota D;f(a) (o también g—i(a)).

Es consecuencia de la definicién que el célculo de la derivada parcial respecto de la
variable i-ésima del campo escalar f en un punto genérico x = (x1, ..., zy) se ha de llevar
a cabo derivando la funcién real de variable real que resulta al considerar constantes las
variables x; (j # i) y por tanto las reglas de derivacién ordinarias se podran utilizar.
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Si A C A es el conjunto de puntos donde f tiene derivada parcial respecto de
la variable i-ésima, entonces el campo escalar en A’ definido por x +— D,f(z) se
denomina la aplicacion derivada parcial de f respecto de la variable i-ésima y se nota

D;f (o también 2L).
Se dice que el campo escalar f tiene gradiente en el punto a si admite derivadas par-
ciales en a con respecto de todas las variables, en cuyo caso definimos el vector gradiente

de f en a por:

Vf(a):= (Dif(a),...,Dyf(a)) € RY.

Si C' es el conjunto de puntos de A donde f tiene gradiente, entonces el campo vectorial
en C' definido por z — V f(z) se denomina aplicacion gradiente de f y se nota Vf.

Proposicién 3.16 (Condicién necesaria de deriv. y candidata a derivada).
Sean A C RN y f un campo escalar en A derivable en un punto a. Entonces f tiene
gradiente en a con

D;f(a) =Df(a)(e;), Vie{l,...,N},

donde {ey,...,en} es la base candnica de RYN.
En consecuencia,

Df(a)(z) = (Vf(a) | ), Yz € RY.

Demostracion:
Parai e {1,..., N} se tiene que

fla+te;) — f(a) fla+ (x; —a;)e;) — f(a)

Df(a)(e;) = lim ; = lim p— =
lim f(a1>'"7aifl>xi7ai+17-"7aN>_f<a) :D1f<a),
T;—a;q Tr; — a;

donde se ha utilizado (*) de la seccién anterior. El resto es consecuencia de la linealidad
de Df(a). .

Notas 3.17.

1. La condicién anterior no es suficiente. El campo escalar en R?

Iﬁ

f(xay) = (y—$2)2+$6

(z,y) # (0,0),  f(0,0)=0

tiene gradiente en (0, 0) igual a (0, 0) y, sin embargo, no es ni tan siquiera continuo
en (0,0) (témese y = x?).
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2. Supongamos que el campo escalar f es derivable en a y tiene derivada no nula.
Puesto que

Df(a)(x) = (Vf(a) | z), VaoeR"
se deduce de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Apéndice A) que

D)) < ||V (@] ll2]:

v que, para x € R¥\{0}, la igualdad se alcanza si, y sélo si, existe A € R* tal que
x = AV f(a), de donde se deduce que la derivada de f en el punto a es maxima
en la direcciéon dada por el vector gradiente.

3. Obsérvese que las derivadas parciales no son otra cosa que las derivadas direc-
cionales segun los vectores de la base candnica. Es claro que pueden existir las
derivadas parciales y no existir una derivada direccional (véase el Ejercicio 3.4).

Proposicién 3.18 (Condicién suficiente de derivabilidad). Sean A C RY,
a € /01 y f un campo escalar en A. Supongamos que V f existe en un entorno de a

y que V f es continuo en a. Entonces f es derivable en a.

Demostracion:
Dado € > 0, por hipdétesis, existe d > 0 tal que

reA
|z —ally <d =< IVf(z)
|sz(l’>—D,Lf(CL)|§€7 para Z:177N

Para x = (z1,...,7x) € RY tal que 0 < ||z — a||; < & podemos escribir
f(@) = fla) = (Vf(a) [z —a) =

N
Z(f(ala ey A1, Tgy L1y - - - 737]\/) _f(ah ey (i1, Ay Tijg 1y - - ,.’L‘N) _sz(a)(xz_az))

=1

luego, si probamos que para cada i € {1,..., N} se verifica que
|flar, .- a1, T Tigr, - o) — flag, o ai1, @0, Tiga, -, on) — Dif(a)(w; — ag)| <
<elzi — ai,

entonces tendremos que

N

f(@) = fla) = (Vf(a)le = a)| < Y ele; — a;| = ellz — ally

i=1

y en consecuencia f serd derivable en a.
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Veamos que son ciertas las citadas desigualdades. Si x; = a;, la desigualdad es obvia.
Supuesto x; # a;, podemos aplicar el Teorema del valor medio para encontrar y; entre
x; v a; tal que

f(al, ey A1, Lgy Tj1y - - - ,IN) — f(al, ey i1, Q5 Ljg 1y - - - ,ZEN) =

Dif(ala sy i1, Yiy L1, - - 7'TN)<I1 - ai)a

de donde se deduce la desigualdad anunciada a partir de las condiciones impuestas a 9.

Ejemplo 3.19. La condiciéon suficiente del anterior resultado no es necesaria. En efecto,
el campo escalar f : R?> — R definido por

L) V(r,y) R\ {(0.0)},  F(0,0) =0,

f(x,y) = (2* +9°) Sen< e

es derivable en (0,0). En efecto, es inmediato que
le(0,0) = D2f(070> =0

Yy que
f(z,y)

Sin embargo V f no es continuo en (0,0). En efecto, como para (x,y) # (0,0) se tiene

— 0, cuando (x,y) — (0,0).

1 T 1
Dif(z,y) =2x sen| —— | — —— cos| — |,
) (\/:v2+y2> Va2 +y? <\/a:2+y2>

basta observar que

1 2
D1f<—,0> = — sen (nm) — cos (n7) = (—1)"", ¥n e N
nw nm
para concluir que D; f no es continua en (0,0). Como f(z,y) = f(y,x), para cualquier

(x,y), igual le ocurre a Dy f.

Probaremos enseguida que un campo escalar es de clase C? si, y sélo si, tiene gradi-
ente continuo. Sin embargo, no hemos obtenido ninguna caracterizacién de la derivabil-
idad de un campo escalar en términos del gradiente. A continuacién resumimos toda la
informacion para el estudio de la derivabilidad de campos escalares.

Nota 3.20 (Estudio de la derivabilidad de campos escalares). Sean A C RV,

a €Ay fun campo escalar es A. Para el estudio de la derivabilidad de f en a se sugiere
seguir los siguientes pasos:
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1. Existencia de V f(a). Si no existe V f(a) entonces f no es derivable en a. En caso
contrario, la candidata a derivada es la aplicaciéon = — (V f(a) | z).

2. Continuidad de f en a. Si f no es continua en a, entonces no es derivable en a.
De ser f continua en a, entonces f puede ser no derivable en a (véase la funcién
g del Ejercicio 3.3, que es continua, con gradiente y no es derivable en (0,0)).

3. Continuidad de las derivadas parciales. Si V f es continuo en a entonces f es deri-
vable en a. No se puede deducir de esto que f es de clase C! en a, salvo que se
globalice como se prueba en el teorema siguiente.

4. Definicién de derivabilidad. Segin que la expresién

f(x) = fla) = (Vf(a) |z —a)

|l = all

tienda a cero o no, cuando x — a, f es derivable o no.

Teorema 3.21 (Caracterizacién de los campos escalares de clase C'). Sean A un
abierto de RN y f un campo escalar en A. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

i) feCHA).

it) Vf € C(A), esto es, f tiene gradiente en cada punto de A y el campo vectorial
V[ es continuo.

Demostracion:
i) = ii) Puesto que f es derivable, por la Proposicién 3.16 se sigue que f tiene
gradiente en cada punto de A, y ademas para cada 1 < i < N, se tiene

D;f(a) = Df(a)(e;), Va € A,
luego
Dif = E.,oDf,
donde E,, : LRY,R) — R es la evaluacién en el vector e;, esto es,
E.(T)=T(e;), VT € L(RY,R),

aplicacién que es lineal y (autométicamente) continua. En vista de la regla de la ca-
dena para funciones continuas, obtenemos que D;f es continua. Finalmente, como las
funciones D, f son las componentes de V f, concluimos que V f es continuo a.

ii) = i) Por la Proposicion 3.18, f es derivable. Ademés se tiene que

Df(a) = Dif(a)m + -+ Dy f(a)mn,

donde 7, es la proyeccién k-ésima de RV, para 1 < k < N.
Equivalentemente,
Df=aioDif+---+anoDnf,
donde, para cadai = 1,2,--- , N, a; : R — L(RY R) es la aplicacién lineal (continua)
definida por «;(t) = tm;. Basta, en consecuencia, utilizar la regla de la cadena para

funciones continuas y que la suma de funciones continuas es continua para concluir que
Df: A— L(RY R) es continua. "
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3.4. Campos vectoriales derivables. Matriz jaco-
biana.

Definicién 3.22 (matriz jacobiana). Sean A C RY a € Ay f: A — RM un
campo vectorial. Se dice que f tiene matriz jacobiana en el punto a si cada uno de los
campos escalares componentes tiene gradiente en dicho punto, en cuyo caso se define
la matriz jacobiana de f en a por

Difi(a) ... Djfi(a) .. Dnfi(a)
Jf(CL) = D1f1<a) D]fZ(CL) DNfZ(a) = (Djfz(a))
leM(CL) Dij(a) DNfM<CL>
En el caso M = N al determinante de la matriz jacobiana se le denomina determinante
jacobiano.

Obsérvese que los N numeros que componen la fila i-ésima de la matriz jacobiana
son las componentes del vector V f;(a), en consecuencia, en virtud de las Proposicién
3.14 y 3.18, si el campo vectorial admite jacobiano continuo en el punto a, entonces
es derivable en dicho punto y, en virtud de la Proposicion 3.14 y del Teorema 3.21, si
A es abierto y el campo escalar admite jacobiano continuo, entonces es de clase C!.
La condicién necesaria de derivabilidad y la candidata a derivada se codifican en el
siguiente resultado.

Proposicién 3.23. Sean ACRY y f: A — RM un campo vectorial. Si f es derivable

en a E/ol, entonces [ tiene matriz jacobiana en a y
(Df(a)(z)) = Je(a)z!, Yz € RY.

Demostracion:

Los campos escalares componentes de f son derivables en a. En consecuencia, en
virtud de la Proposiciéon 3.16, dichos campos escalares tienen gradiente en a, es decir f
tiene matriz jacobiana en a. Se tiene ademéas que

Apf@) = (D fi(a)(e;)) g =

i
J

ZE

|
—~
S
=
—~

o

SN—
SN—

INIA

donde se ha utilizado la Proposicién 3.14. El resto es consecuencia de la igualdad (3.1.2)
de la seccién 3.1. ]
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Ejemplos 3.24.

1) Toda funcién constante de RY en RM es de clase C' con

Df(a) =0, VaecR".

2) Toda aplicacién lineal T de RY en RM es de clase C! con

DT(a) =T, VYacR".

3) Toda aplicacién bilineal T' de RM x RY en R (es decir, lineal en ambas variables)
es de clase C!' con derivada dada por

DT (a,b)(x,y) = T(x,b) + T(a,y), V(a,b),(z,y) € R x RY.

Calculemos en primer lugar las derivadas de T en las direcciones de la base
canénica. Para ello si {e;,...,ex} es la base canénica de RM, v {fi,..., fx}
es la base canénica de RY, entonces {(e1,0), ..., (enr,0),(0, f1),..., (0, fx)} es la
base canénica de RM x RY. Claramente se tiene
T((a,b) +t(e;,0)) —T(a,b) _ T((a+te; b)) —T(a,b)
t B t
T T(e;, —T(a,b )
(@) +1 (et D =T@D) ey =1, M),

es decir,
T' ((a,b); (€;,0)) = T(e;,b) (i=1,...,M)

Haciendo el mismo tipo de calculo obtenemos que
T ((a,0); (0, f;)) =T(a, f;) (G=1,...,N).

Hemos probado que

Ti(e1,b) ... Ti(en,b) Ti(a,fr) ... Ti(a, fn)
oty = | O e el B R o R
Tp(@l, b) TP(GM, b) TP(CL, fl) Tp(a,, fN)

Por tanto de ser T" derivable en (a, b), su derivada en (a, b) habria de ser, en virtud
de la Proposicién 3.23,

(2,9) — (Jr(a,b)(z,9)")" = T(x,b) + T(a,y).

Como la matriz jacobiana es continua, basta tener en cuenta el comentario que
sigue a la Definicién 3.22, para concluir que T' € CHRM x RY).

Otra forma:
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Una aplicacién bilineal T verifica que
1T,y < ITNllyll, Y(z,y) € RY x RY,

donde
17| = max {[|T(x,y)|| : |lz[| = [yl = 1}

(jPruébese!). Asi

le—ay=0) [CErYEDI
Tl — allly = bl _ |TUe = 0y =B o
l@=ay—0I = Ja-ay—p) _HEmay=0l

donde se ha utilizado la desigualdad comentada. Basta tomar limite en (a, b) para
concluir que T es derivable en (a,b) y su derivada es la aplicacién que se ha
enunciado antes. La aplicacion DT : RMTN = RM x RV — L(RM x RN RF)
es claramente lineal (por la bilinealidad de T'), por tanto hemos probado que
T € CH{RM x RY).

La aplicacién suma o : RY x RY — R" dada por
o(a,b) =a+b, Va,beR"Y,
y la aplicacion producto por escalares dada por
(A, a) = Xa, VAER,acRY,

son de clase C, por ser, en el primer caso lineal, y en el segundo una aplicacién
bilineal. Por tanto, se tiene

Do(a,b) =0, Ya,b € RY,  Dn(a,a)(\ z) = ax + \a, Ya,\ € R, Va,z € RY.
La aplicacién inversién J : Iso (RY) — L(RY) dada por
J(T)=T7", VT € Iso (RY)
es de clase C! con derivada definida por
DJ(T)(S) = —T7'ST ', ¥vS € L(RY).

En efecto, es claro que la aplicacién que se anuncia como DJ(T') es una aplicacién
lineal. Para S, T € Iso (RY) se verifica que

ST [T NS =TT =8 =T ' +T (S —T)T"" =

=S T -ST'+T(S-T)T" =T -SH)S-T)T"
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Asi,

Hs—l T (—T—l(s - T)T—1>
|5 =T

‘ <77 =STITH =0 (S—1),

donde se ha utilizado la continuidad de J.

Finalmente, veamos que
DJ :Iso (RY) — L(L(RM), L(RM))

es continua. Escribamos DJ = ®o(J, J), donde ® : L(RY) x L(RY) — L(L(RY))
esta definida por

®(F,G)(S) = —FSG, VF,G, S € L(RY).
En efecto, para T € Iso (RY) y S € L(RY), tenemos que
(@ o (J,)NT)S) =&(T 1, T1)(S)=-T"'ST = DJ(T)(S).

Como & es una aplicacién bilineal (entre espacios de dimensién finita), ® es con-
tinua. De la continuidad de J se sigue la continuidad de la funcién vectorial (.J, J),
luego DJ es continua en virtud de la regla de la cadena para funciones continuas.

Cualquier norma .|| : RY — R no es derivable en 0 (lo que generaliza la no
derivabilidad del valor absoluto en 0). En efecto, si x es un vector no nulo, entonces
sit € R* se tiene que
[t]] = 0
t
funciéon que no tiene limite cuando ¢ — 0. Luego no existe ninguna derivada
direccional.

_ 1l
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3.5. Reglas de derivacion.

1) Linealidad.
Sean A C RV y f,g : A — RM funciones derivables en a y A € R. Entonces
f+ gy Af son derivables en a con

D(f +g)(a) = Df(a) + Dyg(a)

D(Af)(a) = AD f(a).
Ademds, si f,g € C'(a), entonces f + g, \f € C!(a).
La comprobacion se deja como ejercicio.

2) Regla de la cadena.
Sean A C RN BCRM f: A — RMtal que f(A) c Byg: B — R
Supongamos que f es derivable en a y que g es derivable en f(a). Entonces la
composiciéon h = g o f es derivable en a con

Dh(a) = Dy(f(a)) e Df(a)
y en consecuencia
Jnla) = Jo(f(a))J¢(a).
Ademés, si f € C*(a),g € C'(f(a)), entonces h € C'(a).

Demostracion:
Notemos b = f(a). Puesto que f es derivable en a y ¢ es derivable en b, existen
funciones
r:A—DR, s:B-—R,

tales que r es continua en a con r(a) = 0, s es continua en b con s(b) =0, y

{ I/ () = f(a) = Df(a)(x = a)|| = r(z)[lz —al|, VzecA

l9(y) — g(b) — Dg(b)(y = b)|| = s(y)lly —bll, Vy € B.

Para z € A se tiene

|h(z) = h(a) = (Dg(b) o Df(a))(x a)H

lg(f(x)) = g(b) = Dg(b)(f(x) = b) + Dg(b)(f(x) — f(a) = Df(a)(x — a))|| <

lg(f(2)) = g(b) = Dg(b)(f(x) = b)|| + [[Dg(b)(f(2) = f(a ) Df(a)(z —a)|| <

s(f(2)) [1f(x) = Fla) | + [Dg )| r(z) ||z — al| =

(f (@) [1f(x) = fa) = Df(a)(z — a) + Df(a)(z — a)|| + [[Dg(b)]| 7(x) ||z — all <

(f@)[If (=) = f(a) = Df(a)(x — a)l| + | Df @)z — all] + | Dg(b)|Ir(x)llz — all =
s(f(@)[ r@) = —all+ [Df(@)lllz = all] + I1Dg(®)] r(2) ||z - al

de donde se sigue el resultado, pues lim,_, r(x) = 0, y, como f es continua en a, también
lim, ., s(f(x)) = 0.

»

»

(b
)
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Supuesta la continuidad de D f en a y la de Dg en b, probaremos ahora la continuidad
de Dh en a. Por ser g de clase C! en b, existe € > 0 tal que g es derivable en B(b, &) C B:;
usando que f € C! en a, existe §; > 0 tal que f es derivable en B(a,d;) C A. La
continuidad de f en a nos asegura la existencia de d, > 0 tal que f(B(a,d2)) C B(b,¢).
Tomando ¢ = min{d, Jo} tenemos, aplicando la férmula que ya hemos probado

Dh(x) = Dg(f(x)) o Df(x), Vx € B(a,?).

En consecuencia, Dh = ® o (Dg o f,Df), donde ® es la aplicacién bilineal de
L(RM x RP) x L(RY,RM) en L(RY,R?) definida por

®(T,8)=ToS, VY(T,S) e LRM RP)x LRY,RM).

Asi pues, Dh es continua por la regla de la cadena para funciones continuas y la regla
de continuidad de las funciones vectoriales (Dg o f es continua en a pues f es continua
en ay Dg es continua en f(a) y Df es continua en a). .

Notas 3.25.

a) Es interesante observar la forma que adopta la regla de la cadena cuando se
involucran derivadas elementales.

i) En el caso A C R -5 B ¢ RM -5 RP se tiene que

(g0 f)(a) = Dg(f(a))(f'(a)).

En efecto,

(go f)(a) =D(go f)(a)(1) = Dg(f(a))(Df(a)(1)) = Dg(f(a))(f'(a)),

donde se ha utilizado la Nota 3.13.2.
it) En el caso

ACR-S BCR-SR

se tiene que
(9o f)(a) = f(a)d'(f(a)),

y por tanto, la regla de la cadena recién enunciada generaliza la conocida
para funciones de variable real. En efecto, por el caso anterior

(g0 f)(a) = Dg(f(a))(f'(a)) = f'(a)Dg(f(a))(1) = f(a)g'(f(a)),

donde se ha vuelto a utilizar la Nota 3.13.2.



110 3. Campos derivables. reglas de derivacion.

b) Veamos ahora la regla de la cadena para las derivadas parciales.

Las entradas de Jj(a) vienen dadas por

Djhi(a) =Y Digi(f(a))Difr(a),  (1<i<P, 1<j<N),

expresion que se conoce como regla de la cadena para las derivadas parciales.

Si consideramos el caso P = 1, con lo que g y h son campos escalares, la anterior
expresion se escribe

D;h(a) = Dyg(f(a))Dsfe(a), (1< j<N),

o bien, si notamos por zi,--- ,zy las coordenadas en RY, y por y;,--- ,yar las
coordenadas en R se tendra

oh M g Of

— = — - 1< 4 <N).

5o @) = 2 g5 @, (<< (+

Si se identifican las variables con las funciones, es decir,

ZEZ(ylv"' 7yM)7

wEZ(?Jl('Ila"' 7'TN)7H' 7yM(x17”' ,$N)) :w(xla'” ,JJ'N)

queda finalmente

S_Z(a) S E @), <<,

expresion en la que se debe saber reconocer (x).

Ejemplo. Sea z = z(x,y) un campo escalar derivable. Si cambiamos a coordenadas
polares, esto es, hacemos

x = pcosv
y = psend ’
entonces la funcion w(p,v) := z(pcos¥, psend)) es derivable y sus derivadas parciales
vienen dadas por
g—lp” = %(pcosﬁ,psenﬁ) cosv + g—;(pcosﬁ,psenﬂ) sen ¢}
ow

S = —%(pcosﬂ,psem?)psenﬁ + g—z(pcosﬁ,psenﬁ)pcosﬁ

Proposicién 3.26 (Caracter local de la derivabilidad y de la derivada). Sea
ACRY a 6/01 y f: A— RN, Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es derivable en a.

i) flu es derivable en a para algin entorno U C A del punto a.

Ademds, en caso de que sean ciertas las afirmaciones anteriores, entonces las derivadas
de ambas funciones (f y la restriccion de f a U) coinciden.
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Demostracion:
Es consecuencia del caracter local del limite. "

Nota. Supongamos que el conjunto A es unién disjunta de dos subconjuntos A; y
Ayy fi: Al — RM f,: Ay — RM son campos vectoriales tales que

 filx) st xe Ay
f(x)_{f2($> si x € Ay

Por el resultado anterlor la derlvablhdad de f en A1 y en AQ no es mas que la deri-

vabilidad de f; en A1 y de fy en Ag, respectivamente (cuyo estudio posiblemente se
puede llevar a cabo mediante el uso de las reglas de derivacién). En los puntos de
(Fr(A;) UFr(As)) N A, posiblemente haya que hacer un estudio particular.

Proposicién 3.27 (Derivacién de la funcién inversa).

a) Sea A C RY,a E;l y f: A — RN un campo vectorial. Supongamos que f es

inyectiva, derivable en a y que f(a) €f(A), entonces

det Jy(a) #0
71 es continua en f(a)

! es derivable en f(a) < {

Ademds, si se verifica lo anterior, se tiene

Df~'(f(a)) = Df(a)™

Y en CO’I’LS@CUETLCZ'CL,

Jf_1(f(a)) = Jf(a)’l

b) Sean A y B subconjuntos abiertos de RY y f un homeomorfismo de A sobre B.
Si f € C*(a) para algin a € A y det J¢(a) # 0, entonces f~1 € C*(f(a)).

Demostracion:
a) = [~! es continua en f(a) por ser derivable. Como

fof ™t =1Idyay, f'of=Ida,

la regla de la cadena nos da

Df(a)o Df~*(f(a)) = Idgv,  Df™'(f(a)) o Df(a) = Idgn
con lo que Df(a) € Iso (RY) y Df~!(f(a)) = Df(a)™", por tanto det J;(a) # 0.

< Al ser f derivable en a, existe una funcién r : A — R continua en a con r(a) = 0
que verifica ademas

1/ () = f(a) = Df(a)(x — a)|| = r(z) ||z — al|, Yz € A.
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Se tiene que
v —a=[Df(a)] " (Df(a)(z - a))
(35.1) = Df(0) (Df(@)(x = a) = (f(x) = f(@) + (f(z) ~ f(a))
= —Df(a)™ (f(@) - Fa) = Df(@)(z ~ 1)) + Df (@) (F(x) ~ f(a).
En consecuencia,
x—a—Df(a)7(f(x) = f(a)) = =Df(a)"'(f(z) — f(a) = Df(a)(z — a))
y por tanto
(3.5.2) |l —a—Df(a)~ (f(z) = f(@)l < [Df(@)"|| r(z) [l - all.
También se sigue de 3.5.1 que

e = all < I1Df(@)7| r(@) llz = all + [DF(@) | 1) = f(@)]] =
= (1=r@) IDF@7 ) llz = all < IDf(@) ) /(@) = fla)]

y cuando r(x) < TDF@ ] tendremos
e D@
o=l < 7 2H Ly 50) - sia)
y por tanto, en vista de 3.5.2,
o~ @ DA (7o) - fla)] < ro) T () - sl

1—r(z) |Df(a)
de donde se sigue el resultado, pues lim,_, 7(x) = 0 (;Por qué?).

b) Como Iso (RY) es un abierto por la Proposicién 3.6, la continuidad de la apli-
cacion = — Df(z) en el punto a garantiza la existencia de un abierto U de X tal
que

acUCA y Df(z)€lso (RY), Vo e U.

El apartado a) asegura que f~! es derivable en cada punto de V := f(U) (que es un
abierto de RY tal que f(a) € V C B) y

Df y)=(Df(f )" YyeV.

En consecuencia, Df~' = Jo Df o f~! lo que prueba la continuidad de Df~! en f(a)
y, por tanto, f~! € C'(f(a)). .
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Notas 3.28.

1.

Este resultado generaliza para puntos interiores el visto para funciones reales de
una variable real. En efecto, si I C R es un intervalo y f : I — R es una funcion

(real de variable real), a el y b= f(a).
Supongamos que f es continua, inyectiva y derivable en a. Entonces b es un punto
interior de f(A) y las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f'(a) #0y f~! es continua en b.

ii) f~! es derivable en b.

Ademds, en caso de que se cumplan i) y ii) se tiene: (f~1)(b) = f,%a). En efecto,

Df(a) €Iso (R) < f'(a) #0 y Df ' (b)=Df(a)™ < (f7)(b) = Fla)

Es bueno resaltar que la regla antes establecida no es el Teorema de la funcién
inversa.
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3.6. Interpretacion geométrica del concepto de de-
rivada. Hiperplano tangente.

Definicién 3.29. Una variedad afin es el trasladado por un vector de un subespacio
vectorial.

Sean ACRY y f: A— RM. Si f es derivable en el punto a, entonces la variedad
afin de RY x RM que pasa por el punto (a, f(a)) con variedad de direccién Graf (D f(a)),
esto es

(a, f(a)) + Graf (D f(a)),
la cual coincide con la grafica de la aproximacion afin
9(x) = f(a) + Df(a)(x — a).

En efecto,

{(z,9(x)) : 2 € RV} = {(a + (v — a), f(a) + Df(a)(z — a)) : € R™}
= (a, f(a)) + Graf (D f(a)).

Dicha variedad afin de RY x R es la “méas préxima” a Graf (f) en el punto (a, f(a)).
Se denomina variedad afin tangente a la grdfica de f en el punto (a, f(a)). Obsérvese

que la aplicacién x — (x, Df(a)(z)) de RY en Graf (Df(a)) es un isomorfismo y en
consecuencia la variedad afin tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a)) es afinmente
isomorfa a RY.

Un subconjunto H de un espacio vectorial X es un hiperplano vectorial si es un
subespacio maximal, es decir, si H # X y el unico subespacio vectorial que contiene
estrictamente a H es X. El Teorema de extensién de la base nos permite afirmar que
los hiperplanos vectoriales son los subespacios de codimensién uno. El trasladado A
por un vector a de un hiperplano vectorial H se llama un hiperplano (afin), es decir,
A = a+ H. Para la caracterizacion de los hiperplanos vectoriales y de los hiperplanos
(afines) véase el apéndice C.

Supuesto que el campo escalar f es derivable en a, la variedad afin tangente a la
gréfica de f en el punto (a, f(a)) es el hiperplano de RN*! dado por

{(a, f(a)) + (z,Df(a)(x)) : = € RY}.
En virtud de la Proposicion 3.16 este hiperplano se escribe ahora
{(@ @)+ (z.(V(@a) : x € RV} = { (&, f() + (VS(@)lw —a) ) s 2 € RN}

Por tanto, el hiperplano tangente a la grafica del campo escalar f en el punto
(a, f(a)) = (a1,...,an, f(a1,...,ay)) es el hiperplano de ecuacién

xn+1 = fla) + Dif(a)(zy —ar) + ... + Dy f(a)(xy — ap).
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A continuacién caracterizamos la variedad afin tangente a la grafica de una funcién
en un punto, en particular, los hiperplanos tangentes. Para ello recordamos, en primer
lugar, que una curva en RY es una aplicacién continua 7 de un intervalo I de R en RY.
Normalmente la forma més cémoda de visualizar una curva es considerar su imagen
(en RY, al menos cuando N < 3) en lugar de su grdfica en RY*!. Supongamos que 7y
es derivable en un punto tg € I con 7'(ty) # 0, entonces la recta que pasa por el punto
v(to) con direccién 7/ (ty), esto es,

{7(to) +t7'(to) : t € R}

es la recta tangente a 7y en el punto vy(ty).

Claramente Im (y) = mpnv(Graf (7)) (donde hemos identificado de forma natural
RV =R x RY). Si la curva se visualiza en RY, es natural visualizar también en RY
la tangente en un punto como la proyeccién de la recta tangente a la gréafica de v en el
punto (o, (to)). Esta viene dada por

{(t0,7(t0)) + (t,17'(t0)) : t € R} = {(to,7(to)) +1(1,7'(f0)) : t € R}

y su proyeccion es
{7(to) +t7'(to) : t € R},
que es la recta tangente a v en (o) cuando /(o) # 0.

Seguidamente mostramos que para un campo vectorial derivable f, la variedad afin
tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a)) coincide con el conjunto de todas las
rectas tangentes a las curvas cuya imagen estd contenida en Graf (f) y que pasan por

el punto (a, f(a)).
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Proposicién 3.30. Sea A C RY un abierto y f : A — RM wuna funcién derivable. Si
ac€AyucRY xR, equivalen:

i) u € Graf Df(a).
i) Existen 6 >0 y v :[—d,0] — RY x RM continua tal que
Y([=0,0]) € Graf (f), ~(0) = (a, f(a)) vy 7'(0) =u.
Demostracion:

i) = ii) Notaremos por 7 y 7 a las proyecciones de RY x RM sobre RN y RM,
respectivamente. Si u € Graf D f(a), sea § > 0 tal que

la — 61 (), a + 6m (u)] C A
y consideremos la curva v : [—6, 5] — RY x RM definida por
() = (a+ tmy(u), fla+ tm (w)).
Es claro que ¥([~3,4]) C Graf (f), 7(0) = (a, f(a)) ¥
7'(0) = (mi(uw), Df(a)(m(u))),

donde se han utilizado las reglas elementales de derivacion. Por otra parte, como
u € Graf (Df(a)), entonces u = (mi(u), Df(a)(mi(u))) y en consecuencia v'(0) = u.

ii) = 1) Supongamos ahora que v es una curva verificando las condiciones requeridas
en ii). Entonces, como Im v C Graf f, se verifica que

fomoy=mony
y las reglas elementales de derivacion nos aseguran que
Df(a)(mi(v'(0))) = m2(7(0)),
esto es, u = 7/(0) € Graf (Df(a)). .
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3.7. Apéndice A) Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Proposicion.
@ly)] < [lzl2 [1yll2, Yo,y € RY,

donde (+|-) denota el producto escalar en RY esto es

(z]y) : Z TrYk,

v la igualdad ocurre si, y sélo si, los vectores son linealmente dependientes.

Demostracion:
Sean z,y € RY. Si 4y = 0 se da la igualdad y la condicién (;Por qué?). En caso

contrario, la desigualdad de Cauchy-Schwarz equivale a probar

(z|z)(yly) — (x|y)?
0= (yly)

Y

desigualdad que probamos a continuacion. En efecto

(z|x)(yly) — (z]y)* PR ()
(yly) = (alo) - (y!y)( 7ly)
(z|y) (z]y)
= (]z) — 2(y|y)( ly) + wly) (flﬁ\y)
_ (xly) (zy
= (el =20 y\y) )+ (yly) ) wly)

(zly
) (yly)
Finalmente, si por ejemplo y = az para conveniente o € R, entonces

(ly)* = (zlax)? = o?||zlly = =3 ozl = =]3 Iyl
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3.8. Apéndice B) Normas duales.

Proposicién. Si consideramos en RY la norma ||.||; (resp. ||.||2, ||-]|ls), entonces la
norma de operadores en L(RY ,R) = RY es ||.||o (resp. ||-||2, |I.1l1)-
Demostracion:

Sabemos que los espacios vectoriales £L(RY,R) y RY son matemdticamente indis-
tinguibles via la correspondencia que a cada a € RY le asigna la forma lineal

x +— (alx).

1. El dual de (RY,||.]l1) es isométricamente isomorfo a (R, ]|.||)-

Se tiene que
|(al)] < llallo Nzl (a,2 € RY),

y en consecuencia
lall < llale-

Por otra parte si k € {1,..., N} es tal que ||al]| = |ax|, tomado xg = e se tiene
también que
lall = I(alzo)| = lax| = [lalle-

Hemos probado que ||a|| = ||a||s ¥ que la norma dual se alcanza en x.

2. El dual de (RY,].||2) es isométricamente isomorfo a (R™,||.||2).

La prueba es analoga al caso anterior. La primera desigualdad es en este caso la
desigualdad de Cauchy-Schwarz y el punto donde se alcanza la norma dual es por
ejemplo

a

Ty = 7.
" llalk

3. Eldual de (RY,||.]|) es isométricamente isomorfo a (R, |.||1).

La prueba es también andloga al primer caso siendo ahora z, (vector donde se
alcanza la norma dual) cualquier vector que verifique

lzo(k)| =1, ar zo(k) >0, ke {l,..,N}.
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3.9. Apéndice C) Hiperplanos.

Proposicién. Sea H un subconjunto de RY. Equivalen las siguientes afirmaciones:
i) H es un hiperplano vectorial.
ii) H es el niicleo de una forma lineal no nula.

Ademas, dos formas lineales no nulas determinan el mismo hiperplano vectorial, si y
solo si, son proporcionales.
Demostracion:

i) = ii) Sea e € RN \ H. Se tiene que RY = H@ < e >, es decir:

Ve e RV Ihe H, AINER: z=h+ e
La aplicacién f : RY — R definida por
f(x)=X st x=h+Xe (he H X €R)

es un funcional lineal no nulo cuyo ntcleo es H.

it) = i) Sea f un funcional no nulo tal que H = Ker(f). Se tiene que H es un
subespacio vectorial de R. Probemos que H es maximal. Supongamos que S es un
subespacio vectorial de RY que contenga estrictamente a H. Fijado y € S\ H, se tiene
para cada vector z € RV que

() Y
! <x f(w)f(y)> i f(x)f(y) o
ya que x — f(a:)ﬁ €Hy f(a:)% € S. Hemos probado que S = R,

Por ultimo, sean f, g funcionales lineales no nulos. Si existe un real A tal que g = \f,
es claro que Ker(f) = Ker(g). Reciprocamente, si Ker(f) = Ker(g), dado un vector
a € RV \ Ker(f) se tiene que g = % f ya que x — % a € Ker(f),Vz € RY, y por
tanto

f(=@)

f(a)g(a), Vo € RY,

0=g(r) -

Corolario. Un subconjunto A de RN es un hiperplano, si y sélo si, existen un
funcional no nulo f y un nimero real o tales que

A={zeRY: f(z)=a},
es decir, existen Ay, ..., Ay, € R tales que
A={zeRY: Az, + ..+ Ayzy = a}.

Demostracion:
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Supongamos que A = a + H para convenientes a € RY y H hiperplano vectorial. Si
f es un funcional no nulo tal que H = Ker(f), entonces se verifica que

A={zeR": f(z) = f(a)}.

Reciprocamente, supongamos que A = {z € RY : f(x) = a} para conveniente
a € R. Puesto que f es sobreyectiva (jHagase!), podemos elegir a € R tal que f(a) = a.
Se tiene entonces que

A=fHa)={zeRY: f(r)=a}={zcRY: 2 —ac Ker(f)} =a+ Ker(f).

Proposicién. Sean f un funcional lineal no nulo y xy un vector de RY, entonces

| f(z0) — @
[raT—

En consecuencia, si el funcional f viene dado por

dist (ZBo, f_l(a)> =

flz) = Ay + ... + Ayay, Vo € RY (A2 + ..+ A% >0)
y se considera en RY la norma euclidea, entonces la férmula anterior es

_ |A1$0(1) + ...+ AN,CL’O(N) — O(|

dist (wO,A)
VAT + .+ A%
Demostracion:
Basta probar que dist(:)sg,Ker(f)) = |f‘|(jiﬁ)|. En efecto, sea a tal que f(a) = a,

entonces, en virtud de la linealidad de f, se tiene que
dist (mo, f_l(oz)> = dist (zo — a, Ker(f)).
Al ser f lipschitziana de razén || f||, se tiene para cada x € Ker(f) que

[ (o)l = | (xo = 2)| <[ f]ll|wo — | ()

de donde se deduce que

|f (o]
1/l
Por definicién de norma de un aplicacién lineal, existe una sucesién {x,} en la esfera

unidad de (RN, || -[) tal que || f|| < % |f(z,)|, Vn € N. Al ser {xo — f(x0) f@"n)} una

< dist (o, Ker(f)).

sucesion en Ker(f), se tiene para cada n natural que

n+1 |f(xo)l
no|Ifl

<

dist (o, Ker(f)) < Hﬂvo - (:170 — f(zo) %) H - ’}ng;
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de donde deducimos tomando limites que dist (mo, Ker( f)) < |f”(jfﬁ)|. Hemos probado
que
dist(xo,Ker(f)) = |f\|(;ﬁ)|

Noétese que también se puede razonar que la desigualdad (*) es, de hecho, una igualdad
por alcanzarse la norma de operadores.

La ultima expresién se deduce de la anterior sin mas que recordar que la norma
euclidea es autodual. .

3.10. Referencias recomendadas.

[BoRoVe], [Cral, [FeVicd], [FeVie], [MaHo], [Jur] y [MaHo].
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3.11. Resumen del resultados del Tema 3

E(RN,RM) = MMX]V(]R)
El espacio vectorial L(RY,RM) y el espacio vectorial M, n(R) de las matrices
M x N de ntumeros reales son matematicamente indistinguibles. Para cada T en

L(RYN RM) definimos Ar € My (R) por
Ap = (Ti(ej)>

donde T7,- -+, Ty son los campos escalares componentes de T'y {ey,...,en} es la base
canénica de RY. La aplicacién de L(RY,RM) en M n(R) definida por T — Arp
es un isomorfismo de L(RY RM) sobre My (R), cuyo inverso es la aplicacién de
M« n(R) sobre L(RY RM) definida por A — T4 donde T4 es la aplicacién lineal de
RY en RM™ dada por

<TA(J:)>t = Az’ Vo € RY.

Isomorfismo topoldgico. Si X e Y son espacios normados, una aplicacién
T : X — Y es un isomorfismo topoldgico si T es una aplicacion biyectiva, lineal y

continua cuya inversa también es continua. Si X = Y = R, toda aplicacién lineal y
biyectiva es un isomorfismo topolégico. Notaremos Iso(RY) al conjunto de los isomor-
fismos de R en RV.

Iso(RY) :={T € L(RY) : det Ar # 0}.

Funcién lipschitziana. Sean (E,d) y (F, p) espacios métricos. Se dice que f : £ —
I es lipschitziana si existe K > 0 verificando

p(f(x), fly) < Kd(z,y), Vz,y€ E.

La menor constante que verifica esta desigualdad se denomina la constante de Lipschitz
de T.

El espacio de Banach £(R" RM). Norma del espacio £(RY 6 R).
La funcién que a cada aplicacién lineal T : RY — RM le hace corresponder el
numero real

1T = max{[|T(z)[] - [l=f] = 1}

es una norma en L RN RM denominada norma de operadores. £ RN RM eS un es-
) ’ )
pacio de Banach. Ademas se verifica que

IT@) < T2, Vo € RY

IT]] = min{K > 0: |T(2)]| < Kllz[|, Vo € R"} = max{||T(z)| : [l«] < 1}.

La primera igualdad nos asegura que ||T'|| es la constante de Lipschitz de T.
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Proposicién. Iso (RY), el conjunto de los isomorfismos de RY en RY | es un abierto
de L(RY) y la aplicacién inversién J : Iso (RY) — L(RY) definida por
J(T):=T"" VT €lso (RY)
es continua.

Funcién derivable Fréchet. Sean M, N ¢ N, ACR", a 61(21, y f:A— RM una
funcién. Se dice que f es derivable (en el sentido de Fréchet) o diferenciable en el punto
a si existe una aplicacién lineal 7' de RY en R verificando

o 1) = f(@ = T~ a)

= I = all

=0

donde se consideran normas cualesquiera en RY y R™. En tal caso la aplicacién T es
unica, se denomina la derivada de la funciéon f en el punto a o diferencial de f en a y
se nota por D f(a). Se dice que f es derivable en un subconjunto B C A si es derivable
en cada punto de B.

Sea Ay C A el conjunto de puntos donde f es derivable. La aplicaciéon x — D f(x)
de A; en L(RY,RM) se denomina la aplicacién derivada de f o la diferencial de f y se
nota Df.

Se dice que f es de clase C! en a, y se nota f € C'(a), si f es derivable en un
entorno de a y la aplicacién D f es continua en a. Se dice que f es de clase C'! en un
subconjunto B C A si es de clase C! en cada punto de B.

Se dice que f es de clase C' cuando lo sea en todos los puntos de su conjunto de
definicién (que necesariamente serd abierto). Notamos por C*(A) al conjunto de las
funciones de clase C! en el abierto A.

Reduccién de la derivabilidad a campos escalares. Sean A un subconjunto
deRY y f=(f1,....,fu) : A — RM un campo vectorial. Entonces f es derivable en

o
a €A si, y solo si, cada campo escalar componente es derivable en a, en cuyo caso

Df(a)(z) = (D fi(a)(z), ..., Dfu(a)(z)), Yz € R™.
Ademds f € C'(a) si, y sélo si, f; € C'(a) parai=1,..., M.

Derivadas parciales. Vector gradiente. Sea A C RY, a € A y f un campo
escalar en A. Para cada 1 <1i¢ < N, supongamos que a; es un punto de acumulacién del
conjunto

A ={zx; €eR: (a1,...a;-1,%;, 0511, ...,a5) € A}.

Si la funcién de A; en R definida por z; — f(aq,...a;1,%;, @iy, - .. ,ay) es derivable
en a;, se dice que f tiene derivada parcial respecto de la variable i-ésima en el punto a.
En tal caso el valor del limite

lim f(ab e i1, Ty A1, - - - ,GN) - f(a)

Ti—aq T; — a;

se denomina la derivada parcial de f respecto de la variable i-ésima en el punto a y se

nota D; f(a) (o también %(a)).
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Es consecuencia de la definicién que el cdlculo de la derivada parcial respecto de la
variable i-ésima del campo escalar f en un punto genérico x = (x1, ..., xy) se ha de llevar
a cabo derivando la funcion real de variable real que resulta al considerar constantes las
variables x; (j # i) y por tanto las reglas de derivacién ordinarias se podran utilizar.

Si A C A es el conjunto de puntos donde f tiene derivada parcial respecto de
la variable i-ésima, entonces el campo escalar en A® definido por x +— D;f(z) se
denomina la aplicacion derivada parcial de f respecto de la variable i-ésima y se nota

D;f (o también %).
Se dice que el campo escalar f tiene gradiente en el punto a si admite derivadas par-
ciales en a con respecto de todas las variables, en cuyo caso definimos el vector gradiente

de f en a por:

Vf(a) = (D1f(a), ..., Dy f(a)) € RY.
Si C' es el conjunto de puntos de A donde f tiene gradiente, entonces el campo vectorial
en C definido por x — V f(x) se denomina aplicacién gradiente de f y se nota Vf.

Estudio de la derivabilidad de campos escalares.

Sean A C RN, a €Ay f un campo escalar en A. Para el estudio de la derivabilidad
de f en a se sugiere seguir los siguientes pasos:

1. Continuidad de f en a. Si f no es continua en a, entonces no es derivable en a.
De ser f continua en a, entonces f puede no ser derivable en a (véase la funcién
g del Ejercicio 3.4, que es continua, tiene gradiente y no es derivable en (0,0)).

2. Existencia de V f(a). Si no existe V f(a), entonces f no es derivable en a. En caso

contrario, la candidata a derivada es la aplicaciéon x — <V f(a) | x)

3. Continuidad de las derivadas parciales. Si V f es continuo en a entonces f es deri-
vable en a. No se puede deducir de esto que f es de clase C! en a, salvo que se
globalice.

4. Definicién de derivabilidad. Segin que la expresién

f@) = fla) = (Vf(a) | 2 —a)

|l = all

tienda a cero o no, cuando x — a, f es derivable o no.

Matriz jacobiana. Sean ACRY a€ Ay f: A — RM un campo vectorial. Se
dice que f tiene matriz jacobiana en el punto a si cada uno de los campos escalares
componentes tiene gradiente en dicho punto, en cuyo caso se define la matriz jacobiana
de f en a por

lel(a) Djfl(a) DNfl(a)
Ji@)=| Difile) . Difila) .. Dwfila) | =(Dfia)

Difs@) . Dyfula) . Dyfula)

INIA
S

INIA
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En el caso M = N al determinante de la matriz jacobiana se le denomina determinante
jacobiano.
Proposicién. Sean ACRY y f: A — RM un campo vectorial. Si f es derivable

en a €A, entonces f tiene matriz jacobiana en a y

(Df(a)(z))' = Je(a)z!, Vo € RY.

Conviene recordar:

- La derivabilidad es un concepto local.

- Toda aplicacién lineal 7' de RY en RM es de clase C' con
DT(a) =T, YaecR"Y.

- Linealidad.
Sean A C RV y f,g : A — RM funciones derivables en a y A € R. Entonces
f+ gy A\f son derivables en a con
D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a)

D(Af)(a) = ADf(a).
Ademéds, si f,g € C'(a), entonces f + g, \f € C!(a).
- Regla de la cadena.
Sean A C RV BCRM f: A — RM tal que f(A) C Byg: B — R
Supongamos que f es derivable en a y que g es derivable en f(a). Entonces la
composicion h = g o f es derivable en a con

Dh(a) = Dy(f(a)) o Df(a)
y en consecuencia
Jn(a) = Jo(f(a))Jy(a).
Ademss, si f € C'(a),g € C'(f(a)), entonces h € C'(a).

- Derivada de la funcién inversa.
Sea ACRN,ae€Ay f: A— RY un campo vectorial. Supongamos que f es

o

inyectiva, derivable en a y que f(a) € f(A), entonces

det Jf(a) 7é 0

/7! es continua en f(a)

f~! es derivable en f(a) < {

Ademas, si se verifica lo anterior, se tiene

Df~(f(a)) = Df(a)™",
y en consecuencia,

Jr-1(f(a)) = Jf(a)_l.

Si ademés A y B son subconjuntos abiertos de RY, f es un homeomorfismo de A
sobre By f € C'(a) para algin a € A con det J;(a) # 0, entonces f~1 € C*(f(a)).
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Interpretacion geométrica. Si un campo escalar f es derivable en un punto a,
entonces la grifica de f tiene un hiperplano tangente en el punto (a, f(a)) que viene
dado por la expresion

ey+1 = fla) + Dif(a)(zy —ar) + ...+ Dy f(a)(zy — an).

Dicho hiperplano coincide con el conjunto de todas las rectas tangentes en (a, f(a))
a las curvas cuya imagen esta contenida en la grafica de f y que pasan por el punto

(a, f(a))-





