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2. Simetŕıas y Teoremas de Conservación I. Mecánica Lagrangiana 23
2.1. Principio de Hamilton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2. Principio de Relatividad de Galileo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.3. Lagrangiano de una part́ıcula libre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.4. Lagrangiano de un sistema de part́ıculas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.5. Teorema de Noether . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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2.12.2. Ligaduras no holonómicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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5. Simetŕıas y teoremas de conservación II. Ecuación de Hamilton-Jacobi 125
5.1. Familias de transformaciones canónicas. Generadores infinitesimales . . . . . . . . . . 125
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7.4. Tensor de enerǵıa-momento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
7.5. Tensor de momento angular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

7.5.1. Transformaciones de Lorentz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
7.5.2. Clasificación de las transformaciones de Lorentz . . . . . . . . . . . . . . . . 182
7.5.3. Generadores infinitesimales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
7.5.4. Conmutadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
7.5.5. Tensor de momento angular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
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Caṕıtulo 1

Dinámica Newtoniana y ecuaciones de
Lagrange

1.1. Mecánica de una part́ıcula

1.1.1. Momento lineal y fuerza

El momento lineal ~p, viene definido por:

~p = m~v , ~v =
d~r

dt
. (1.1)

En un sistema de referencia inercial (aquel donde se cumple la primera ley de Newton), se tiene:

~F =
d~p

dt
, (1.2)

~F se debe a la interacción de la part́ıcula con otras part́ıculas y campos, p.e., interacción gravitatoria,
electromagnética, etc. La expresión anterior se conoce como segunda ley de Newton.

Tomando m constante:

~F = m
d2~r

dt2
= m~a . (1.3)

Es una ecuación diferencial de segundo orden y, por tanto, para determinar ~r(t) se necesitan conocer
~r(0), ~̇r(0). Aśı el estado de una part́ıcula viene

determinado una vez se conozcan ~r y ~̇r, en un tiempo t, ya que haciendo uso de las ecuaciones de
movimiento queda fijada su evolución temporal.

Muchos resultados importantes se expresan en Mecánica como leyes de conservación:

Conservación del momento lineal de una part́ıcula

Si la fuerza total que actúa sobre una part́ıcula es cero, ~F = 0, entonces, según (1.2), ~̇p = 0 y
~p es una constante de movimiento.
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Figura 1.1: Momento angular de una part́ıcula respecto a un punto O.

1.1.2. Momento angular

El momento angular de una part́ıcula respecto de un punto (depende del punto O que se tome),
viene dado por:

~L = ~r × ~p , (1.4)

véase figura (1.1).

Y el momento de una fuerza ~F respecto a dicho punto:

~N = ~r × ~F . (1.5)

Observemos que como consecuencia de (1.2):

d~L

dt
=
d~r

dt
× ~p+ ~r × d~p

dt
= ~r × ~F = ~N . (1.6)

Conservación del momento angular de una part́ıcula

Si el momento de la fuerza total es cero, ~N = 0, entonces ~L es una constante de movimiento.

1.1.3. Enerǵıa

El trabajo entre dos puntos, 1 y 2, de una fuerza ~F es:

W12 =

∫ 2

1

~Fd~s . (1.7)

Luego:

W12 =

∫ 2

1

d~p

dt
d~s =

∫ 2

1

m
d~v

dt
~v dt =

m

2

∫ 2

1

d~v 2

dt
dt =

1

2
m(v2

2 − v2
1) . (1.8)

Si definimos T = 1
2
mv2 como la Enerǵıa Cinética, tenemos:

W12 = T2 − T1 . (1.9)
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Figura 1.2: El trabajo de una fuerza conservativa sobre una trayectoria cerrada es nulo.

Si el trabajo entre dos puntos W12 realizado por el campo de fuerzas no depende del camino seguido, el
campo de fuerzas se dice que es conservativo.1 Alternativamente, puesto que en este caso el trabajo
realizado por la fuerza a lo largo de una trayectoria cerrada es nulo, véase la figura (1.2), se tiene:∮

~Fd~s =

∫
(~∇× ~F )d~σ = 0 , (1.10)

por el teorema de Stokes, y recordando que:

~∇× ~F = 0 ⇒ ~F = −~∇V (~r) . (1.11)

Donde V (~r) es la enerǵıa potencial. Siempre podemos añadir a V (~r) una constante y la fuerza derivada
de él, no cambia. Por lo tanto, el nivel de enerǵıa cero de V (~r) es arbitrario. De hecho cuando
introdujimos la enerǵıa cinética también lo hicimos a partir de una diferencia entre enerǵıas cinéticas.
Esto es:

W12 = T2 − T1 = −
∫ 2

1

~∇V d~s = V1 − V2 . (1.12)

Luego:

T1 + V2 = T2 + V2 . (1.13)

Teorema de conservación de la enerǵıa

Si las fuerzas que actúan sobre una part́ıcula son conservativas, entonces la enerǵıa total E = T+V ,
se conserva (constante de movimiento).

Ahora bien si la fuerza aplicada sobre una part́ıcula se deriva de un potencial dependiente además
del tiempo, entonces el trabajo entre dos puntos:

W12 = −
∫ 2

1

~∇V d~s . (1.14)

No es el cambio total del potencial V (~r, t), entre los puntos 1 y 2, debido al intervalo de tiempo
transcurrido. Por tanto, el trabajo no es la diferencia total de V. Aśı aunque podamos definir una
enerǵıa total, T + V , ésta no se conserva.

1Se habla de campo de fuerzas dado que se supone que en cada punto del espacio opera una fuerza dependiente
de punto sobre la part́ıcula.
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1.2. Mecánica de un sistema de part́ıculas

1.2.1. Momento lineal, fuerzas externas e internas

Es muy útil distinguir entre fuerzas externas al sistema de part́ıculas, y que actúan sobre cada una
de ellas, y fuerzas internas (p.e. la fuerza que la part́ıcula i sufre debido a la presencia de todas las
demás part́ıculas del sistema). De esta forma1:

~̇pi = ~F
(e)
i +

∑
j 6=i

~Fij (1.15)

donde ~Fij es la fuerza sobre la part́ıcula i ejercida por la part́ıcula j.
La posición centro de masas del sistema viene dada por:

~Rcm =

∑
imi~ri∑
imi

=

∑
imi~ri
M

. (1.16)

Entonces:

M
d2 ~R

dt2
=
∑
i

mi
d2~ri
dt2

=
∑
i

~F
(e)
i +

∑
i,j
j 6=i

~Fij , (1.17)

siendo el último término una suma que se cancela a pares puesto que suponemos que se verifica la ley
débil de acción y reacción ~Fji = −~Fij (tercera ley de Newton en sentido débil). Luego:

M
d2 ~R

dt2
=
∑
i

~F
(e)
i ≡ ~F (e) . (1.18)

El centro de masas se mueve, por tanto, sujeto a las fuerzas externas del sistema. Fijémonos además
que,

~Pcm = M
d~R

dt
=
∑
i

mi
d

dt

(∑
jmj~rj∑
jmj

)
=
∑
i

mi
d~ri
dt

=
∑
i

~pi = ~ptotal . (1.19)

Conservación del momento lineal de un sistema de part́ıculas

Si la fuerza externa total es cero, el momento lineal total del sistema se conserva.

1Se sobreentiende, mientras no se explicite lo contrario, que las sumas se extienden sobre todas las part́ıculas.
De la misma forma, se explicitará cuando se realice el uso del convenio de suma de Einstein.
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1.2.2. Momento angular

Analicemos el momento angular total del sistema de part́ıculas. Éste viene dado por:

~L =
∑
i

~ri × ~pi . (1.20)

Hallemos la variación respecto del tiempo:

d~L

dt
=
∑
i

~ri × ~̇pi =
∑
i

~ri × ~F
(e)
i +

∑
i,j
j 6=i

~ri × ~Fij . (1.21)

Considerando el último término como una suma de pares:

~ri × ~Fij + ~rj × ~Fji = (~ri − ~rj)× ~Fij . (1.22)

Si las fuerzas internas, además de cumplir la tercera ley de Newton en su sentido débil, tal y como hemos
supuesto, cumplen que caen a lo largo del vector posición relativo, ~ri−~rj, entonces, (~ri−~rj)× ~Fij = 0.
Esta suposición es la tercera ley de Newton o ley de acción y reacción en sentido fuerte. Por lo tanto:

d~L

dt
= ~N (e) =

∑
i

~ri × ~F
(e)
i . (1.23)

Conservación del momento angular total

~L es una constante de movimiento si el momento total de las fuerzas externas es cero (supone la
ley de acción y reacción en su versión fuerte).

Cuando no se cumple la tercera ley de Newton y estamos hablando de sistemas de part́ıculas aislados,
sobre los que no actúan agentes externos al sistema, siempre es posible encontrar una generalización
de ~p y ~L que śı que se conservan mediante el empleo del teorema de Noether, ver sección 2.5.

Es útil separar el momento angular en las contribuciones del momento angular del centro de masas
y el relativo al centro de masas. Para ello, sea ~L el momento angular del sistema respecto a un punto
O:

~L =
∑
i

ri × ~pi .

Los vectores ~ri y ~vi los podemos expresar como,

~ri = ~r′i + ~R con ~r′i relativo al centro de masas,

~vi = ~v′i + ~V con ~V =
d~R

dt
y ~v′i =

d~r′i
dt

,
(1.24)
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~L =
∑
i

(~r′i + ~R)×mi(~v′i + ~V ) =

=
∑
i

~r′i ×mi
~v′i +

∑
i

mi
~r′i︸ ︷︷ ︸

~R′=0

×~V + ~R×
∑
i

mi
~v′i︸ ︷︷ ︸

~V ′=0

+
∑
i

~R×mi
~V .

Luego:

~L = ~R× ~P︸ ︷︷ ︸
Momento del CM

respecto a O

+
∑
i

~r′i × ~p′i︸ ︷︷ ︸
Momento del movimiento

alrededor del CM

(1.25)

1.2.3. Enerǵıa

Al igual que en el caso de una part́ıcula, podemos analizar el trabajo para nuestro sistema de
part́ıculas:

W12 =
∑
i

∫ 2

1

~Fid~si =
∑
i

∫ 2

1

~F
(e)
i d~si +

∑
i,j
i6=j

∫ 2

1

~Fijd~si =

=
∑
i

∫ 2

1

mi~̈ri~̇ridt =
∑
i

∫ 2

1

mi

2

d

dt
(ṙ2
i )dt =

=
∑
i

(
1

2
miv

2
i

)
2

−
∑
i

(
1

2
miv

2
i

)
1

. (1.26)

Y definiendo la enerǵıa cinética del sistema como T =
∑

i
1
2
miv

2
i , tenemos:

W12 = T2 − T1 , (1.27)

como en el caso de una sola part́ıcula. Utilizando la descomposición de las coordenadas y velocidades
dada en (1.24), tenemos:

T =
∑
i

1

2
mi(~v′i + ~V )2 =

∑
i

1

2
mi(v

′2
i + V 2 + 2~v′i~V ) =

=
1

2
MV 2 +

1

2

∑
i

miv
′2
i + ~V

∑
i

mi
~v′i︸ ︷︷ ︸

Relativo al
propio CM,

~V ′=0

.

Luego:

T =
1

2
MV 2︸ ︷︷ ︸

Mov. del CM

+
1

2

∑
i

miv
′2
i︸ ︷︷ ︸

Mov. relativo al CM

. (1.28)

11
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Supongamos ahora que todas las fuerzas son derivables de un potencial:

∑
i

∫
~F

(e)
i d~si = −

∑
i

∫ 2

1

~∇iV d~si . = −

[∑
i

Vi

]2

1

(1.29)

Además:

~Fij = −~∇iVij(|~ri − ~rj|) = ~∇jVij(|~ri − rj|) = −~Fji ,

por otra parte, también se cumple,

∂|~rij|
∂~ri

=
~ri − ~rj
rij

→ ~∇ijVij(|~ri − ~rj|) =
∂Vij
∂~rij

=
∂Vij
∂rij

r̂ij = ~∇iVij(|~ri − ~rj|) .

(1.30)

Aśı las fuerzas internas derivadas de un potencial Vij(|~ri − ~rj|) cumplen la tercera ley de acción y
reacción en todas sus formas. Teniendo en cuenta que,

−
∫ 2

1

(
~∇iVijd~si + ~∇jVjid~sj

)
= −

∫ 2

1

~∇iVij(d~si − d~sj) =

= −
∫ 2

1

~∇iVijd~rij = −
∫ 2

1

~∇ijVijd~rij .

(1.31)

Luego el trabajo realizado por las fuerzas internas vendrá dado por:∑
i,j
j 6=i

∫ 2

1

~Fijd~si = −1

2

∑
i,j
j 6=i

∫ 2

1

~∇ijVijd~rij . (1.32)

El factor 1/2 proviene de sumar (1.31) sobre i y sobre j, con lo que cada par se suma dos veces. El
trabajo total, W12, será:

W12 =

−∑
i

Vi −
1

2

∑
i,j
i6=j

Vij


2

1

. (1.33)

Y además definimos

V =
∑
i

Vi +
1

2

∑
i,j
i6=j

Vij , (1.34)

como la enerǵıa potencial total. El segundo sumando representa la enerǵıa potencial interna. Por lo
tanto, de (1.27) y (1.33) tenemos:

W12 = T2 − T1 = V (1)− V (2) ⇒ T1 + V (1) = T2 + V (2) = E . (1.35)

12
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Conservación de la Enerǵıa total

Si las fuerzas son conservativas, tenemos conservación de la Enerǵıa total.

Hemos definido la enerǵıa potencial interna como:

1

2

∑
i,j
i6=j

Vij . (1.36)

En el sólido ŕıgido, tenemos |~rij| = constante, y, por tanto, los d~rij son perpendiculares a los ~rij, luego

serán perpendiculares a las fuerzas ~Fij. Aśı las fuerzas internas no hacen trabajo, por lo que la enerǵıa
potencial interna se mantiene constante. En general, las fuerzas internas śı realizan trabajo.

1.3. Ligaduras

Desde un punto de vista macroscópico existen ligaduras que restringen los valores posibles de las
coordenadas de las part́ıculas del sistema o las relaciones entre ellas. Aśı, además de tener en cuenta
las ecuaciones de Newton:

mi~̈ri = ~F
(e)
i +

∑
j
j 6=i

~Fij , (1.37)

hay que tener en cuenta las ligaduras.
Éstas se suelen clasificar en:

1. Holonómicas: fI(~r1, ~r2, . . . , ~rN , t) = 0 , I = 1, 2, . . . , K. Es decir, las ligaduras se pueden
expresar como K ≤ 3N ecuaciones que sólo involucran el tiempo y las coordenadas de las
part́ıculas.

Ejemplo: (~ri − ~rj)2 − c2ij = 0, sólido ŕıgido.

2. No holonómicas : El resto.

Ejemplo: r2 − a2 ≥ 0, movimiento sobre o fuera de una esfera.

Un subgrupo a considerar es el de las ligaduras semiholonómicas, que son relaciones del tipo:

fI(~r1, ~r2, . . . , ~rN ; ~̇r1, ~̇r2, . . . , ~̇rN , t) = 0 , I = 1, 2, . . . , K .

Menos importante es la clasificación de si las ligaduras dependen del tiempo. Si dependen del tiempo
hablamos de ligaduras reónomas y si no dependen del tiempo de ligaduras esclerónomas. Aqúı trata-
remos las ligaduras holonómicas y cuando introduzcamos el principio de Hamilton trataremos también
las semiholonómicas.

Coordenadas generalizadas. Son un conjunto cualesquiera de magnitudes que definen la posición
de un sistema. Sus derivadas respecto del tiempo se llaman velocidades generalizadas.

13
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El estado de un sistema viene determinado por el conocimiento de las coordenadas generalizadas
y de sus velocidades generalizadas. Conociendo éstas y mediante las ecuaciones de movimiento, junto
con las ligaduras, se fija la evolución temporal.

El número ḿınimo necesario de magnitudes que fijan uńıvocamente la posición de un sistema es el
número de grados de libertad.

Cuando hay ligaduras no holonómicas el número de grados de libertad del movimiento finito suele
ser mayor que el número de grados de libertad del movimiento infinitesimal. Pensemos por ejemplo en
las ligaduras semiholonómicas, en ellas el movimiento infinitesimal viene restringido directamente por
las ecuaciones que definen las ligaduras y estas serán no integrables. Si fuesen integrables las ligaduras
pasaŕıan a ser puramente holonómicas.

El problema de la presencia de ligaduras holonómicas se soluciona mediante una adecuada elección
de coordenadas generalizadas de forma que las ligaduras se satisfagan automáticamente.

Matemáticamente, designando por qα las coordenadas generalizadas, tenemos:

qα = qα(~r1, . . . , ~rN , t) , α = 1, . . . , 3N ,

~ri = ~ri(q1, . . . , q3N , t) , i = 1, . . . , N ,

det

∣∣∣∣∂qα∂~ri
∣∣∣∣ 6= 0 .

(1.38)

Con las K ligaduras independientes:

fI(~r1, . . . , ~rN , t) = 0 , I = 1, . . . , K . (1.39)

Tenemos:

n = 3N −K , qn+I = qn+I(f1, . . . , fK) ,

det

∣∣∣∣∂qn+I

∂fI

∣∣∣∣ 6= 0 .
(1.40)

Al cumplirse las ligaduras:

qn+I = qn+I(

K︷ ︸︸ ︷
0, 0, . . . , 0) = constante de movimiento. (1.41)

“Sólo” hemos de determinar la evolución temporal de las n coordenadas generalizadas q1, . . . , qn. En
lo que sigue supondremos que éste es el caso, y que nuestras coordenadas generalizadas son qα, con
α = 1, . . . , n.

En f́ısica microscópica las fuerzas son elementales y se pretende conocerlas ¡todas!. Aśı que el
concepto de ligadura no suele jugar un papel importante y, cuando al no conocerse todas las fuerzas o
para simplificar los cálculos en f́ısica microscópica se introducen ligaduras, en la mayoŕıa de los casos se
trata de ligaduras holonómicas. Téngase en cuenta que las ligaduras, en última instancia, representan
fuerzas a priori desconocidas y sólo después de resolver el problema se pueden determinar.
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1.4. El principio de D’Alembert y las ecuaciones de La-

grange

Desplazamiento virtual infinitesimal: δ~ri, i = 1, . . . , N . Se define como el cambio en la configura-
ción del sistema debido a desplazamientos infinitesimales de las coordenadas, δ~ri, consistentes con las
fuerzas y ligaduras del sistema en un instante dado t. Es decir, el tiempo permanece fijado en estos
desplazamientos virtuales.

Los desplazamientos reales, los denotamos por d~ri y no son instantáneos, sino que ocurren en un
tiempo dt, durante el cual todo evoluciona.

Sistema en equilibrio estático: ~Fi = 0. Por tanto:∑
i

~Fiδ~ri = 0 . (1.42)

~Fi = ~F
(a)
i + ~fi, ~F

(a)
i fuerza conocida, aplicada,

~fi fuerza debida a la ligadura,
(1.43)

∑
i

~F
(a)
i δ~ri +

∑
i

~fiδ~ri = 0 . (1.44)

Ahora realizamos la suposición fundamental:∑
i

~fiδ~ri = 0 . (1.45)

Esto sucede cuando ~fi =
∑

I λI(t)
~∇ifI (las fuerzas de ligadura son perpendiculares a la superficie

donde queda restringido el movimiento de la part́ıcula dentro del espacio R3N , p.e. en el sólido ŕıgido),
ya que, ∑

i

~fiδ~ri =
∑
i,I

λI(t)~∇ifIδ~ri =
∑
i,I

λI(t)δifI = 0 . (1.46)

No sucede aśı cuando tenemos rozamiento de desplazamiento (fenómeno macroscópico) pero śı que
es cierto en el caso de rozamiento por rodadura dado que instantáneamente el punto de contacto con
la superficie está en reposo, por tanto δ~r = 0 para ese punto, y el trabajo es pues nulo.2 Además el
trabajo sobre los desplazamientos virtuales de la fuerza normal a una superficie que vaŕıa con el tiempo

2En problemas propios de estática las fuerzas aplicadas incluyen todas las fuerzas ejercidas sobre el sistema
debidas a agentes externos, esto es, además de fuerzas conocidas o fundamentales, tanto interiores como exteriores
al sistema, incluyen las fuerzas normales a superficies y los rozamientos (tangenciales a dichas superficies). Las ~fi

representan entonces fuerzas interiores del sistema no conocidas, t́ıpicamente se trata de las fuerzas que mantienen
cohesionado a un sistema no deformable, que como sabemos no realizan trabajo en un desplazamiento virtual del
sistema.
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es cero (ya que instantánemante la fuerza es perpendicular a la superficie), pero no seŕıa nulo el trabajo

en un desplazamiento real. Veámoslo. Sea la superficie descrita por g(~x, t) = 0, y ~F = α
∂g

∂~x
, tenemos:

W =

∫
~Fd~x =

∫
α
∂g

∂~x
d~x =−

∫
∂g

∂t
dt , puesto que,

dg =
∂g

∂~x
d~x+

∂g

∂t
dt =0 ,

∂g

∂~x
d~x = −∂g

∂t
dt .

(1.47)

En definitiva, de (1.44) y (1.45), tenemos que la condición de equilibrio es:∑
i

~F
(a)
i δ~ri = 0 −→ Principio de los trabajos virtuales. (1.48)

Dado que las δ~ri están relacionadas por las ligaduras no podemos igualar sin más ¡~F
(a)
i = 0!. Hay que

hacer uso de las coordenadas generalizadas, que como estamos en el caso holonómico están libres de
ligaduras y son independientes.

También queremos ir más allá e incluir dinámica, o sea, evolución temporal. Teniendo en cuenta la
segunda ley de Newton,

~Fi = ~̇pi ⇒~Fi − ~̇pi = 0∑
i

(~Fi − ~̇pi)δ~ri =
∑
i

(~F
(a)
i − ~̇pi)δ~ri +

∑
i

~fiδ~ri = 0 (1.49)

El último sumando es nulo por hipótesis. Esto nos lleva a:∑
i

(~F
(a)
i − ~̇pi)δ~ri = 0 −→ Principio de D‘Alembert. (1.50)

Es importante recalcar sobre la expresión anterior que,

1. No aparecen las fuerzas de ligadura.

2. Tenemos una ecuación dinámica.

Empleando coordenadas generalizadas, obtenemos que:∑
i

~F
(a)
i δ~ri =

∑
α

∑
i

~F
(a)
i

∂~ri
∂qα

δqα =
∑
α

δqαQα .

Donde:

Qα =
∑
i

~F
(a)
i

∂~ri
∂qα

, (1.51)

es la fuerza generalizada. Como δqα no tendrá, en general, dimensiones de longitud, tampoco Qα,
tendrá dimensiones de fuerza en general y puede ser, por ejemplo, un torque asociado a un ángulo.
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Por otra parte, ∑
i

~̇piδ~ri =
∑
i

mi~̈riδ~ri =
∑
i,α

mi~̈ri
∂~ri
∂qα

δqα . (1.52)

Analicemos la suma en i:∑
i

mi~̈ri
∂~ri
∂qα

=
∑
i

[
d

dt

(
mi~̇ri

∂~ri
∂qα

)
−mi~̇ri

d

dt

∂~ri
∂qα

]
. (1.53)

Observemos que:

d

dt

∂~ri
∂qα

=
∑
β

(
q̇β

∂

∂qβ
+
∂

∂t

)
∂~ri
∂qα

=

=
∑
β

(
q̇β

∂2~ri
∂qβqα

)
+

∂2~ri
∂qα∂t

=
∂

∂qα

(∑
β

q̇β
∂~ri
∂qβ

+
∂~ri
∂t

)
=
∂~vi
∂qα

, (1.54)

~vi =
∑
β

q̇β
∂~ri
∂qβ

+
∂~ri
∂t

⇒ ∂~̇ri
∂q̇β

=
∂~ri
∂qβ

. (1.55)

Combinando (1.54) y (1.55) en (1.53), tenemos:

∑
i

mi~̈ri
∂~ri
∂qα

=
∑
i

[
d

dt

(
mi~̇ri

∂~̇ri
∂q̇α

)
−mi~̇ri

∂~̇ri
∂qα

]
=

=
∑
i

[
d

dt

∂

∂q̇α

(
1

2
mi~̇ri

2

)
− ∂

∂qα

(
1

2
mi~̇ri

2

)]
. (1.56)

Llevando los anteriores resultados a (1.50) tenemos:∑
α

δqα

[(
d

dt

∂T

∂q̇α
− ∂T

∂qα

)
−Qα

]
= 0 . (1.57)

Y dado que los δqα son arbitrarios:

d

dt

(
∂T

∂q̇α

)
− ∂T

∂qα
= Qα . (1.58)

Que son n ecuaciones de segundo orden y, por lo tanto, tenemos 2n constantes de integración. Nece-
sitamos conocer, por ejemplo, qα(0) y q̇α(0).

Si las fuerzas se derivan de un potencial, (aún cuando sea dependiente del tiempo),

~Fi = −~∇iV (~r1, ~r2, .., ~rN , t) . (1.59)
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Tenemos que:

Qα =
∑
i

~Fi
∂~ri
∂qα

= −
∑
i

~∇iV
∂~ri
∂qα

= − ∂V
∂qα

. (1.60)

Luego, a partir de (1.58) se llega a que,

d

dt

(
∂T

∂q̇α

)
− ∂T

∂qα
= − ∂V

∂qα
. (1.61)

Dado que V no depende de las velocidades generalizadas (lo hemos supuesto):

d

dt

(
∂(T − V )

∂q̇α

)
− ∂(T − V )

∂qα
= 0 , L = T − V , (1.62)

donde L es el Lagrangiano del sistema y verifica:

d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα
= 0 (1.63)

que son las ecuaciones de Lagrange.

El Lagrangiano no es único. Aśı L′ = L+
dF (q, t)

dt
, nos permite obtener las mismas ecuaciones de

movimiento que L:

dF

dt
=
∑
β

∂F

∂qβ
q̇β +

∂F

∂t
,

d

dt

∂

∂q̇α

dF

dt
=

d

dt

∂F

∂qα
=
∑
β

∂2F

∂qβ∂qα
q̇β +

∂2F

∂t∂qα
,

∂

∂qα

dF

dt
=
∑
β

∂2F

∂qα∂qβ
q̇β +

∂2F

∂qα∂t

Aśı:

d

dt

∂

∂q̇α

dF

dt
− ∂

∂qα

dF

dt
= 0 .

En un ejercicio de clase veremos que es también condición necesaria para obtener las mismas ecua-
ciones. Hagámoslo aqúı para una sola variable.

Consideremos:

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= Λ(q̈, q̇, q, t) ,

d

dt

(
∂L′

∂q̇

)
− ∂L′

∂q
= Λ′(q̈, q̇, q, t) .
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Como las ecuaciones de movimiento son las mismas, tenemos que:

Λ = Λ′ → Λ− Λ′ = 0

Por tanto:

d

dt

∂(

ψ︷ ︸︸ ︷
L− L′)

∂q̇
− ∂(

ψ︷ ︸︸ ︷
L− L′)

∂q
= 0 ,

d

dt

∂ψ

∂q̇
− ∂ψ

∂q
= 0, ψ = ψ(q̇, q, t) , (1.64)

desarrollando,

∂2ψ

∂q̇2
q̈ +

∂2ψ

∂q∂q̇
q̇ +

∂ψ

∂q̇∂t
− ∂ψ

∂q
= 0

Esto es válido como relación funcional para cualesquiera q̈, q̇, q, y como ψ = ψ(q̇, q, t), no depende
de q̈, entonces:

∂2ψ

∂q̇2
= 0 ,

ψ = q̇F (q, t) +G(q, t) .

Introduciendo ψ en (1.64), tenemos:

q̇
∂F

∂q
+
∂F

∂t
− q̇

∂F

∂q
− ∂G

∂q
= 0 ,

∂F

∂t
− ∂G

∂q
= 0 ,

F =
∂Φ(q, t)

∂q
, G =

∂Φ(q, t)

∂t
,

ψ = q̇
∂Φ

∂q
+
∂Φ

∂t
=
dΦ

dt
.

Es útil, para análisis posteriores, expresar la enerǵıa cinética del sistema en coordenadas generaliza-
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das. Para ello:

T =
∑
i

1

2
miv

2
i =

∑
i

1

2
mi

(∑
α

∂~ri
∂qα

q̇α +
∂~ri
∂t

)2

=

=
∑
i

1

2
mi

[∑
α,β

∂~ri
∂qα

∂~ri
∂qβ

q̇αq̇β +

(
∂~ri
∂t

)2

+ 2
∂~ri
∂t

∑
α

∂~ri
∂qα

q̇α

]
=

=
∑
i

1

2
mi

(
∂~ri
∂t

)2

+
∑
i

mi
∂~ri
∂t

∑
α

∂~ri
∂qα

q̇α +
1

2

∑
i

mi

∑
α,β

∂~ri
∂qα

∂~ri
∂qβ

q̇αq̇β =

= M0 +
∑
α

Mαq̇α +
1

2

∑
α,β

Mαβ q̇αq̇β .

(1.65)

Donde:

M0 =
∑
i

1

2
mi

(
∂~ri
∂t

)2

,

Mα =
∑
i

mi
∂~ri
∂t

∂~ri
∂qα

,

Mαβ =
∑
i

mi
∂~ri
∂qα

∂~ri
∂qβ

.

(1.66)

Si la transformación de cartesianas a coordenadas generalizadas no depende expĺıcitamente del
tiempo, entonces M0 = 0 y Mα = 0. Por lo tanto,

T =
1

2

∑
α,β

Mαβ q̇αq̇β (1.67)

1.5. Potenciales electromagnéticos y función de disipación

de Rayleight

1.5.1. Potenciales electromagnéticos

Hab́ıamos obtenido (1.58),

d

dt

(
∂T

∂q̇α

)
− ∂T

∂qα
= Qα .

Si tomamos:

Qα = − ∂U
∂qα

+
d

dt

(
∂U

∂q̇α

)
, (1.68)
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podemos definir el Lagrangiano L = T − U , donde U es un potencial generalizado dependiente de la
velocidad. Por ejemplo, en electromagnetismo, tenemos la fuerza de Lorentz:

~F = q
(
~E + ~v × ~B

)
, (1.69)

~E = −~∇φ− ∂ ~A

∂t
, ~B = ~∇× ~A . (1.70)

Veamos que la fuerza de Lorentz se puede obtener del potencial generalizado:

U = q(φ− ~A~v) , (1.71)

que da lugar al Lagrangiano,

L = T − U =
1

2
mv2 − qφ+ q ~A~v .

Tomemos la coordenada x, análogamente se realiza para el resto de coordenadas cartesianas,

∂L

∂ẋ
= mẋ+ qAx ,

d

dt

∂L

∂ẋ
= mẍ+ q

∂Ax
∂x

ẋ+ q
∂Ax
∂y

ẏ + q
∂Ax
∂z

ż + q
∂Ax
∂t

,

∂L

∂x
= −q∂φ

∂x
+ q

∂Ax
∂x

ẋ+ q
∂Ay
∂x

ẏ + q
∂Az
∂x

ż .

Por tanto:

mẍ = −q∂Ax
∂x

ẋ− q
∂Ax
∂y

ẏ − q
∂Ax
∂z

ż − q
∂Ax
∂t

−q∂φ
∂x

+ q
∂Ax
∂x

ẋ+ q
∂Ay
∂x

ẏ + q
∂Az
∂x

ż

= qEx − q
∂Ax
∂y

ẏ − q
∂Ax
∂z

ż + q
∂Ay
∂x

ẏ + q
∂Az
∂x

ż

= qEx + qẏ

(
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

)
+ qż

(
∂Az
∂x

− ∂Ax
∂z

)
.

Teniendo en cuenta que,(
~v × ~B

)
x

= ẏBz − żBy = ẏ

(
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

)
− ż

(
∂Ax
∂z

− ∂Az
∂x

)
.

Por lo tanto,

mẍ = qEx + q
(
~v × ~B

)
x

= q
(
Ex +

(
~v × ~B

)
x

)
,

en acuerdo con la fuerza de Lorentz.
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1.5.2. Función de disipación de Rayleight

En general podemos escribir las ecuaciones de Lagrange como:

d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα
= Qα , (1.72)

donde Qα representa las fuerzas que no se pueden obtener de un potencial. Por ejemplo, fuerzas disipa-
tivas o de rozamiento (fenómeno macroscópico). En muchas ocasiones estas fuerzas son proporcionales
a la velocidad de la part́ıcula:

Ffx = −kxvx . (1.73)

Se pueden obtener de:

F =
1

2

∑
i

(
kxv

2
ix + kyv

2
iy + kzv

2
iz

)
. (1.74)

Que es la llamada función de disipación de Rayleight. Los coeficientes kx, ky y kz son en general de
posición y tiempo, esto es, kx(~r, t), ky(~r, t) y kz(~r, t). Es directo comprobar que,

Ff,ix = − ∂F
∂vix

, (1.75)

Qα =
∑
i

~Ff,i
∂~ri
∂qα

= −
∑
i

∂F
∂~vi

∂~ri
∂qα

= −
∑
i

∂F
∂~vi

∂~vi
∂q̇α

= − ∂F
∂q̇α

. (1.76)

Por lo que las ecuaciones de Lagrange quedan en la forma:

d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα
+
∂F
∂q̇α

= 0 . (1.77)
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Caṕıtulo 2

Simetŕıas y Teoremas de Conservación I.
Mecánica Lagrangiana

2.1. Principio de Hamilton

Sea un sistema de coordenadas generalizadas q1, q2, . . . , qn (suponemos, si las hubiere, ligaduras
holonómicas). Cada punto de coordenadas (q1, . . . , qn) fija la posición del sistema uńıvocamente en un
espacio de n-dimensiones que llamamos espacio de configuración o q−espacio.

El Principio de Hamilton afirma que todo sistema viene caracterizado por una función de estado

L (q1, q2, . . . , qn, q̇1, q̇2, . . . , q̇n, t) ,

el Lagrangiano del sistema (más brevemente, L (q, q̇, t)), tal que el movimiento del sistema cumple:

• En t = t1, t = t2, ocupa posiciones dadas q(1), q(2), respectivamente.

• El sistema se mueve tal que el funcional,

S =

∫ t2

t1

L (q, q̇, t) dt , (2.1)

que llamamos acción, es un extremo para la trayectoria real del sistema, ver figura 2.1.

Por otra parte, L no contiene derivadas superiores a la primera ya que el estado del sistema viene
definido por q y q̇.

Sea δq(t) la variación del camino infinitesimal respecto a la trayectoria real del sistema, tal que
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�
�
�

�
�
�

�
�
�
�

t1

t2

t
δq(t)

q−espacio

q(t1) = q(1)

q(t2) = q(2)

1

Figura 2.1: La trayectoria real de sistema se indica mediante la ĺınea continua. La ĺınea discontinua
indica una trayectoria próxima a la anterior.

δq (t1) = δq (t2) = 0,

δS =

∫ t2

t1

∑
α

{
∂L

∂qα
δqα +

∂L

∂q̇α
δq̇α

}
dt =

∫ t2

t1

∑
α

{
∂L

∂qα
δqα +

∂L

∂q̇α

d

dt
δqα︸ ︷︷ ︸

integración
por partes

}
dt =

=

∫ t2

t1

∑
α

∂L

∂qα
δqαdt+

[∑
α

∂L

∂q̇α
δqα

]t2
t1

−
∫ t2

t1

∑
α

d

dt

∂L

∂q̇α
δqαdt =

=

∫ t2

t1

∑
α

{
d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα

}
δqαdt = 0 .

En la expresión anterior hemos tenido en cuenta que dδqα(t)/dt = δq̇α. Dado que los δqα(t) son
arbitrarios (ligaduras holonómicas),

d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα
= 0

Que son las ecuaciones de Lagrange. Como vemos, relaciona aceleraciones, velocidades y coordenadas.
Son ecuaciones de movimiento.

Estas ecuaciones son de segundo orden y necesitamos 2n constantes arbitrarias, que pueden deter-
minarse conociendo, por ejemplo, los valores iniciales de las coordenadas y sus derivadas.
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Si tenemos dos sistemas A y B, aislados, no interactuantes, no hay relación entre las coordenadas
generalizadas de ambos sistemas. Con lo cual podemos tomar como Lagrangiano del sistema global,

L = LA + LB , (2.2)

que es la propiedad aditiva del Lagrangiano. Al no interactuar entre śı los dos sistemas,

∂LA(B)

∂qB(A)

=
∂LA(B)

∂q̇B(A)

= 0 ,

de este modo se recuperan las ecuaciones de Lagrange para cada sistema independientemente. A la
propiedad aditiva del Lagrangiano se le puede conferir un significado f́ısico sin más que admitiendo que
dado un sistema cerrado compuesto de dos subsistemas A y B que se alejan, en el ĺımite de separación
infinita las interacciones mutuas desaparecen y el Lagrangiano del sistema global ha de tender a (2.2),

ĺımL = LA + LB , (2.3)

fijando a cero en este ĺımite a la posible derivada total respecto del tiempo que se puede añadir a (2.2).

El Lagrangiano de un sistema está indeterminado por la adición de la derivada total respecto al
tiempo de una función de punto f(q, t):

L′(q̇, q, t) = L(q̇, q, t) +
df(q, t)

dt
.

Los Lagrangianos L′ y L, conducen a las mismas ecuaciones de movimiento. A partir de la acción:

S ′ =

∫ t2

t1

dtL′(q, q̇, t) =

∫ t2

t1

dtL(q, q̇, t) +

∫ t2

t1

dt
df(q, t)

dt

= S + f(q(2), t2)− f(q(1), t1) .

Si δS = 0 ⇒ δS ′ = 0 para la misma trayectoria extremal.

2.2. Principio de Relatividad de Galileo

Un sistema de referencia inercial es aquel en el que una part́ıcula libre (que no interactúe con ningún
otro sistema, y que esté infinitamente lejana de cualquier otra part́ıcula) mantiene un movimiento libre
uniforme.

Dado un sistema de referencia inercial, hay infinitos sistemas de referencia inerciales que se mueven
a velocidad relativa ~V entre śı (en ellos se sigue cumpliendo la ley de inercia).

Una transformación de Galileo, viene dada por las expresiones,

~r ′ = ~r + ~V t ,

t ′ = t .
(2.4)
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El principio de relatividad de Galileo afirma que las leyes de la mecánica son invariantes bajo una
transformación de Galileo. Es decir, debemos obtener las mismas ecuaciones de movimiento, como
relaciones funcionales entre coordenadas, velocidades y aceleraciones, utilizando tanto L(~v, ~r, t) como
L(~v ′, ~r ′, t), donde el segundo Lagrangiano se obtiene sustituyendo en L directamente las variables
originales por las transformadas.1 Por lo tanto, L(~v, ~r, t) y L(~v ′(~v), ~r ′(~r), t) difieren como mucho en
una derivada total respecto del tiempo de una función de punto. Como consecuencia, si ~r(t) es una

solución de las ecuaciones de movimiento entonces ~r ′(t) = ~r(t) + ~V t es una nueva solución de las
ecuaciones de movimiento.

En los sistemas de referencia inerciales el espacio es homogéneo (no depende de punto) e isótropo
(todas las direcciones son equivalentes). Además, el tiempo es homogéneo. Si eso no fuese aśı, una
part́ıcula no mantendŕıa su estado de movimiento estacionario, y por lo demás arbitrario, de forma
indefinida.

2.3. Lagrangiano de una part́ıcula libre

En un sistema de referencia inercial, L no puede depender de punto (~r) ni de t. Tampoco puede
depender de ~v, ya que el espacio es isótropo (p.e. términos como ~v ·~n, con ~n dado, quedan excluidos ya
que no hay tal ~n, no hay direcciones privilegiadas). Por tanto, L = L(v2). Hagamos una transformación
de Galileo infinitesimal:

~r ′ = ~r + ~ε t ,

t ′ = t .

L(v′2) = L(v2 + 2~ε~v + ~ε 2) =

= L(v2) +
∂L

∂v2
2~v~ε+O(ε2) =

= L(v2) +
dF

dt
.

Aśı tenemos,

∂L

∂v2
2~v~ε =

dF (~r, t)

dt
=
∂F

∂~r
~̇r +

∂F

∂t
.

Dado que ~v es arbitraria y ∂F/∂t es independiente de ~v, se sigue que,

∂L

∂v2
2~ε− ∂F

∂~r
= 0 ,

∂F (~r, t)

∂t
= 0 , (2.5)

1En un sistema cerrado, dada una transformación genérica de las coordenadas q′
α = q′

α(qβ , t), el Lagrangiano
en las nuevas coordenadas viene dado por L′(q̇′, q′, t) = L(q̇(q̇′, q′, t), q(q′, t), t), puesto que L es un escalar. Di-

cha transformación será una simetŕıa si L′(q̇′, q′, t) = L(q̇′, q′, t) +
df(q′, t)
dt

. Es decir, el Lagrangiano transformado
es el Lagrangiano original sustituyendo directamente las variables originales por las nuevas coordenadas, salvo,
posiblemente, la adición de una derivada total respecto del tiempo de una función de punto.
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y no hay dependencia temporal expĺıcita, aśı que F = F (~r). Tomemos ~ε = (εx, 0, 0),

∂L

∂v2
2vxεx =

∂F

∂x
vx +

∂F

∂y
vy +

∂F

∂z
vz .

Como en la última ecuación el término de la derecha sólo depende de posiciones y el de la izquierda
sólo depende de velocidad, se sigue que:

∂L(v2)

∂v2
= a = constante.

Luego:

L = av2

Obtenemos por tanto la ley de inercia:

d

dt

∂L

∂~v
=
∂L

∂~x
= 0 ,

2a~̇v = 0 ⇒ ~v =
−−−→
const.

Comprobamos a continuación la invariancia de las ecuaciones de movimiento bajo una transformación
de Galileo finita (tengamos en cuenta que una transformación de Galileo finita se puede obtener a partir
de la aplicación sucesiva de transformaciones de Galileo infinitesimales):

L(v′2) = av′2 = a(~v + ~V )2 = av2 + aV 2 + 2a~v~V

= av2 +
d

dt
(aV 2t) + 2a

d

dt
(~r~V )

= av2 +
d

dt
(aV 2t+ 2a~r~V ) . (2.6)

Haciendo a = m/2, tenemos que L = 1
2
mv2 (m es la masa de la part́ıcula). Si se impone que la acción

a lo largo de la trayectoria real no sólo corresponda con un extremo sino que sea ḿınima, se llega a
que m debe ser positiva puesto que v2 es positivo.2

El Lagrangiano para un sistema de part́ıculas no interactuantes, en virtud de la aditividad de los
Lagrangianos, lo podemos tomar como: ∑

a

1

2
mav

2
a . (2.7)

Es de destacar que dado que las ecuaciones de movimiento quedan invariantes si se multiplica el
Lagrangiano por una constante arbitraria no nula, el concepto de masa sólo adquiere significado real
a partir de la propiedad aditiva del Lagrangiano (2.3). Aśı, los cocientes entre las masas presentes
en (2.7), que tienen significado f́ısico independientemente de la unidad de masa adoptada, quedan
invariantes bajo la transformación anterior.

2Si m fuese negativa no habŕıa mı́nimo.
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2.4. Lagrangiano de un sistema de part́ıculas

Consideremos primero un sistema cerrado, donde las part́ıculas interactúan entre śı pero no con
otras ajenas al sistema. No hay dependencia temporal expĺıcita y describimos las interacciones entre
las part́ıculas añadiendo una cierta función de las coordenadas al Lagrangiano libre (2.7),

L =
∑
i

1

2
mi~vi

2

︸ ︷︷ ︸
Enerǵıa cinética

−V (~r1, ~r2, . . . , ~rN)︸ ︷︷ ︸
Enerǵıa potencial

. (2.8)

El que V sólo depende de punto hace que cualquier variación en una de las coordenadas repercuta en
el movimiento del resto de las part́ıculas instantáneamente. Es decir, hay una propagación instantánea
de las interacciones. De hecho, si éstas se propagasen a velocidad finita dependeŕıa del sistema de
referencia inercial en contra del principio de Galileo. Notemos que para que el Lagrangiano anterior sea
invariante bajo una transformación de Galileo se requiere que V sea función de las posiciones relativas
entre las particulas, ~rij = ~ri − ~rj con i, j = 1, . . . , N .

El Lagrangiano anterior vemos que también es invariante por los cambios: t → t + t′ y t → −t
(reversibilidad de los movimientos de un sistema cerrado en mecánica clásica).

Las leyes de Newton se obtienen a partir del Lagrangiano anterior:

d

dt

∂L

∂~vi
− ∂L

∂~ri
= 0 ,

mi
d~vi
dt

= −∂V
∂~ri

= ~Fi .

(2.9)

Por otra parte, si la transformación de coordenadas cartesianas a generalizadas no depende expĺıcita-
mente del tiempo, sabemos a partir de (1.65) que:

L =
1

2

∑
α,β

Mαβ(q)q̇αq̇β − V (q) . (2.10)

Cuando una part́ıcula interactúa con un campo externo, V depende del tiempo. Consideremos ahora
un sistema A no cerrado, en interacción con otro sistema B, que realiza en el tiempo un movimiento
conocido qB(t). A partir de (2.2) tenemos que:

L = TA(qA, q̇A) + TB(qB(t), q̇(t)B)− U(qA, qB(t))

LA = TA(qA, q̇A)− U(qA, qB(t))

Ya que TB(qB(t), q̇B(t)) es una función conocida de tiempo que se puede poner como la derivada total
de su integral. Esto no ocurre para la enerǵıa potencial debido a su dependencia en qA.

2.5. Teorema de Noether

Sea la transformación en el espacio de configuración:

qα −→ q′α = (h(εi)q)α . (2.11)
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Donde h(εi) es un operador M
h−→M (M espacio de configuración), que depende continuamente de

p parámetros εi ∈ R, i = 1, 2, . . . , p. Decimos que h es una simetŕıa si deja invariante las ecuaciones
de movimiento. Consideramos a continuación transformaciones infinitesimales, y mantenemos hasta
primer orden en los parámetros εi ≡ dεi. Tomamos el convenio de que para εi = 0 la transformación
es la identidad y designamos por δL = L(q′, q̇′, t)− L(q, q̇, t).

Casos:

1. δL = 0 .

(h(εi)q)α = qα +

δqα︷ ︸︸ ︷∑
i

(
∂h

∂εi
q

)
α

dεi .

δL =
∑
α,i

[
∂L

∂qα

(
∂h

∂εi
q

)
α

+
∂L

∂q̇α

(
∂h

∂εi
q̇

)
α

]
dεi

=
∑
α,i

[
d

dt

∂L

∂q̇α

(
∂h

∂εi

)
α

+
∂L

∂q̇α

d

dt

(
∂h

∂εi
q

)
α

]
dεi

=
∑
α,i

d

dt

[
∂L

∂q̇α

(
∂h

∂εi
q

)
α

]
dεi = 0 .

∑
α

∂L

∂q̇α

(
∂h

∂εi
q

)
α

=
i = 1, 2, . . . , p ctes.

de movimiento
(2.12)

2. δL =
d δF

dt
, δF = Fi dεi .

Es claro, por el anterior desarrollo, que:

δL =
d δF

dt
⇒ d

dt

[∑
α

∂L

∂q̇α

(
∂h

∂εi
q

)
α

]
dεi =

dFi
dt
dεi

Luego la constante de movimiento será:

∑
α

∂L

∂q̇α

(
∂h

∂εi
q

)
α

− Fi , i = 1, 2, . . . , p

En general dado un sistema mecánico con n grados de libertad, éste contiene 2n constantes de inte-
gración y, por tanto, tendremos 2n constantes de movimiento. En un sistema cerrado siempre podemos
reescribir dichas constantes de movimiento tal que una de ellas sea simplemente un cambio de origen
en el tiempo:

qi = qi(t, c
′
1, c

′
2, . . . , c

′
2n) −→ qi = qi(t+ t0, c1, c2, . . . , c2n−1)
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con t0 = t0(c
′) y ci = ci(c

′). De este modo, realmente tendremos 2n− 1 constantes de movimiento no
triviales.

Ejemplo.- El movimiento parabólico:

x = x0 + ẋ0t+
1

2
gt2 =

= x0 + ẋ0(t+ t0 − t0) +
1

2
g(t+ t0 − t0)

2 =

= x0 + ẋ0(t+ t0)− ẋ0t0 +
1

2
g(t+ t0)

2 +
1

2
gt20 − gt0(t+ t0) =

= x0 − ẋ0t0 +
1

2
gt20 + (ẋ0 − gt0)(t+ t0) +

1

2
g(t+ t0)

2

Aparentemente tenemos más constantes de integración, sin embargo hay que recordar que t0 es
arbitrario y puedo ser empleado en lugar de una de las constantes de integración. Por ejemplo podemos
elegir:

1. t0 =
ẋ0

g

En este caso tenemos:

x0 −
ẋ2

0

g
+

1

2
g

(
ẋ0

g

)2

+
1

2
g

(
t+

ẋ0

g

)2

=

= x0 −
ẋ2

0

g
+

1

2

ẋ2
0

g
+

1

2
g

(
t+

ẋ0

g

)2

= x0 − gt20 +
1

2
g2t20 +

1

2
g(t+ t0)

2 .

2. O también, x0 − ẋ0t0 + 1
2
gt20 = C, siendo C una constante, en función de la cual expresar t0.

De especial interés son aquellas magnitudes conservadas que son aditivas (su valor es la suma de los
valores en los subsistemas cuando éstos no interactúan). Aśı, si cada uno de estos sistemas o cuerpos
interactúan durante un cierto intervalo de tiempo, podemos inferir conclusiones sobre el estado de los
sistemas durante y después de la interacción, ya que dichas magnitudes conservan durante el tiempo
su valor inicial, cuando los sistemas no interactuaban.

2.6. Teorema de conservación de la Enerǵıa

Resulta de la homogeneidad del tiempo en un sistema cerrado. El Lagrangiano no depende expĺıci-
tamente de t:

∂L

∂t
= 0 .

Luego:

dL

dt
=
∑
α

∂L

∂q̇α
q̈α +

∑
α

∂L

∂qα
q̇α =

∑
α

∂L

∂q̇α
q̈α +

∑
α

d

dt

∂L

∂q̇α
q̇α =

d

dt

(∑
α

∂L

∂q̇α
q̇α

)
.
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De aqúı se sigue que:

d

dt

(∑
α

∂L

∂q̇α
q̇α − L

)
= 0 .

A la cantidad: ∑
α

∂L

∂q̇α
q̇α − L = E = cte, (2.13)

le llamamos enerǵıa del sistema.
La enerǵıa también se conserva para sistemas sometidos a la acción de fuerzas externas que no

dependan expĺıcitamente del tiempo (es la única propiedad verdaderamente utilizada en la derivación
anterior).

Los sistemas mecánicos cuya enerǵıa se conserva se llaman conservativos. Veamos que nuestra
definición anterior de enerǵıa coincide con la que teńıamos antes, E = T + V , ver (1.35).

L = T (q, q̇)− V (q) ,

E =
∑
α

∂L

∂q̇α
q̇α − L =

∑
α

∂T

∂q̇α
q̇α − T + V = 2T − T + V = T + V .

Ya que:

T =
1

2

∑
α,β

Mαβ q̇αq̇β ,

∑
α

∂T

∂q̇α
q̇α =

∑
α,β

Mαβ q̇αq̇β = 2T ,

ilustración del teorema de Euler de las funciones homogéneas. En este caso, T es una función homogénea
de las velocidades generalizadas de grado 2.

En coordenadas cartesianas:

E =
∑
i

1

2
miv

2
i + V (~r1, ~r2, . . . , ~rN) .

2.7. Ímpetu

De la homogeneidad del espacio se sigue que el Lagrangiano de un sistema cerrado es invariante
bajo un desplazamiento global ~ε de todo el sistema. Esto es:

~ri
′ = ~ri + ~ε .
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Hasta primer orden en ~ε,

δL = 0 =
∑
i

∂L

∂~ri
δ~ri = ~ε

∑
i

∂L

∂~ri
= ~ε

∑
i

d

dt

∂L

∂~̇ri
= 0

Dado que ~ε es arbitrario, se sigue que,∑
i

∂L

∂~̇ri
=
−→
cte. = ~p . (2.14)

En el caso de part́ıculas que no interactúan:

L =
∑
i

1

2
miv

2
i −→ ~p =

∑
i

mi~vi .

La forma de ~p es independiente de si el sistema es libre o interactuante para Lagrangianos del tipo
(2.8). Puede ser que incluso ante la presencia de un campo de fuerzas exterior alguna o algunas de
las componentes del momento lineal total se conserven, son aquellas asociadas a desplazamientos a lo
largo de direcciones bajo las cuales los campos externos son invariantes.

En coordenadas generalizadas llamamos a

pα =
∂L

∂q̇α
(2.15)

ı́mpetus generalizados, y las derivadas del Lagrangiano con respecto a las coordenadas generalizadas:

Qα =
∂L

∂qα
, (2.16)

se denominan fuerzas generalizadas. De esta forma las ecuaciones de Lagrange pueden expresarse como:

ṗα = Qα . (2.17)

Es interesante observar que a partir de (2.14), y aplicando las ecuaciones de Lagrangre, tenemos:∑
i

~Fi = −
∑
i

∂V

∂~ri
=
∑
i

d

dt

∂L

∂~̇ri
= 0 (2.18)

Es decir que la suma de las fuerzas que actúan sobre todas las part́ıculas en un sistema cerrado es nula.
Particularizando (2.18) al caso de dos part́ıculas, obtenemos la ley de acción y reacción (tercera ley de
Newton).

Si descomponemos el movimiento en una parte relativa al centro de masas y otra propia de éste,
tenemos:

~v = ~v ′ + ~V
~P =

∑
i

mi~v
′ +
∑
i

mi
~V =

∑
i

mi
~V ,

luego,

~V =
~P∑
imi

=

∑
imi~vi∑
imi

. (2.19)
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2.8. Momento angular

La conservación del momento angular o cinético se infiere de la isotroṕıa del espacio, que hace que
para un sistema cerrado el Lagrangiano del mismo sea invariante bajo una rotación alrededor de un eje
dado ya que no hay direcciones privilegiadas. Considerando una rotación infinitesimal de ángulo δφ y
eje de giro n̂, tenemos el siguiente cambio en las coordenadas y velocidades de las part́ıculas a primer
orden en δφ,

δ~ri = δ~φ× ~ri , δ~vi = δ~φ× ~vi , (2.20)

donde δ~φ = n̂δφ. Además tenemos que:

δL = 0 =
∑
i

(
∂L

∂~ri
δ~ri +

∂L

∂~vi
δ~vi

)
=
∑
i

(
~̇piδ~ri + ~piδ~vi

)
=
∑
i

[
~̇pi

(
δ~φ× ~ri

)
+ ~pi

(
δ~φ× ~vi

)]
= δ~φ

∑
i

(
~ri × ~̇pi + ~vi × ~pi

)
= 0 .

Es decir:

d

dt

(∑
i

~ri × ~p

)
= 0 ⇒ ~L =

∑
i

~ri × ~pi =
−→
cte. (2.21)

Que es la ley de conservación del momento angular o cinético, para sistemas cerrados. Aunque el
sistema no esté aislado, siempre que las fuerzas externas al sistema sean simétricas respecto a una
cierta dirección, los desarrollos anteriores conducen a que la componente del momento angular a lo
largo de dicha dirección se conserva. Téngase en cuenta que las manipulaciones llevadas a cabo en ésta
y en la sección anterior, una vez empleadas las ecuaciones de movimiento de Lagrange en coordenadas
cartesianas, sólo son válidas ante la ausencia de ligaduras. No obstante, ante la presencia de ligaduras
holonómicas para sistemas cerrados siempre es posible definir un momento lineal y angular invariante
empleando el formalismo del teorema de Noether (2.12) y aplicándolo a traslaciones y rotaciones,
respectivamente, si las ligaduras son a su vez invariantes, en orden, bajo traslaciones y rotaciones.

2.9. Transformaciones de escala

La multiplicación por una constante de la función de Lagrange no afecta a las ecuaciones de movi-
miento y esto, a su vez, da lugar a importantes consecuencias.

Sea V una función homogénea de las coordenadas de grado k, y α una constante cualquiera:

V (α~r1, . . . , α~rN) = αkV (~r1, . . . , ~rN) . (2.22)

Una transformación de escala vendrá dada por:

~ri −→ α~ri = ~ri
′

t −→ βt = t ′
(2.23)

33
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Por tanto:

~vi =
d~ri
dt
−→ ~vi

′ =
d~ri

′

dt′
=
α

β
~vi ⇒ T ′ −→ α2

β2
T (2.24)

L(~r ′, ~v ′) = T ′ − V ′ ⇒ α2

β2
T − αkV = αkL , (2.25)

si y sólo si:

α2

β2
= αk ⇒ β = α1−k/2 , (2.26)

y entonces la transformación de escala es una simetŕıa.
El cambio en las coordenadas por un factor de escala da lugar a trayectorias geométricamente

equivalentes. Aśı pues, si la enerǵıa potencial es una función homogénea de las coordenadas, dada una
solución a las ecuaciones de movimiento, dichas ecuaciones de movimiento admiten otras (infinitas)
geométricamente equivalentes. De (2.26) los tiempos del movimiento entre puntos correspondientes de
las trayectorias estarán en la relación:

t ′/t = (l ′/l)
1−k/2

, (2.27)

siendo l′/l el cociente entre las dimensiones lineales de las dos trayectorias.
Igual que los tiempos, las relaciones para las velocidades, las enerǵıa y los momentos angulares serán:

v ′/v = (l ′/l)
k/2

, E ′/E = (l ′/l)
k
, L ′/L = (l ′/l)

1+k/2
. (2.28)

Analicemos algunos ejemplos.

• Pequeñas oscilaciones, k = 2.

t ′/t = 1

El peŕıodo no depende de las oscilaciones.

• Campo de fuerzas homogéneo, ~F =
−→
cte., V = −~F~r, k = 1.

t ′/t =
√
l ′/l ,

Los cuadrados de los tiempos de cáıda de un cuerpo en el campo de gravedad terrestre dependen,
en proporción directa, de la altura inicial de cáıda de dichos cuerpos.

• Campo Newtoniano o Coulombiano, k = −1.

t ′/t = (l ′/l)
3/2

.

El cuadrado del peŕıodo de revolución es proporcional a los cubos de las dimensiones lineales de
las órbitas (tercera ley de Kepler).
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Teorema del virial

Si el movimiento del sistema tiene lugar en una región limitada del espacio, hay una relación entre
la enerǵıa cinética y la potencial cuando la última es una función homogénea de las coordenadas. A
esta relación se le llama teorema del virial.

En un sistema cerrado, hemos visto que T es un función homogénea cuadrática de las velocidades:

2T =
∑
i

~vi
∂T

∂~vi
=
∑
i

~vi~pi =
d

dt

(∑
i

~pi~ri

)
−
∑
i

~ri~̇pi . (2.29)

El valor medio de una función cualquiera del tiempo f(t) se define como:

f = ĺım
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

f(t)dt .

Si f =
dF

dt
, y F (t) no toma valores infinitos:

f = ĺım
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

dF

dt
dt = ĺım

τ→∞

F (τ)− F (0)

τ
= 0 .

Apliquemos este resultado para calcular el valor medio en el tiempo de (2.29). Suponiendo que el
movimiento está acotado y las velocidades son finitas, el término

∑
i ~pi~ri es finito, y, por tanto, el valor

medio del primer sumando de (2.29) se anula. De este resultado y sustituyendo ~̇pi por −∂V
∂~ri

en (2.29)

tenemos:3

2T =
∑
i

~ri
∂V

∂~ri
= kV

ya que al ser V una función de homogénea de grado k, tenemos:∑
i

~ri
∂V

∂~ri
= kV . (2.30)

Por lo tanto,

E = E = T + V =
k

2
V + V =

(
1 +

k

2

)
V . (2.31)

Se sigue pues:

V =
2

k + 2
E ,

T =
k

k + 2
E .

(2.32)

Algunos ejemplos:

3Por tanto, suponemos a partir de este paso la ausencia de ligaduras.
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• Pequeñas oscilaciones, k = 2,

T = V = E/2 .

• Interacción Newtoniana o Coulombiana, k = −1,

E = −T .

2.10. El problema de tres cuerpos: solución de Lagrange

El problema de tres cuerpos se puede resolver de forma elemental y cerrada si se supone que el
triángulo formado por los tres cuerpos celestes siempre permanece semejante a śı mismo.

Mostraremos en este caso que:

1. El plano que incluye los tres puntos masivos queda fijo en el espacio.

2. La resultante de las fuerzas Newtonianas sobre cada uno de los tres puntos pasa a través de su
centro de masa común.

3. El triángulo formado por ellos es equilátero.

4. Los tres cuerpos describen cónicas semejantes unas a las otras con el centro de masa común en
uno de los focos.

Sin pérdida de generalidad tomamos el centro de masa (CM), O, en reposo. Sea S el plano que pasa
a través de los tres puntos P1, P2 y P3 (masas m1, m2 y m3, respectivamente) y, por tanto, también
incluye el CM, O. El plano S rota alrededor de O, que es fijo. Esta rotación tendrá, en general, una
componente a lo largo de la normal a S a través de O.

Consideremos un sistema de referencia fijo en S desde el que observamos el movimiento de los
puntos Pk, k = 1, 2, 3. El sistema O fijo en S es no inercial, ya que respecto al espacio rota con una
velocidad angular ~ω. Si llamamos ~vk a la velocidad observada en S desde O y ~wk a aquella observada
por el observador inercial, tenemos:

~wk = ~vk + ~ω × ~rk , (2.33)

ya que durante el intervalo dt el sistema S rota respecto del sistema inercial. Del mismo modo en un
intervalo de tiempo dt tendremos,

d~wk = d~vk + ~ω × ~vk dt+ d(~ω × ~rk) + ~ω × (~ω × ~rk) dt , (2.34)

donde el segundo y cuarto sumandos tienen en cuenta la variación en los vectores ~vk y ~rk, referidos al
sistema de referencia en S, debido a la rotación del mismo. Con ello, la aceleración desde el sistema
de referencia inercial en función de las observaciones del sistema de referencia no inercial en S viene
dada por,

d~wk
dt

=
d~vk
dt

+
d~ω

dt
× ~rk + 2~ω × ~vk + ~ω × (~ω × ~vk) =

~Fk
mk

, (2.35)
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donde en la última igualdad hemos aplicado la segunda ley de Newton, válida en el sistema de referencia
inercial, con ~Fk la resultante de las fuerzas Newtonianas sobre la part́ıcula k. Por otra parte,

~ω × (~ω × ~rk) = ~ω (~ω · ~rk)− ~rk (~ω · ~ω) = ~ω (~ω · ~rk)− ω2~rk . (2.36)

Luego:

~Fk
mk

=
d~vk
dt

+ ~̇ω × ~rk + 2~ω × ~vk + ~ω (~ω · ~rk)− ω2~rk . (2.37)

Por ejemplo:

~F1

m1

=
Gm2

|~r1 − ~r2|2
~r2 − ~r1
|~r2 − ~r1|

+
Gm3

|~r3 − ~r1|2
~r3 − ~r1
|~r3 − ~r1|

. (2.38)

Fijamos el sistema de coordenadas cartesianas en S, con origen en O, con los ejes x e y arbitrariamente
orientados en el plano S. En O, el eje z es perpendicular a S. La componente ω3 queda determinada

tal que la dirección de uno de los vectores
−→
OP k esté fijada en S. Como hemos supuesto que el triángulo

P̂1P2P3 se ha de mantener semejante ello implica que la dirección de cualquiera de los otros dos vectores−→
OP k tiene también dirección fija en S. Podemos entonces escribir:

~rk = λ(t) (ak, bk, 0) , (2.39)

en S, y donde ak, bk son las coordenadas iniciales de Pk en algún tiempo dado. El factor λ(t) determina
el cambio en las longitudes de los vectores,

~vk = ˙λ(t)(ak, bk, 0) ,

dvk
dt

= λ̈(ak, bk, 0) .
(2.40)

En S, ~Fk tiene una componente z nula, y componentes x e y inversamente proporcionales a λ2. En
forma abreviada:

Fk
mk

=
1

λ(t)2
(Lk,Mk, 0) . (2.41)

La componente z de las ecuaciones de movimiento (2.35) viene dada por:

2λ̇ (ω1bk − ω2ak) + λω3 (akω1 + bkω2) + λ (ω̇1bk − ω̇2ak) = 0 ,(
−2λ̇ω2 + λω3ω1 − λω̇2

)
︸ ︷︷ ︸

f(t)

ak +
(
2λ̇ω1 + λω3ω2 + λω̇1

)
︸ ︷︷ ︸

g(t)

bk = 0 , (2.42)

donde f y g no dependen de ak y bk. La expresión anterior se puede reescribir como,

f(t)

g(t)
= − bk

ak
. (2.43)
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Sin embargo, puesto que los puntos son no colineales se sigue que f = g = 0, puesto que de lo
contrario la pendiente seŕıa la misma para las rectas que unen los puntos materiales con O y seŕıan por
tanto colineales. De este modo,

2λ̇ω1 = −λ(ω3ω2 + ω̇1) ,

2λ̇ω2 = λ(ω3ω1 − ω̇2) .
(2.44)

Multiplicando por ω1 y ω2, y luego sumando:

2λ̇(ω2
1 + ω2

2) = −λ(ω̇1ω1 + ω̇2ω2) ,

2
λ̇

λ
= − ω̇1ω1 + ω̇2ω2

ω2
1 + ω2

2

.
(2.45)

Con lo que obtenemos, resolviendo la ecuación diferencial anterior:

2 log λ = −1

2
log(ω2

1 + ω2
2) +B ,

C

λ4
= ω2

1 + ω2
2 .

(2.46)

Analicemos a continuación las componentes x, y de las ecuaciones de movimiento (2.35):

λ̈ak − 2ω3λ̇bk − ω̇3λbk + ω1λ(ω1ak + ω2bk)

− λak(ω
2
1 + ω2

2 + ω2
3) =

Lk
λ2

,

λ̈bk + 2ω3λ̇ak + ω̇3λak + ω2λ(ω1ak + ω2bk)−

− λbk(ω
2
1 + ω2

2 + ω2
3) =

Mk

λ2
.

Agrupando factores: {
λ̈− λ(ω2

2 + ω2
3)
}
ak −

{
2ω3λ̇+ λ(ω̇3 − ω1ω2)

}
bk =

Lk
λ2

,{
2ω3λ̇+ λ(ω1ω2 + ω̇3)

}
ak +

{
λ̈− λ(ω2

1 + ω2
3)
}
bk =

Mk

λ2
,

(2.47)

con k = 1, 2, 3. Aśı los {...} satisfacen tres ecuaciones lineales con coeficientes constantes y por tanto
deben ser constantes (si el determinante se anulase los vectores seŕıan colineales). Se sigue entonces
que la diferencia del primer y cuarto paréntesis y del segundo y tercero, serán constantes divididas por
λ2.

ω2
1 − ω2

2 =
A

λ3
, 2ω1ω2 =

B

λ3
, (2.48)

o equivalentemente,

(ω1 ± iω2)
2 =

A± iB

λ3
. (2.49)
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El módulo al cuadrado viene dado por,

ω2
1 + ω2

2 =
√
A2 +B2/λ3, D =

√
A2 +B2 . (2.50)

Comparando esto con (2.46) tenemos,

λ =
C

D
= cte. (2.51)

A no ser que tanto C como D se anulen.4 De acuerdo con (2.48), λ = cte. haŕıa que ω1 y ω2 fueran
constantes, luego a partir de (2.44), ω3 tendŕıa que ser cero o bien ω1 = ω2 = 0. Si ω3 = 0, y
como ω2 es constante en cualquier caso, por una elección adecuada de coordenadas x, y podŕıamos
incluso hacer ω2 = 0. Pero entonces, de (2.47), obtendŕıamos que Lk = 0. En ese caso los tres puntos
seŕıan colineales, en contradicción con nuestra hipótesis. Por lo tanto sólo queda la posibilidad de que
ω1 = ω2 = 0 y aśı C = D = 0. Esto prueba nuestra primera afirmación: el plano S gira según ω3 (eje
normal a śı mismo) y se mantiene fijo en el espacio.

Como los puntos respecto de S sólo se contraen o dilatan, no contribuye este movimiento a la
velocidad areolar, es decir, al módulo de la tercera componente del momento angular del movimiento
de los tres puntos respecto de O según el sistema de referencia inercial. Aśı, sólo hay contribución
debido al movimiento de rotación de S a la tercera componente del momento angular que se conserva
al ser un sistema cerrado:

cte. = ω3

∑
k

mk|~rk|2 = ω3λ
2
∑
k

mk(a
2
k + b2k) .

Entonces podemos escribir:

λ2ω3 = γ, γ =cte. (2.52)

De lo que sigue:

2λ̇λω3 + λ2ω̇3 = 0 . (2.53)

De este resultado, y recordando que ω1 = ω2 = 0, las ecuaciones (2.47) se simplifican notablemente,

λ2λ̈− γ2

λ
=
Lk
ak

=
Mk

bk
. (2.54)

En particular,
L1

a1

=
M1

b1
, por lo que para F1 tenemos:

|~r1 × ~F1| =
m1

λ
|a1M1 − b1L1| = 0 . (2.55)

Notemos que ~r1 × ~F1 sólo puede tener componente perpendicular al plano S. Aśı que ~F1 pasa por el
centro de masa O. Lo mismo ocurre para ~F2 y ~F3. Esta es nuestra segunda afirmación: la resultante
de las fuerzas que actúan sobre Pk pasa por el centro de masa de las part́ıculas mk.

4De (2.46) y (2.50) está claro que si una de las dos constantes C o D es cero, entonces la otra constante también
se anula.
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Calculando expĺıcitamente el momento de ~F1 respecto de O, teniendo en cuenta (2.38), tenemos:

~r1 × ~F1

m1G
= m2

~r1 × ~r2
|~r2 − ~r1|3

+m3
~r1 × ~r3
|~r3 − ~r1|3

= 0 . (2.56)

Por definición del centro de masa, y puesto que el origen coincide con éste,

m1~r1 +m2~r2 +m3~r3 = 0 . (2.57)

Por lo tanto:

m2~r1 × ~r2 +m3~r1 × ~r3 = −m1~r1 × ~r1 = 0 .

Aśı que:

~r1 × ~F1

m1G
= m2~r1 × ~r2

(
1

|~r1 − ~r2|2
− 1

|~r3 − ~r1|2

)
= 0 , (2.58)

luego,

|~r1 − ~r2| = |~r3 − ~r1| . (2.59)

Análogamente para |~r3 − ~r2| = |~r1 − ~r2|, etc. Luego hemos demostrado nuestra tercera afirmación: el
triángulo formado por los tres puntos materiales es equilátero.

Los cocientes Lk

ak
y Mk

bk
, de (2.54) pueden ser cada uno de ellos determinados. Para este fin, sea

λ(t)s el lado del triángulo, donde s:

s2 = (a2 − a1)
2 + (b2 − b1)

2 = (a3 − a2)
2 + (b3 − a2)

2 = · · · (2.60)

De acuerdo con (2.38) y (2.41):

L1

λ2
=
Gm2

λ2s2

λ(a2 − a1)

λs
+
Gm3

λ2s2

λ(a3 − a1)

λs
,

L1

a1

=
G

s3a
{m2(a2 − a1) +m3(a3 − a1)} =

=
G

s3a1

{−m1a1 −m2a1 −m3a1} =

=
G

s3
{−m1 −m2 −m3} .

(2.61)

Análogos resultados se siguen para el resto de Lk

ak
y también para Mk

bk
. Sustituyendo en (2.54), tenemos:

λ2λ̈− γ2

λ
= −G

s3
(m1 +m2 +m3) = −G

s3
M . (2.62)

Donde M =
∑3

i=1mi. Esta ecuación describe la variación de λ con el tiempo y con ello el ritmo con
el que el triángulo en S se contrae o dilata.
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Hay una forma más simple de determinar la forma de las trayectorias. Para ello, abandonamos el
sistema de referencia no inercial S y observamos el movimiento desde un sistema de referencia inercial
S ′, que coincide con S pero fijo en el espacio (no rota). Entonces:

|Fk| =
mk

λ2

(
L2
k +M2

k

)1/2
=
mk

λ2

{
a2
k

G2

s6
M2 + b2k

G2

s6
M2

}1/2

=
Gmk

λ2s3
M
{
a2
k + b2k

}1/2
=
Gmk

λ2s3
M
{
a2
k + b2k

}1/2
.

(2.63)

La única cantidad que vaŕıa con el tiempo en el miembro derecho es λ2, que con (2.39), puede ser
expresada en términos de |~rk|:

λ2 =
|~rk|2

a2
k + b2k

. (2.64)

Llevando (2.64) a (2.63) y haciendo m′
k = mk

(a2
k + b2k)

3/2

s3
,

|Fk| =
Gm′

kM
|~rk|2

. (2.65)

Recordemos que las fuerzas están en el vector
−→
OP k apuntando al centro de masas. Aśı, como en el

problema de dos cuerpos, cada una de los puntos Pk describe una cónica con un foco en O.
Ahora debemos ver si estas cónicas son similares entre śı. Para ello sea el instante de tiempo tal que

λ = λextr, donde la distancia de mk, para todo k, a O alcanza su máximo, dado por,

λextr(a
2
k + b2k)

1/2 . (2.66)

En este instante la velocidad radial en S es cero, y en S ′ es ~ω × ~rk, con ~rk dado por (2.39). El factor
(ak + bk)

1/2, en esta distancia máxima, es una medida de la semejanza, no sólo de las velocidades
iniciales y distancias iniciales desde el CM común, sino del tamaño de las tres cónicas resultantes de

estas condiciones iniciales. Las posiciones de las cónicas se distinguen por los ángulos que los
−→
OP k

forma entre śı. Con esto hemos probado la cuarta afirmación. Si las masas son iguales m1 = m2 = m3,
el CM coincide con la intersección de las medianas y las cónicas están desplazadas una respecto a la
otra 120o.

2.11. El principio de la ligadura mı́nima de Gauss

Gauss inventó el método de los ḿınimos cuadrados. Estableció el principio de la ligadura ḿınima en
mecánica clásica, diciendo:

“Es remarcable que la Naturaleza modifique los movimientos libres incompatibles con
las ligaduras del mismo modo que el matemático utiliza los ḿınimos cuadrados para poner
de acuerdo resultados que están basados en cantidades conectadas entre śı por relaciones
de necesidad.”
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Construimos este “ḿınimo cuadrado” de desviación respecto al “movimiento libre” (aquel donde las
ligaduras no actúan):

Z =
3N∑
k=1

mk

(
ẍk −

Xk

mk

)2

=
3N∑
k=1

1

mk

(mkẍk −Xk)
2 . (2.67)

Con la notación, por ejemplo para la part́ıcula 1:

m1 = m2 = m3 = m, ~r1 = (x1, x2, x3), ~F
(a)
1 = (X1, X2, X3) , (2.68)

y aśı sucesivamente, en saltos de 3, para el resto de part́ıculas. Además, ~F
(a)
i son las fuerzas aplicadas

y mkẍk − Xk es la fuerza perdida (la parte de Xk que no se aprovecha para producir movimiento).
Hagamos:

δZ = 0 , (2.69)

con las condiciones:5

(a) δxk = δẋk = 0

(b) Ligaduras holonómicas:

fI(x1, x2, . . . , x3N , t) = 0 , I = 1, . . . , K ,

δfI = 0,
∑
k

∂fI
∂xk

δxk = 0 .

(c) O de forma más general, ligaduras AIkδxk = 0, AIk = AIk(x, t) .

Diferenciamos dos veces respecto del tiempo en (b),

d2fI
dt2

=
∑
k,l

∂2fI
∂xk∂xl

ẋkẋl + 2
∑
k

∂2fI
∂t∂xk

ẋk +
∂2fI
∂t2

+
∑
k

∂fI
∂xk

ẍk = 0 , (2.70)

y si tenemos en cuenta (a), la variación de la expresión anterior debe satisfacer:∑
k

∂fI
∂xk

δẍk = 0 , (2.71)

que fija las relaciones de ligadura entre las aceleraciones. Aplicamos el método de los multiplicadores
de Lagrange:

− 2
∑
I,k

λI(t)
∂fI
∂xk

δẍk = 0 , (2.72)

5Nótese que el principio de Gauss se refiere a un tiempo t fijo en el que el estado del sistema está dado y por
ende δxk = δẋk = 0.
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Luego volviendo a (2.69):

δZ = 2
3N∑
k=1

mk

(
ẍk −

Xk

mk

)
δẍk − 2

∑
I,k

λI(t)
∂fI
∂xk

δẍk = 0 . (2.73)

Agrupando términos:

δZ = 2
3N∑
k=1

{
mkẍk −Xk −

∑
I

λI(t)
∂fI
∂xk

}
δẍk = 0 . (2.74)

Por supuesto la relación anterior sólo se satisface para el movimiento real del sistema xk(t). Tenemos K
ligaduras y elegimos los λI(t) tal que cancelen K sumandos de (2.74), y el resto son ya independientes
y, por tanto, se anulan uno a uno. En ambos casos se sigue:

mkẍk −Xk −
∑
I

λI(t)
∂fI
∂xk

= 0 . (2.75)

Éstas son las ecuaciones de Lagrange de primera especie. Tenemos por tanto 3N ecuaciones y K
ligaduras para 3N funciones xk(t) y K multiplicadores λI(t).

Para el caso especial (c), tenemos, en particular:∑
k

AIkẋk = 0 (2.76)

Observamos que basta hacer el cambio en (2.75):

∂fI
∂xk

−→ AIk(x, t) , (2.77)

para aplicar nuestros resultados también a este tipo de ligaduras.

2.12. El principio de Hamilton con ligaduras

Analizaremos los casos holonómico y no holonómico.

2.12.1. Ligaduras holonómicas

En este caso:

fI(q, t) = 0, I = 1, . . . , K . (2.78)

Empleamos de nuevo el método de los multiplicadores de Lagrange, λI(t):

δfI = 0 =
∑
α

∂fI
∂qα

δqα ,
∑
α

K∑
I=1

λI
∂fI
∂qα

δqα = 0 . (2.79)
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Ahora sumamos el anterior resultado a la variación de la acción:

δS = −
∫ t2

t1

∑
α

{
d

dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
−

K∑
I=1

λI
∂fI
∂qα

}
δqαdt = 0 . (2.80)

Elegimos K multiplicadores λI(t) tal que cancelen los correspondientes sumandos en (2.80), siendo el
resto linealmente independientes por ser ahora arbitrarios los δqα. Por lo tanto podemos escribir:

d

dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
−
∑
I

λI
∂fI
∂qα

= 0 . (2.81)

Estas ecuaciones son las mismas que las ecuaciones de Lagrange obtenidas a partir del Lagrangiano,

L = L+
K∑
I=1

λI(t)fI , (2.82)

con δL = δL +
∑K

I=1 λI(t)δfI , imponiendo finalmente, tras la minimización de la correspondiente
acción, que fI = 0, para todo I.

En definitiva tenemos n ecuaciones diferenciales, K ligaduras, n grados de libertad y K multiplicado-
res de Lagrange. Las n ecuaciones diferenciales de segundo orden dan a su vez lugar a las 2n constantes
de integración arbitrarias que se determinan a partir de las condiciones iniciales del movimiento. De las
2n constantes de integración sólo 2n − K son independientes dada la existencia de las K ligaduras.
Recordemos que los multiplicadores de Lagrange se ponen en función de las qα(t) y, al particularizar
las ligaduras a t = 0, éstas implican K restricciones que afectan a las coordenadas iniciales.

Este caso se generaliza de forma directa a un tipo especial de ligaduras no holonómicas, es decir,

aquéllas que son del tipo
∑

αAIα(q, t)δqα = 0. Basta hacer el intercambio
∂fI
∂qα

→ AIα, al igual que

en (2.77), y obtenemos:

d

dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
−

K∑
I=1

λIAIα = 0 . (2.83)

Aunque ahora no se puede obtener un nuevo Lagrangiano L a partir del cual derivar las ecuaciones
anterior como ecuaciones de Lagrange puesto que las ligaduras son no integrables.
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2.12.2. Ligaduras no holonómicas

Supongamos ahora que las ligaduras son de la forma fI(q, q̇, t) = 0, I = 1, . . . , K, y apliquemos de
forma directa el planteamiento anterior mediante el uso de los multiplicadores de Lagrange. Tenemos:

δfI = 0 =
∑
α

(
∂fI
∂qα

δqα +
∂fI
∂q̇α

δq̇α

)
,

δS = 0 = −
∫ t2

t1

dt
∑
α

(
d

dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα

)
δqα +

∫ t2

t1

dt
∑
α,I

(
λI
∂fI
∂qα

δqα + λI
∂fI
∂q̇α

δq̇α

)
= −

∫ t2

t1

dt
∑
α

(
d

dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα

)
δqα +

∫ t2

t1

dt
∑
α,I

(
λI
∂fI
∂qα

− d

dt

[
λI
∂fI
∂q̇α

])
δqα = 0 .

(2.84)

Llegamos, por tanto, a las siguientes ecuaciones:

d

dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
=

K∑
I=1

(
λI
∂fI
∂qα

− d

dt

[
λI
∂fI
∂q̇α

])
. (2.85)

Estas n ecuaciones no tienen sentido f́ısicamente ya que en ellas los λI(t) han de satisfacer una ecuación
diferencial de primer orden, con lo que se generan 2n+K constantes de integración. De las n ecuaciones
diferenciales K son empleadas para fijar los multiplicadores de Lagrange, y el resto, n−K, junto con
las K ligaduras, nos permiten determinar qα(t) en función de qα(0), q̇α(0) y λI(0). Sin embargo, sólo
nos es posible conocer el estado del sistema en un cierto instante de tiempo, que podemos tomar como
el inicial, y con ello determinar qα(0), q̇α(0). Por ello, no hay posibilidad de conocer los valores iniciales
λI(0).

6

En este caso, más general, hay que modificar las restricciones impuestas sobre los δqα en el principio
de Hamilton debido a las ligaduras semiholonómicas. Recordemos que en el caso holonómico obteńıamos
una relación de la forma:

δfI =
∑
α

∂fI
∂qα

δqα = 0 . (2.86)

Procedemos a reinterpretar y generalizar este resultado. Podemos, para ello, considerar que (2.86) es
un producto de vectores, siendo los δqα ortogonales a los vectores ∂fI/∂qα. Es decir, una relación de

ortogonalidad en el espacio de configuración entre los K vectores (
∂fI
∂q1

, · · · , ∂fI
∂qn

) y los vectores de

posición (q1, · · · , qn). Derivemos temporalmente las ligaduras,

dfI
dt

=
∑
α

∂fI
∂qα

q̇α +
∂fI
∂t

= gI(q, q̇, t) = 0 ,

d2fI
dt2

=
∑
α

∂fI
∂qα

q̈α + 2
∑
α

∂gI
∂qα

q̇α +
∂gI
∂t

= 0 .

(2.87)

6Nótese que por definición si qα(t) = qα(q(0), q̇(0), λI(0), t) entonces para t = 0 tenemos las identidades qα(0) =
qα(q(0), q̇(0), λI(0), 0) ≡ qα(0), q̇α(0) = q̇α(q(0), q̇(0), λI(0), 0) ≡ q̇α(0), con lo que no hay posibilidad de determinar
los λI(0) a partir del conocimiento del estado inicial del sistema. Las K ligaduras sólo nos permiten conocer K
constantes iniciales, relativas a q(0) y q̇(0), en función del resto.
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Justamente los δqα, tal y como hemos visto de (2.86), son ortogonales a los vectores ∂fI/∂qα que dan la

proyección de las aceleraciones en el espacio K-dimensional generado por los vectores (
∂fI
∂q1

, · · · , ∂fI
∂qn

).

Hacemos la suposición de que las ligaduras sólo afectan a las aceleraciones a través de la ecuación
anterior, o análogas, y que los desplazamientos δqα en el principio de Hamilton deben ser ortogonales
a los vectores sobre los que se proyectan las aceleraciones. Por lo tanto, para nuestras ligaduras no
holonómicas fI = fI(q, q̇, t) tenemos,

dfI
dt

=
∑
α

∂fI
∂q̇α

q̈α +
∑
α

∂fI
∂qα

q̇α +
∂gI
∂t

. (2.88)

Aśı, hemos de imponer que las ligaduras vecinas en las que se evalúa la acción cumplan∑
α

∂fI
∂q̇α

δqα = 0 , (2.89)

que es una condición distinta al cumplimiento de las ligaduras. Es decir, estamos comparando la
trayectoria real del sistema, que śı que cumple las ligaduras, con otras que no las cumplen en general,
sino que satisfacen la ecuación anterior.

Llevando esta restricción a la variación de la acción, y empleando multiplicadores de Lagrange:

δS = −
∫ t2

t1

dt
∑
α

{
d

dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
−

K∑
I=1

λI
∂fI
∂q̇α

}
δqαdt . (2.90)

Y, de nuevo, elegimos K multiplicadores λI , de forma que se anulen K sumandos de (2.90), por lo
que las ecuaciones de Lagrange quedan en la forma:

d

dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
=

K∑
I=1

λI
∂fI
∂q̇α

. (2.91)

Si las ligaduras son de la forma fI =
∑

αAIα(q, t)δqα = 0, entonces
∂fI
∂q̇α

= AIα y se aplica entonces

(2.91).
Aunque hemos llegado a (2.89) por analoǵıa con el caso holonómico, dicha ecuación puede ser de

hecho deducida a partir del principio de la ligadura ḿınima de Gauss, sección 2.11. En dicho principio
variacional el estado del sistema está fijo con lo que se impone que δxk = δẋk = 0 y, aśı, las ligagudras
semiholonómicas, fI(q, q̇, t) = 0 se cumplen directamente tanto para la trayectoria real del sistema como
para las trayectorias vecinas donde también se evalúa Z, véase la ecuación (2.67) para su definición.
Téngase en cuenta que las coordenadas generalizadas qα son función de qα(x, t) y con ello q̇(x, ẋ, t),
por lo tanto, δqα = δq̇α = 0. Derivando respecto del tiempo la ligadura fI(q, q̇, t) = 0 y tomando su
variación,7 llegamos a que: ∑

α

∂fI
∂q̇α

δq̈α = 0 . (2.92)

7Recordando de nuevo que δqα = δq̇α = 0.
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x1

x2

x3

ψ

φ

O

�v

1

Figura 2.2: Disco que rueda sin deslizar en el plano.

Por lo tanto, añadiendo ∑
I

λI(t)
∑
α

∂fI
∂q̇α

δq̈α = 0 , (2.93)

a δZ, tenemos:

δZ −
∑
I

λI(t)
∑
α

∂fI
∂q̇α

δq̈α = 0 . (2.94)

De δZ obtenemos las expresiones correspondientes a las ecuaciones de Lagrange,

d

dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
, (2.95)

a las que hay que añadir −
∑

I λI∂fI/∂q̇α , y llegamos aśı a las ecuaciones finales:

d

dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
=
∑
I

λI
∂fI
∂q̇α

, (2.96)

que son las mismas que las ecuaciones (2.91).

Ejemplo: Disco que rueda sin deslizar en el plano

Las ligaduras (condiciones de rodadura), vienen dadas por, véase la figura 2.2:

ẋ1 − φ̇R cosψ = 0 ,

ẋ2 − φ̇R senψ = 0 ,
(2.97)

equivalentemente,
f1 = ẋ2

1 + ẋ2
2 −R2φ̇2 = 0 , (2.98)

f2 = ẋ1 senψ − ẋ2 cosψ = 0 . (2.99)

Consideremos I0 e I1, los respectivos momentos de inercia asociados al giro del disco al rodar(φ) y al
girar sobre śı mismo(ψ), respectivamente. Entonces el Lagrangiano es:

L = T − V =
1

2
I0φ̇

2 +
1

2
I1ψ̇

2 +
1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2) (2.100)
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Aplicando (2.91) obtenemos las ecuaciones de Lagrange para cada coordenada. Pero antes de escribirlas
calculemos las siguientes derivadas:

• Coordenada φ:

∂L

∂φ̇
= I0φ̇ ,

∂f1

∂φ̇
= −2R2φ̇ ,

∂f2

∂φ̇
= 0 ,

∂L

∂φ
= 0 ,

d

dt

∂L

∂φ̇
= I0φ̈ .

• Coordenada ψ:

∂L

∂ψ̇
= I1ψ̇ ,

∂f1

∂ψ̇
= 0 ,

∂f2

∂ψ̇
= 0 ,

∂L

∂ψ
= 0 ,

d

dt

∂L

∂ψ̇
= I1ψ̈ .

• Coordenada x1:

∂L

∂ẋ1

= mẋ1 ,
∂f1

∂ẋ1

= 2ẋ1 ,
∂f2

∂ẋ1

= senψ ,
∂L

∂x1

= 0 ,
d

dt

∂L

∂ẋ1

= mẍ1 .

• Coordenada x2:

∂L

∂ẋ2

= mẋ2 ,
∂f1

∂ẋ2

= 2ẋ2 ,
∂f2

∂ẋ2

= − cosψ ,
∂L

∂x2

= 0 ,
d

dt

∂L

∂ẋ2

= mẍ2 .

Combinando las derivadas según (2.91) obtenemos las ecuaciones de movimiento:

mẍ1 = 2λ1ẋ1 + λ2 senψ , (2.101)

mẍ2 = 2λ1ẋ2 − λ2 cosψ , (2.102)

I0φ̈ = −2λ1R
2φ̇ , (2.103)

I1ψ̈ = 0 . (2.104)

Multiplicando (2.101) por ẋ1 y (2.102) por ẋ2, y teniendo en cuenta las condiciones de ligadura (2.98)
y (2.99), se deduce:

m

2

d

dt
(ẋ2

1 + ẋ2
2) = 2λ1R

2φ̇2 ,

m

2

d

dt

(
R2φ̇2

)
= 2λ1R

2φ̇2 , (2.105)

mφ̈ = 2λ1φ̇ (2.106)

En la expresión anterior, despejamos φ̈ a través de (2.103) y agrupamos términos:

2λ1

(
1 +

mR2

I0

)
= 0
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Luego:

λ1 = 0 (2.107)

Para λ2, multiplicando (2.101) por senψ y (2.102) por cosψ, tenemos:

λ2 = m (ẍ1 senψ − ẍ2 cosψ) = m
d

dt
(ẋ1 senψ − ẋ2 cosψ)

−m (ẋ1 cosψ + ẋ2 senψ) ψ̇ = −m (ẋ1 cosψ + ẋ2 senψ) ψ̇ , (2.108)

donde hemos tenido en cuenta la ligadura (2.99). Por otra parte, de (2.103)

ψ̇ = cte. (2.109)

Además:

d

dt
(ẋ1 cosψ + ẋ2 senψ) = −ψ̇

0→ligadura (2.99)︷ ︸︸ ︷
(ẋ1 senψ − ẋ2 cosψ) +

+ ẍ1 cosψ + ẍ2 senψ︸ ︷︷ ︸
0→de (2.107) y (2.101), (2.102)

= 0 . (2.110)

Luego insertando (2.110) y (2.109) en (2.108) se sigue que λ2 = mµ = constante. Sustituyendo λ1 = 0
y la expresión anterior para λ2 en las ecuaciones de movimiento:

mẍ1 = mµ senψ (2.111)

mẍ2 = −mµ cosψ (2.112)

I0φ̈ = 0 (2.113)

I1ψ̈ = 0 (2.114)

Integrando las ecuaciones:

φ(t) = ωt+ φ0 , (2.115)

ψ(t) = Ωt+ ψ0 , (2.116)

x1(t) = − µ

Ω2
sen (Ωt+ ψ0) + α1t+ β1 , (2.117)

x2(t) =
µ

Ω2
cos (Ωt+ ψ0) + α2t+ β2 , (2.118)

donde hemos supuesto que Ω 6= 0. Estudiemos a continuación la verificación de las ligaduras. Para ello:

ẋ2
1 + ẋ2

2 = R2φ̇2 , (2.119)

implica que,

µ2

Ω2
+ α2

1 + α2
2 −

2α1µ

Ω
cos (Ωt+ ψ0)−

2µα2

Ω
sen (Ωt+ ψ0) = R2ω2 , (2.120)
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por tanto,
2α1µ cos (Ωt+ ψ0) + 2µα2 sen (Ωt+ ψ0) = 0 . (2.121)

Supongamos que α1 = α2 = 0, en este caso µ puede ser distinto de cero, de la ligadura tenemos
µ2 = Ω2R2ω2, y entonces:

x1 = − µ

Ω2
sen(Ωt+ ψ0) + β1 ,

x2 =
µ

Ω2
cos(Ωt+ ψ0) + β2 . (2.122)

La segunda ligadura (2.99) se verifica de forma directa. El movimiento corresponde en este caso a que
el disco rueda alrededor del punto (β1, β2) con un radio µ/Ω2. El valor de µ se puede determinar a
partir de las condiciones iniciales que fijan el radio de giro y las velocidades angulares.

En el caso en que α1 6= 0 y/o α2 6= 0, entonces µ = 0, y x1 y x2, siguen movimientos lineales:

φ(t) = ωt+ φ0 ,

ψ(t) = Ωt+ ψ0 ,

x1 = β1 + α1t ,

x2 = β2 + α2t .

Sustituyendo en las ligaduras:

(2.98) ⇒ α2
1 + α2

2 = R2ω2 ,

(2.99) ⇒ α1 sen(Ωt+ ψ0)− α2 cos(Ωt+ ψ0) = 0 ,

con lo que
α1 = α2 = 0 , (2.123)

en contra de lo supuesto y este caso no es posible.
Supongamos ahora que Ω = 0. En este caso:

ψ = ψ0 , φ = ωt+ φ0 ,

x1 = β1 + α1t+
1

2
µ senψ0 t

2 ,

x2 = β2 + α2t−
1

2
µ cosψ0 t

2 . (2.124)

Sustituyendo en (2.98):

(α1 + µ senψ0t)
2 + (α2 − µ cosψ0t)

2 = R2ω2 , desarrollando,

µ2t2 + α2
1 + α2

2 + 2µα1 senψ0t− 2α2µ cosψ0t = R2w2 ,
(2.125)

de donde se sigue que µ = 0. Por lo que tenemos un movimiento de rodadura lineal, es decir, a lo largo
de una dirección fija.

x1 = β1 + α1t ,

x2 = β2 + α2t .
(2.126)

Observando de nuevo (2.99), llegamos a la relación trivial:

α1

α2

= cotψ0 . (2.127)

50
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2.13. Variables ignorables o ćıclicas

Supongamos que el Lagrangiano no depende de una coordenada qj. Entonces dicha variable se llama
ignorable o ćıclica.

En este supuesto, el momento generalizado o conjugado pj =
∂L

∂q̇j
es una constante de movimiento

puesto que de las ecuaciones de movimiento:

dpj
dt

=
∂L

∂qj
= 0 ,

pj = cte. = cj .

Aśı q̇j se puede despejar en función de cj y del resto de coordenadas y velocidades generalizadas
(sin involucrar a qj, ya que no aparece),

cj =
∂L

∂q̇j
→ q̇j = q̇j(cj, q, q̇, t) , sin qj ni q̇j. (2.128)

Supongamos que exista una sola coordenada ćıclica (la generalización a más de una coordenada
ćıclica es trivial), y llamémosla qn:

∂L

∂q̇n
= cn , (2.129)

q̇n = q̇n(q1, . . . , qn−1; q̇1, . . . , q̇n−1; cn; t) . (2.130)

Donde quiera que encontremos q̇n o q̈n en las ecuaciones de Lagrange derivadas a partir del Lagrangiano
L(q1, . . . , qn−1, q̇1, . . . , q̇n, t) con n−grados de libertad, las sustituimos por (2.130), o su derivada, y
resolvemos el problema con n − 1 grados de libertad. Una vez resuelto, podemos integrar (2.130) y
obtener aśı qn(t) por cuadratura. Este procedimiento es, sin embargo, a posteriori.

Nos podemos preguntar si podŕıamos eliminar el grado de libertad n−ésimo, esto es, qn, antes de
escribir las ecuaciones de movimiento, mediante el empleo de un Lagrangiano adecuado en términos
de sólo (n− 1)-grados de libertad, esto es, de q1, q2, . . . , qn−1 y sus derivadas primeras.

En la acción,

S =

∫ t2

t1

L(q1, . . . , qn−1, q̇1, . . . , q̇n, t)dt ,

sustituimos q̇n en función del resto de coordenadas y velocidades generalizadas despejando de:

∂L

∂q̇n
= cn = cte. (2.131)

Al hacer esto para toda trayectoria, qn es entonces función del resto de coordenadas generalizadas, al
hallarlo por cuadratura de integrar (2.131). Aśı δqn no será nulo en general en t1 ni en t2 cuando se
halle la variación de la acción tomando δqk(t1,2) = 0 para k = 1, . . . , n− 1. Efectivamente,

qn(t) =

∫ t

q̇n(q1, . . . , qn−1, q̇1, . . . , q̇n−1, t
′)dt′ ,

δqn(t) =

∫ t n−1∑
i=1

(
∂q̇n
∂qi

δqi +
∂q̇n
∂q̇i

δq̇i

)
dt′ , (2.132)
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y δq̇i(t1,2) 6= 0 en general, y, por lo tanto, tampoco lo será δqn(t1,2). En consecuencia, δS a lo largo
de la trayectoria que minimiza la acción viene dada por:8

δS = δ

∫ t2

t1

L(q1, . . . , qn−1, q̇1, . . . , q̇n, t)dt = [pnδqn]
t2
t1
. (2.133)

Con pn = cn = constante. El resultado (2.133) puede también expresarse como:

[pnδqn]
t2
t1

= pnδ

∫ t2

t1

q̇ndt = δ

∫ t2

t1

pnq̇ndt . (2.134)

Esto nos lleva a la ecuación de extremos:

δ

∫ t2

t1

(L− pnq̇n) dt = 0 , (2.135)

con el nuevo Lagrangiano dado por:

L(q1, . . . , qn−1, q̇1, . . . , q̇n−1, t) = L(q1, . . . , qn−1, q̇1, . . . , q̇n, t)− cnq̇n

(2.136)

Recordemos que q̇n = q̇n(q1, . . . , qn−1, q̇1, . . . , q̇n−1; cn; t) y por tanto qn(t) se obtiene por cuadratura
una vez obtenidos q1(t), . . . , qn−1(t). Es importante resaltar que las ecuaciones de Lagrange deducidas
a partir de L no contienen ni qn ni q̇n y directamente corresponden a un problema de n− 1 grados de
libertad. Esto justifica de forma clara el que las coordenadas qn se llamen “ignorables”.

En el caso de varias variables, la generalización es:

L = L−
∑
k

ckq̇k . (2.137)

Esquemáticamente el proceso a seguir para eliminar una variable ćıclica mediante este método general
es:

1. Escribir la ecuación para la variable ćıclica:

∂L

∂q̇k
= cn = cte. (a)

2. Intercambiar el Lagrangiano dado por L:

L = L− cnq̇n (b)

8Notemos que esta variación se toma sólo con respecto a n− 1 grados de libertad independientes y no respecto
a n como en el problema original, aunque, como en éste, sean las n coordenadas las que cambian en el proceso de
minimización, ya que, qn(t) es función de qk(t) para k = 1, . . . , n− 1, a partir de (2.131). Por eso, a lo largo de la
trayectoria real del sistema se obtiene (2.133) en lugar de 0, que se obteńıa cuando los δqn también eran nulos en
los extremos.
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3. Eliminar la velocidad q̇n resolviendo la ecuación (a) para q̇n y sustituyendo en (b). El nuevo
Lagrangiano ya no depende de la variable ćıclica y el problema variacional original de n grados
de libertad se reduce a otro nuevo de n−1 grados de libertad. La variable ćıclica queda entonces
como:

q̇n = q̇n(q1, . . . , qn−1; q̇1, . . . , q̇n−1; cn; t)

Siguiendo el anterior procedimiento podemos realizar un ejemplo sencillo, que obtenemos conside-
rando la enerǵıa cinética dada por (1.65) y suponiendo además que la coordenada qn es ćıclica y, por
lo tanto, los coeficientes que multiplican las derivadas en (1.65) son independientes de qn. Entonces:

T =
1

2

n−1∑
i,k=1

aikq̇iq̇k +
n−1∑
i=1

ainq̇iq̇n +
1

2
annq̇

2
n , (2.138)

con el Lagrangiano:

L = T − V (q1, . . . , qn−1, t) . (2.139)

El primer paso para eliminar las coordenadas ćıclicas es identificarlas y calcular los momentos genera-
lizados asociadas a ellas mediante las ecuaciones de Lagrange:

pn =
∂L

∂q̇n
=
∂T

∂q̇n
=

n−1∑
i=1

ainq̇i + annq̇n =
n∑
i=1

ainq̇i = cn . (2.140)

Despejando de aqúı q̇n, en función del resto de coordenadas y momentos generalizados, tenemos:

q̇n = − 1

ann

(
n−1∑
i=1

ainq̇i − pn

)
(2.141)

Ahora ya podemos calcular el nuevo Lagrangiano, en el que se han eliminado las coordenadas ćıclicas.
Para ello hacemos uso de (2.136):

L = L− pnq̇n =
1

2

n−1∑
i,k=1

aikq̇iq̇k −
1

2ann

n−1∑
i,j=1

ainajnq̇iq̇j−

− 1

2ann
c2n +

cn
ann

n−1∑
i=1

ainq̇i − V . (2.142)

Obtenemos términos lineales en q̇i y el término de potencial c2n/2ann. La aparición del término lineal
en L,

∑
i ainq̇icn se llama un “acoplo cinético” dado que involucra las velocidades. El nuevo término

cuadrático en las velocidades se puede considerar simplemente como una modificación de la enerǵıa
cinética original.

En particular, el término c2n/2ann(q1, . . . , qn−1), es famoso por aparecer en la llamada mecánica sin
fuerzas de Hertz (“powerless dynamics”). En sus últimos años, Hertz intentó elaborar la Mecánica
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prescindiendo de la noción de fuerza, de forma que toda enerǵıa potencial pudiese ser derivada a
partir de la presencia de variables “microscópicas” ignorables a través de los términos de potencial del
tipo c2n/2ann. De este modo desapareceŕıa la dualidad existente en mecánica entre enerǵıa cinética y
potencial. Hertz murió en Bonn el 1 de Enero de 1894, poco después de terminar su obra Sobre los
principios de la Mecánica9, en la que expońıa estas ideas.

2.14. El tiempo como variable ćıclica o ignorable: el prin-

cipio de Jacobi y el principio de mı́nima acción

Sea un sistema cuyo Lagrangiano no contiene el tiempo expĺıcitamente. No tomamos t como variable
independiente, sino que todas las n+1 variables q1, . . . , qn y t se toman como función de un parámetro
τ . El sistema tiene ahora n+ 1 grados de libertad. Con el cambio:

q̇i =
dqi
dt

=
dqi
dτ

dτ

dt
=
q′i
t′
, (2.143)

la acción viene dada por:

S =

∫ τ2

τ1

L(q1, . . . , qn,
q′1
t′
, . . . ,

q′n
t′

)t′dτ . (2.144)

Es directo comprobar que las ecuaciones de movimiento en la variable τ obtenidas a partir de la
acción anterior imponiendo que δS = 0 con las condiciones δqi(τ1) = δqi(τ2) = 0, i = 1, . . . , n y
δt(τ1) = δt(τ2) = 0, son,

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 , (2.145)

con L el Lagrangiano original, es decir, se recuperan las ecuaciones de Lagrange asociadas a las
coordenadas generalizadas. Para la nueva variable t tenemos:

d

dτ

∂(L(q, q′/t′)t′)

∂t′
− ∂(Lt′)

∂t
=

d

dτ

∂(L(q, q′/t′)t′)

∂t′
= 0 , (2.146)

que es equivalente a que:
dH

dτ
= 0 , (2.147)

aśı la conservación de la enerǵıa se obtiene como una ecuación de movimiento más. Vemos por tanto
que las ecuaciones de movimiento deducidas a partir de hacer estacionario (2.144) son equivalentes a
las ecuaciones de Lagrange obtenidas a partir del principio de Hamilton. En (2.146) y (2.147) se ha
tenido en cuenta que:

pt =
∂(Lt′)

∂t′
= L−

n∑
i=1

∂L

∂q̇i

q′i
t′

= L−
n∑
i=1

piq̇i = −H , (2.148)

9Hertz, H., (1894). The Principles of Mechanics, Presented in a New Form. Dover, Nueva York, 1956.
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habiendo obtenido el resultado de que pt = H = cte.
La variable t puede ser eliminada mediante las técnicas desarrolladas en la sección anterior al tratar

con variables ćıclicas o ignorables y reducir aśı el problema a n grados de libertad. Se obtiene de este
modo un principio variacional que determina el movimiento en el espacio, pero no da, de forma directa,
la dependencia temporal de dicho movimiento. Por supuesto, ésta siempre se puede deducir una vez
conocido τ = τ(t).

El nuevo Lagrangiano viene dado en virtud de (2.136) por,

L = Lt′ − ptt
′ = (L− pt) t

′ =
n∑
i=1

piq̇i t
′ . (2.149)

Por lo tanto:

S =

∫ τ2

τ1

n∑
i=1

piq̇it
′dτ , (2.150)

con t′ expresada en términos del resto de variables despejándola de (2.148). Por ser t variable ćıclica no
existe dependencia temporal expĺıcita en la enerǵıa cinética y entonces siempre se puede tomar como
una función cuadrática en q̇i, recordar (1.65). De esta forma:

n∑
i=1

piq̇it
′ =

n∑
i=1

∂L

∂q̇i
q̇it

′ = 2Tt′ . (2.151)

Luego podemos reescribir (2.150) como:

S = 2

∫ τ2

τ1

Tt′dτ = 2

∫ t2

t1

Tdt , (2.152)

recordando una vez más que t no es una variable independiente sino que se obtiene de integrar t′(τ)
obtenida a partir de pt = −E = ∂(Lt′)/∂t′ = −T (q, q̇) − V (q) =constante. Buscar los extremos
de (2.152), teniendo en cuenta que el tiempo no es una variable independiente, se conoce como el
principio de mı́nima acción. La ecuación E = T + V es justo la ecuación adicional necesaria para
hallar t′ en función del resto de variables.

Para obtener t como función de τ , consideremos la expresión de la enerǵıa cinética:

T =
1

2

∑
i,k

aikq̇iq̇k .

T es invariante y además independiente del sistema de coordenadas utilizado. Introduzcamos en el
espacio de configuración una métrica tal que el elemento infinitesimal de longitud viene dado por:

ds
2

=
∑
i,k

aikdqidqk . (2.153)

La enerǵıa cinética puede entonces expresarse en la forma,

T =
1

2

ds
2

dt2
=

1

2

(
ds

dt

)2

=
1

2

(
ds

dτ

)2(
dτ

dt

)2

=
1

2t′2

(
ds

dτ

)2

. (2.154)

55



Mecánica Teórica José A. Oller

Despejando t′, escribiendo T = E − V , llegamos a:

t′ =
1√
2T

ds

dτ
=

1√
2(E − V )

ds

dτ
. (2.155)

Volviendo de nuevo a (2.152):

S =

∫ τ2

τ1

2T√
2T

ds

dτ
dτ =

∫ τ2

τ1

√
2T ds =

∫ τ2

τ1

√
2 (E − V ) ds︸ ︷︷ ︸

dσ

=

∫ τ2

τ1

dσ (2.156)

La notación anterior puede dar lugar a la confusión de que S = σ(τ2) − σ(τ1), sin embargo dσ no es
la diferencial de ninguna función de punto S(q) ya que depende del camino recorrido. Por eso se ha
incluido la raya sobre dσ.

Véase que en (2.156) el tiempo ha desaparecido por completo. El parámetro τ puede ser incluso
una de las coordenadas. Siempre hay que elegir un parámetro para caracterizar la curva en el espacio
de configuración. Este parámetro puede ser qn, por ejemplo, dando todas las demás variables como
función de qn. Esto reduce el problema variacional de n a n− 1 variables (trayectoria). El principio de
minimizar la acción S escrita según (2.156) para encontrar la trayectoria del sistema mecánico se llama
principio de Jacobi o de Maupertuis.

Para hallar la dependencia temporal habŕıa que integrar:

dt′ =
1√

2 (E − V )
ds , (2.157)

con lo que se obtiene cómo se mueve el sistema en el tiempo. Para el caso de una sola part́ıcula:

T =
1

2
m~̇r 2, ds

2
= md~r 2 = m

∑
i,k

aikdqidqk . (2.158)

La última ecuación representa el elemento de ĺınea del espacio ordinario tridimensional expresado en
coordenadas curviĺıneas. El principio de Jacobi nos dice que:

S =

∫ τ2

τ1

√
2 (E − V ) ds , (2.159)

debe ser un ḿınimo para la trayectoria real de la part́ıcula (como es bien sabido, para su derivación
sólo hemos impuesto que sea un extremo).10

Aśı, la aplicación del principio de la ḿınima acción surge como resultado de los siguientes pasos:

1) T ′ = Tt′ 2 ,

2) S = 2

∫ τ2

τ1

T ′

t′
dτ ,

10Obsérvese que este problema es análogo al que también nos encontramos en óptica, en el Principio de Fermat
se ha de minimizar I =

∫ τ2

τ1
nds, que determina el camino óptico, con n el ı́ndice de refracción del medio. Por otro

parte, esta analoǵıa jugó un papel fundamental en el desarrollo de la mecánica ondulatoria.
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3)
T ′

t′ 2
+ V = E .

La ligadura 3) la podemos tratar también introduciendo los multiplicadores de Lagrange, de forma que
ahora t′ es una variable independiente del resto:

S =

∫ τ2

τ1

{
2
T ′

t′
+ λ

(
T ′

t′ 2
+ V

)}
dτ , (2.160)

e imponiendo que δS = 0. Minimizando respecto de t′ obtenemos,

− 2
T ′

t′ 2
− 2

λ

t′ 3
T ′ = 0 ⇒ λ(τ) = −t′ (2.161)

Sustituyendo en (2.160) tenemos:

S =

∫ τ2

τ1

(
T ′

t′ 2
− V

)
t′dτ =

∫ τ2

τ1

(T − V ) t′dτ =

∫ t2

t1

(T − V ) dt . (2.162)

Como ya hemos minimizado respecto de t′, la acción anterior debe ser minimizada respecto del resto
de n coordenadas generalizadas qn, tal que δqn = 0 en t1 y t2. De este modo, a partir del principio
de la ḿınima acción hemos recuperado el principio de Hamilton, desde el que hab́ıamos partido. Se
muestra aśı la equivalencia entre los principios de Hamilton, ḿınima acción y de Jacobi.

2.15. Pequeñas vibraciones alrededor de un punto de equi-

librio

En este caṕıtulo trataremos una teoŕıa muy general aplicable al movimiento de un sistema alrededor
de su posición de equilibrio cuando éste sea perturbado ligeramente.

Recordemos nuestra métrica en el espacio de configuración:

ds
2

=
n∑

i,k=1

aik(q)dqidqk . (2.163)

Si no abandonamos la proximidad del punto de equilibrio, los coeficientes simétricos aik(q) se pueden
tomar como constantes. Esto es, que los aik se pueden aproximar a sus valores en el punto de equilibrio
aik(P ). El punto P de equilibrio siempre lo hacemos corresponder con qi = 0. En lo que sigue los
coeficientes aik(P ) los consideraremos como constantes en todo el espacio de configuración, aún cuando
sepamos que sólo lo podemos hacer, en general, para puntos muy próximos a P .

Al ser los aik constantes, nuestras coordenadas no son curviĺıneas sino rectiĺıneas. Este espacio es
pues, plano.

La forma cuadrática finita:

s2 =
n∑

i,k=1

aikqiqk , (2.164)
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tiene una simple interpretación geométrica: se trata del cuadrado de la distancia del punto P =
(0, . . . , 0) al punto Q = (q1 . . . , qn). Podemos pensar en un espacio Eucĺıdeo n-dimensional con un
conjunto linealmente independiente de vectores:

~u1 =


1
0
.
.
.
0

 , ~u2 =


0
1
.
.
.
0

 , . . . , ~un =


0
0
.
.
.
1

 , (2.165)

de modo que dado un ~R, éste puede ser expresado como:

~R = q1~u1 + · · ·+ qn~un ≡


q1
q2
.
.
.
qn

 . (2.166)

Consideremos ahora dos puntos diferentes Q y Q′ y construimos los vectores:

−→
PQ = ~R = q1~u1 + · · ·+ qn~un ,
−→
PQ ′ = ~R ′ = q′1~u1 + · · ·+ q′n~un . (2.167)

El producto escalar de estos dos vectores viene dado por,

~R · ~R ′ =
∑
i,k

aikqiq
′
k , (2.168)

que es una aplicación bilineal. Por definición, cuando se anule el producto escalar se dice que los dos
vectores son ortogonales entre śı. Dicho producto escalar, a partir de (2.166), también se puede expresar
como:

~R · ~R ′ =
∑
i,k

(~ui · ~uk) qiq′k , (2.169)

con lo que aik = aki = ~ui · ~uk, como también se puede demostrar directamente de la definición de
producto escalar (2.168) y de (2.165).

El producto de ~R consigo mismo:

~R 2 =
n∑

i,k=1

(~ui · ~uk) qiqk = s2 , (2.170)

que es la norma al cuadrado de ~R, y como aik es una forma cuadrática definida positiva resulta que
dicha cantidad será positiva, y sólo cero cuando ~R = 0.
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Dada una métrica simétrica, definida positiva y de determinante no nulo siempre es posible hacer un
cambio de base tal que en efecto aik = δik. En tal caso, los ~ui son vectores mutuamente perpendiculares
de longitud unidad y constituyen una base ortonormal,

~ui · ~uk = δik . (2.171)

Y el cuadrado de la distancia toma la forma canónica:

s2 = q2
1 + · · ·+ q2

n , (2.172)

entonces hablamos también de coordenadas rectangulares. Como consecuencia, dados dos puntos P y
Q su distancia no es nula a no ser que P = Q. Esto implica que la forma cuadrática (2.164) es una
forma definida positiva para cualquier valor de qi.

En el espacio de configuración esta condición se cumple ya que la enerǵıa cinética que determina
el elemento de ĺınea (2.163), y con ello la distancia (2.164), nunca puede ser negativa, y además sólo
puede anularse cuando todos los dqi se cancelen. Esto garantiza el carácter definido positivo de la
métrica aik.

Volvamos a nuestro problema f́ısico de pequeñas oscilaciones. Sea V (q1, . . . , qn) la enerǵıa potencial
de nuestro sistema f́ısico. Haciendo un desarrollo de Taylor de esta función en las proximidades del
punto de equilibrio (qi = 0):

V = V0 +
n∑
i=1

(
∂V

∂qi

)
0

qi +
1

2

n∑
i,k=1

(
∂2V

∂qi∂qk

)
0

qiqk + . . . (2.173)

Nuestro punto de equilibrio está en el origen, por hipótesis. Por tanto, V debe ser tal que:(
∂V

∂qi

)
0

= 0 . (2.174)

Además si el potencial tiene de hecho un ḿınimo en qi = 0 se debe cumplir que(
∂2V

∂qi∂qk

)
0

, (2.175)

sea una forma cuadrática definida positiva, aunque esta condición no la impondremos en nuestros
siguientes desarrollos.

Los términos constantes en el potencial, como sabemos, no influyen en las ecuaciones de movimiento
y pueden ser eliminados. De este modo el desarrollo comienza con el término de segundo orden. Esto
es:

V =
1

2

n∑
i,k

(
∂2V

∂qi∂qk

)
0

qiqk =
1

2

n∑
i,k=1

bikqiqk , (2.176)

con :

bik = bki =

(
∂2V

∂qi∂qk

)
0

. (2.177)
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Consideremos la ecuación V (q) = 1/2, que se escribe como:

n∑
i,k=1

bikqiqk = 1 . (2.178)

Geométricamente nos define una superficie de segundo orden en el espacio n-dimensional de configu-
ración. Podemos encontrar los ejes principales de dicha superficie determinando aquellos puntos cuyas
distancias desde el origen (el punto de equilibrio) son extremos (valores estacionarios). Entonces nuestro
problema es encontrar los valores estacionarios de

s2 =
n∑

i,k=1

aikqiqk , (2.179)

con la condición auxiliar:

n∑
i,k=1

bikqiqk = 1 . (2.180)

Empleamos el método de los multiplicadores de Lagrange, y procedemos a minimizar la función11:

G(q1, . . . , qn) =
n∑

i,k=1

aikqiqk −
1

λ

n∑
i,k=1

bikqiqk (2.181)

Multiplicando por λ, nuestro problema es equivalente a minimizar:

− λG(q1, . . . , qn) = F (q1, . . . , qn) =
n∑

i,k=1

bikqiqk − λ
n∑

i,k=1

aikqiqk . (2.182)

Con lo que nuestro problema de encontrar los ejes se puede reinterpretar como el de encontrar los
valores estacionarios de la función,

2V =
∑
i,k=1

bikqiqk , (2.183)

bajo la condición:

n∑
i,k=1

aikqiqk = 1 . (2.184)

Esta condición auxiliar significa que estamos en una esfera de radio unidad. En cada punto de esta
esfera la enerǵıa potencial V posee un cierto valor. Nuestro problema es hallar los puntos Qi de la
esfera unidad para los que V es estacionario.

11 Aqúı hemos sustituido nuestra notación habitual de λ por −1/λ.
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Por lo tanto:

δF = 2
n∑

i,k=1

bkiδqkqi − 2λ
n∑

i,k=1

akiδqkqi = 0 , (2.185)

n∑
i=1

bkiqi − λ

n∑
i=1

akiqi = 0 . (2.186)

De este modo obtenemos las siguientes ecuaciones lineales:

b11q1 + . . . + b1nqn = λ(a11q1 + . . . + a1nqn)
. . . .
. . . .
. . . .

bn1q1 + . . . + bnnqn = λ(an1q1 + . . . + annqn)

(2.187)

La condición necesaria para poder obtener una solución qi no trivial viene dada por la ecuación carac-
teŕıstica, que nos permite obtener los λ,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 − λa11 . . . b1n − λa1n

. .

. .

. .
bn1 − λan1 . . . bnn − λann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 . (2.188)

Ésta es una ecuación algebraica de grado n en λ y en general tendremos n-ráıces:

λ1, λ2, . . . , λn . (2.189)

Es posible que algunas de las ráıces sean iguales (ráıces múltiples y diremos entonces que se trata de
un caso degenerado). Supondremos en lo que sigue que es posible eliminar estos casos modificando
los coeficientes bik y aik por pequeñas cantidades infinitesimales, y tomando después el paso al ĺımite,
en el buen entendimiento de que esto no es siempre posible. De esta forma consideraremos en lo que
sigue que todas las λi son distintas unas de otras (caso no degenerado).

Para cada λi tenemos un vector ~pi = (q
(i)
1 , . . . , q

(i)
n ) que está definido salvo signo al imponer

normalización a la unidad, ~pi~pi = 1. Este vector recibe el nombre del i-ésimo eje principal de la
superficie (2.180). En total, tenemos un conjunto de n ejes principales ~p1, . . . , ~pn correspondientes a
los n valores caracteŕısticos (2.188).

Los ejes principales poseen las siguientes propiedades:

1. Las ráıces λi son invariantes con respecto a transformaciones lineales arbitrarias de las coorde-
nadas qi.

Multiplicando la ecuación (2.186) por qk y sumando en k, tenemos:

n∑
i,k=1

bikqiqk = 2V = λ ,
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con λ cualquiera de las ráıces λi. También hemos considerado (2.184). Dado que cualquier
transformación general de coordenadas deja invariante V (en particular las lineales), tenemos
que los λi son invariantes.

2. Las ráıces son todas reales, y de este modo los ejes principales son n vectores reales del espacio
eucĺıdeo n-dimensional.

Aunque en principio podŕıamos suponer que son complejos, resultan ser reales por la simetŕıa de
los coeficientes aik = aki y bik = bki. De nuevo, de (2.186), tomamos complejos conjugados:

n∑
i,k=1

bikq
∗
k = λ∗

n∑
i,k=1

aikq
∗
k . (2.190)

Multiplicando (2.186) por q∗i y la expresión anterior por qi y restando, obtenemos:

(λ− λ∗)
n∑

i,k=1

aikqiq
∗
k = 0 . (2.191)

Haciendo uso de la simetŕıa de los coeficientes tenemos:

(λ− λ∗)
1

2

n∑
i,k=1

aik(qiq
∗
k + q∗i qk) = 0 . (2.192)

Tomando qi y qk como números complejos de forma expĺıcita:

qi = αi + iβi ,

qk = αk + iβk ,

y desarrollando resulta,

(λ− λ∗)
n∑

i,k=1

aik(αiαk + βiβk) = (λ− λ∗)(s2
1 + s2

2) = 0 , (2.193)

donde

s2
1 =

n∑
i,k=1

aikαiαk , s
2
2 =

n∑
i,k=1

aikβiβk . (2.194)

De esta forma, y dado que aik es una forma cuadrática definida positiva, (2.193) se verificará sólo
si:

λ = λ∗ . (2.195)

Luego, λ ∈ R.
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3. Los ejes principales son ortogonales entre śı

Supongamos ahora que λ1 y λ2 son dos ráıces distintas con ejes principales ~p y ~p ′, respecti-
vamente. Seguimos los mismos pasos del punto anterior realizando los intercambios, λ → λ1,
λ∗ → λ2 y q∗i → q′i, con qi(q

′
i) las coordenadas de ~p(~p ′), respectivamente. De este modo, en

lugar de (2.191) llegamos a:
n∑

i,k=1

aikqiq
′
k = 0 . (2.196)

De acuerdo con (2.169) esta ecuación podemos reescribirla como:

~p · ~p ′ = 0 (2.197)

Lo que determina que ~p y ~p ′ son ortogonales, y por tanto linealmente independientes, por corres-
ponder a ráıces distintas.

4. Los ~pi son reales y forman una base ortonormal del espacio Eucĺıdeo n-dimensional.

De nuevo, a partir de (2.186) tomamos el complejo conjugado:

n∑
i,k=1

bikq
∗
k = λ

n∑
i,k=1

aikq
∗
k . (2.198)

Aśı ~pi y ~p ∗i pertenecen a la misma ráız. Como suponemos que ésta no es degenerada, se sigue
que:

~p ∗i = α~pi . (2.199)

Donde α ∈ R, con α = ±1 para que aśı ~p ∗i ~p
∗
i = 1. Aśı, si α = +1 entonces el correspondiente

~pk es real y si α = −1 entonces es imaginario puro y por tanto i ~pk es real. En definitiva, los
autovectores siempre se pueden tomar reales tal y como se queŕıa probar.

Como el espacio es n−dimensional queda claro que los vectores ~pi, i = 1, . . . , n constituyen una
base ortonormal del espacio de configuración.

Tomemos los n ejes principales aśı determinados como los nuevos ejes del sistema de referencia, que
ahora es rectangular. El eje principal para un λi dado en la base original viene dada por:

~pi = (αi1, . . . , αin) . (2.200)

Entonces, tenemos que:

−→
OQ =

n∑
i=1

(
~pi ·

−→
OQ
)
~pi =

n∑
i=1

(
~pi ·

−→
OQ
)

︸ ︷︷ ︸
ui

(αi1, . . . , αin) . (2.201)
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Siendo las ui = ~pi ·
−→
OQ las nuevas coordenadas en el sistema de referencia rectangular. De la expresión

anterior resulta la siguiente relación entre las viejas coordenadas qi de
−→
OQ y las nuevas:

q1 = u1α11 + u2α12 + . . . + unα1n ,
. . . .
. . . .
. . . .

qn = u1αn1 + u2αn2 + . . . + unαnn .

(2.202)

Con esta transformación la distancia de un punto Q al origen viene dada por:

s2 = u2
1 + u2

2 + . . .+ u2
n . (2.203)

Es decir aik → δik, adoptando la forma canónica. Por tanto, operamos con coordenadas cartesianas
ordinarias.

Veamos qué ocurre con nuestra enerǵıa potencial V a consecuencia de nuestra transformación. En
principio sólo sab́ıamos que V deb́ıa ser una forma cuadrática:

V =
1

2

n∑
i,k=1

b
′

ikuiuk . (2.204)

Si planteamos en nuestro nuevo sistema de referencia las ecuaciones (2.186), tenemos:

n∑
i,k=1

b′ikuk = λui , (2.205)

junto con la condición auxiliar:

n∑
k=1

u2
k = 1 . (2.206)

Los valores λ de (2.205) pueden ser identificados con los valores λ obtenidos previamente, pues éstos son
invariantes bajo una transformación lineal. Notemos que (2.205) en el nuevo sistema de coordenadas
se reduce a un problema ordinario de autovalores y autovectores. Más aún, en el nuevo sistema de
referencia, dado que la misma base está formada por los ejes principales sabemos la solución a (2.205),
los mismos vectores que forman la base. Aśı b′ik es diagonal en esta base tal que b′ii = λi. Luego la
enerǵıa potencial asume en el nuevo sistema de referencia la forma diagonal:

V =
1

2

(
λ1u

2
1 + λ2u

2
2 + . . .+ λnu

2
n

)
. (2.207)

Aśı que no sólo hemos obtenido que el cuadrado de la distancia s2 asume una forma diagonal, sino
también que V es diagonal en el mismo sistema de coordenadas y hemos diagonalizado simultáneamente
dos formas cuadráticas simétricas, siendo una de ellas definida positiva (aik). La enerǵıa cinética T
adopta la forma:

T =
1

2

(
ds

dt

)2

=
1

2
(u̇2

1 + . . .+ u̇2
n) . (2.208)
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Las ecuaciones de movimiento se simplifican, pasando a ser ecuaciones diferenciales de segundo orden
independientes para cada coordenada:

ü1 + λ1u1 = 0 ,
. .
. .
. .
ün + λnun = 0 ,

(2.209)

de solución,

ui = Ai cos
√
λit+Bi sen

√
λit , i = 1, . . . , n , (2.210)

con Ai y Bi, constantes de integración.
Hay que distinguir dos casos:

1. Todas las λi son positivas.

El sistema oscila alrededor del punto de equilibrio P que es un ḿınimo del potencial, dado
que (2.175) es una forma cuadrática definida positiva al ser todos sus autovalores positivos. Las
oscilaciones ocurren a lo largo de los eje principales, con frecuencias νi =

√
λi y se superponen en

modos normales (por ser cada vibración independiente una de la otra), dando lugar al movimiento
total. Las νi cambian de eje a eje y se habla del espectro de vibraciones normales. En este caso
hablamos de equilibrio estable.

Como ya se ha indicado, el requisito de que (2.175) sea una forma cuadrática positiva no es ne-
cesario en las demostraciones anteriores donde sólo se ha considerado aik como forma cuadrática
definida positiva.

2. Al menos una de las ráıces caracteŕısticas λi es negativa o nula.

Esto ocurre cuando la forma (2.175) no es definida positiva. En este caso sea λj ≤ 0, entonces
definimos νi =

√
−λi, y resolviendo la ecuación de movimiento correspondiente de (2.209),

tenemos:

ui = Aeνit +Be−νit (2.211)

Es decir, deja de ser una solución periódica y tiene un comportamiento exponencial. El más
ḿınimo impulso a lo largo del j-ésimo eje (λj < 0) es suficiente para producir un movimiento
que se aleja exponencialmente del punto de equilibrio con el tiempo. En este caso hablamos de
equilibrio inestable.12

12Para νi = 0 entonces la solución es ui = Ait+Bi.
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Caṕıtulo 3

Teoŕıa de Hamilton

3.1. Transformaciones de Legendre

El matemático francés Legendre (1752-1833) descubrió una importante transformación en sus estu-
dios conectados con la solución de ecuaciones diferenciales.

Sea F una función de n variables u1, . . . , un, y v1, . . . , vn sus derivadas:

vi =
∂F

∂ui
. (3.1)

Asumimos que el Hessiano: ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂2F

∂ui∂uj

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 . (3.2)

Lo que garantiza la independencia de las variables vi. En este caso las ecuaciones (3.1) son invertibles
y podemos obtener:

vi = vi(u1, . . . , un), uj = uj(v1, . . . , vn) . (3.3)

Definamos una nueva función G:

G(v1, . . . , vn) =
n∑
i=1

ui(v)vi − F (u(v)) . (3.4)

donde las variables ui están dadas en función de las vi. Consideremos una variación infinitesimal
arbitraria de las vi. En ese caso:

δG =
n∑
i=1

∂G

∂vi
δvi =

n∑
i=1

(uiδvi + δuivi)− δF (3.5)

=
n∑
i=1

[
uiδvi +

(
vi −

∂F

∂ui

)
δui

]
, (3.6)
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y por (3.1), tenemos que:

∂G

∂vi
= ui . (3.7)

Este resultado, junto con (3.1), expresa una clara dualidad de las transformaciones de Legendre, por lo
que éstas reciben el nombre de transformaciones duales. El siguiente esquema muestra esta dualidad:

Sistema anterior Nuevo sistema
Variables: u1, . . . , un v1, . . . , vn
Función: F = F (u1, . . . , un) G = G(v1, . . . , vn)

vi = ∂F
∂ui

(a) ui = ∂G
∂vi

G =
∑

i uivi − F (b) F =
∑

i uivi −G
G = G(v1, . . . , vn) (c) F = F (u1, . . . , un)

(3.8)

La transformación es enteramente simétrica. Podŕıamos intercambiar nuevo por viejo e ir de derecha a
izquierda.

Consideremos a continuación la siguiente extensión de las transformaciones de Legendre presentadas
hasta ahora. Para ello supongamos que nuestra función F es una función de dos conjuntos de variables,

F = F (w1, . . . , wm;u1, . . . , un) ,

y realicemos la transformación de Legendre sólo sobre el conjunto de variables ui. En ese caso:

G(w1, . . . , wm; v1, . . . , vn) =
n∑
i=1

uivi − F . (3.9)

Notemos que la nueva función G, también contiene al conjunto de variables que no intervienen en la
transformación. A estas variables las llamamos variables pasivas, mientras a las variables que śı inter-
vienen las llamamos variables activas. De nuevo, considerando una variación infinitesimal arbitraria de
las variables wi y vi, tenemos,

δG =
n∑
i=1

[
δviui +

(
vi −

∂F

∂ui

)
δui

]
−

n∑
i=1

∂F

∂wi
δwi , (3.10)

y teniendo en cuenta (3.1), que cancela los términos proporcionales a δui, resulta:

∂G

∂vi
= ui ,

∂G

∂wj
= − ∂F

∂wj
(3.11)

3.2. Transformaciones de Legendre aplicadas al Lagran-

giano

Apliquemos ahora las transformaciones de Legendre a la función Lagrangiana:

L = L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) , (3.12)
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tomando como variables activas las velocidades generalizadas (n variables), mientras que las variables
pasivas serán las coordenadas generalizadas y el tiempo (n+ 1 variables).

Siguiendo el procedimiento establecido en la sección anterior relativo a las transformaciones de
Legendre, tenemos por tanto que:

1. Introducir nuevas variables, “momentos generalizados” o simplemente “momentos”:

pi =
∂L

∂q̇i
. (3.13)

2. Introducir la nueva función, que denotamos por H y la llamamos Hamiltoniano

H =
∑
i=1

piq̇i − L . (3.14)

3. Expresar la función H como función de las coordenadas y momentos,

H = H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) , (3.15)

donde empleando la definición de las nuevas variables pi (3.13), se expresan las derivadas q̇i =
q̇i(q, p, t).

A modo de resumen, y para mostrar la dualidad entre Lagrangiano y Hamiltoniano, presentamos el
esquema:

Sistema anterior Nuevo sistema
Función: L = L(q, q̇, t) H = H(q, p, t)
Variables activas: velocidades, q̇i momentos, pi
Variables pasivas: qi, t qi, t

pi = ∂L
∂q̇i

q̇i = ∂H
∂pi

H =
∑

i piq̇i − L L =
∑

i piq̇i −H
H = H(q, p, t) L = L(q, q̇, t)

(3.16)

En este caso, para las variables pasivas tenemos:

∂L

∂qi
= −∂H

∂qi
,

∂L

∂t
= −∂H

∂t
. (3.17)

Debemos tener en cuenta que para que (3.13) sea invertible se requiere que:∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂2L

∂q̇i∂q̇j

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 . (3.18)
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3.3. Ecuaciones canónicas

De la transformación de Legendre hemos obtenido:

q̇i =
∂H

∂pi
. (3.19)

Pero además de (3.17) tenemos:

ṗi =
∂L

∂qi
= −∂H

∂qi
. (3.20)

Es decir, surgen 2n ecuaciones diferenciales de primer orden:

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, (3.21)

que se denominan ecuaciones canónicas de Hamilton o simplemente ecuaciones canónicas.
Las relaciones duales:

pi =
∂L

∂q̇i
, q̇i =

∂H

∂pi
, (3.22)

no expresan ninguna ley de movimiento. Simplemente expresan los momentos en términos de las
velocidades y viceversa. Las ecuaciones de Lagrange están contenidas en:

ṗi = −∂H
∂qi

. (3.23)

Ejemplo.- El oscilador armónico unidimensional.

Lagrangiano:

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2 ,

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ⇒ ẋ =

p

m
.

Hamiltoniano:

H = pẋ− L =
p2

m
− p2

2m
+

1

2
mω2x2 =

p2

2m
+

1

2
mω2x2 .

Ecuaciones canónicas de Hamilton:

ẋ =
∂L

∂p
=

p

m
, ṗ = −∂H

∂x
= −mω2x .
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Y dado que:

ṗ = mẍ⇒ mẍ = −mω2x

Tenemos:

ẍ+ ω2x = 0

Que es justamente la ecuación de Lagrange.

Esquemáticamente, la transformación de Legendre dando lugar al Hamiltoniano ha implicado:

• 2n ecuaciones diferenciales de primer orden en el tiempo.

• Las derivadas sólo aparecen ahora a la izquierda de las ecuaciones:

ṗi = −∂H
∂qi

, q̇i =
∂H

∂pi
.

• Se duplica la dimensión del espacio de variables n → 2n, qi → qi, pi. Pasamos aśı del espacio
de configuración al denominado espacio de fases, asociado con la formulación Hamiltoniano de
la mecánica clásica.

• El espacio de fases, al disponer del doble de dimensiones que el espacio de configuración, plantea
la posibilidad de ampliar el conjunto de transformaciones posibles sobre un sistema mecánico
más allá de las transformaciones de punto de la mecánica Lagrangiana asociada al espacio de
configuración.

3.3.1. Notas

• El paso de n variables a 2n variables, podŕıa realizarse de muchos modos, por ejemplo:

sα = qα , α = 1, . . . , n , (3.24)

sα = q̇α−n , α = n+ 1, . . . , 2n . (3.25)

De esta forma, las ecuaciones de Lagrange:

d

dt

∂L

∂sα+n

− ∂L

∂sα
= 0 , α = 1, . . . , n , (3.26)

junto con,

sα+n = ṡα , α = 1, . . . , n , (3.27)

dan lugar a 2n ecuaciones diferenciales de primer orden en t, equivalentes a las ecuaciones
de Lagrange. Sin embargo, las nuevas variables introducidas en (3.25) no cumplen el objetivo
fundamental de dar lugar a transformaciones en 2n variables más allá de las transformaciones
de punto de la mecánica de Lagrange, y en las que se mantengan ecuaciones de movimiento
del mismo tipo (3.26) y (3.27) que en las variables originales. Este proceso ha sido una simple
reescritura de las ecuaciones de la mecánica Lagrangiana.
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• El Hamiltoniano depende de las coordenadas generalizadas empleadas para su cálculo (no aśı el
Lagrangiano que es invariante).

• Consecuencia de las ecuaciones canónicas (3.21) es la siguiente expresión para la dependencia
temporal de H:

dH

dt
=
∑
i

(
∂H

∂qi
q̇i +

∂H

∂pi
ṗi

)
+
∂H

∂t
=
∂H

∂t
= −∂L

∂t
. (3.28)

Téngase en cuenta que ∂L
∂t
≡ ∂L(q,q̇,t)

∂t

∣∣
q,p,t

. Aśı H es una constante sólo si L(q, q̇, t) no tiene

dependencia temporal expĺıcita.

• H no siempre será equivalente a la enerǵıa total del sistema. Podemos decir que H es igual a
E = T +V , sólo si dado L = T −V , T es una función homogénea cuadrática en las velocidades.
Cuando el sistema no es aislado puede ocurrir que H no sea la enerǵıa total del sistema ya que su
variación no será igual, en general, al trabajo realizado sobre el sistema por las fuerzas externas
al mismo. Presentaremos varios ejemplos en los ejercicios.

3.4. La integral canónica

El par de ecuaciones (3.21), poseen un doble origen. El primer conjunto, proviene de la transformación
de Legendre y puede considerarse como una definición impĺıcita de los momentos pi. El segundo conjunto
de ecuaciones es consecuencia del principio variacional de Hamilton. La simetŕıa del conjunto completo
de ecuaciones sugiere que pueden ser deducidas de un único principio.

Recordemos la acción,

S =

∫ t2

t1

L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t)dt , (3.29)

a partir de la cual, e invocando el principio de Hamilton, se determina el movimiento real del sistema
tal que haga estacionario dicho funcional, δS = 0 con las condiciones de que δq(t1) = δq(t2) = 0. De
(3.16) podemos también escribir:

L =
n∑
i=1

piq̇i −H(q, p, t) , (3.30)

y una vez eliminados los pi, al ser expresados como funciones de los qi, q̇i y t, a partir de (3.13),
tomar variaciones en (3.29) respecto a cambios en qi. Sin embargo, no es necesario proceder aśı, ya
que la variación de L respecto a un cambio de pj(q, q̇, t) es idénticamente nula para cualquier posible
trayectoria:

δL =
n∑
i=1

δpiq̇i −
∂H

∂pi
δpi =

n∑
i=1

(
q̇i −

∂H

∂pi

)
δpi = 0 , (3.31)
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debido a la propia definición de transformación de Legendre, más expĺıcitamente:

q̇i −
∂H(q, p, t)

∂pi
|(q,p(q,q̇,t),t) = 0 . (3.32)

Aśı en el cálculo de δS, una variación de pi(q, q̇, t) es cero, y por tanto tomaremos variaciones arbitrarias
en los pi junto con las variaciones de las qi para la forma del Lagrangiano dada en (3.30). A partir
de (3.21) y (3.30) tenemos:

S =

∫ t2

t1

[
n∑
i=1

piq̇i −H(q, p, t)

]
dt , (3.33)

que recibe el nombre de integral canónica y que, imponiendo el principio de Hamilton, se llega a que
el movimiento real del sistema debe cumplir:

δS =

∫ t2

t1

[
n∑
i=1

(
q̇i −

∂H

∂pi

)
δpi +

n∑
i=1

(
piδq̇i −

∂H

∂qi
δqi

)]
dt = 0 . (3.34)

Éste es nuestro nuevo problema variacional con 2n variables. Integrando por partes en (3.34) y recor-
dando que δq(t1) = δq(t2) = 0, tenemos:

δS =

∫ t2

t1

[
n∑
i=1

(
q̇i −

∂H

∂pi

)
δpi −

n∑
i=1

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi

]
dt = 0 . (3.35)

El primer sumatorio de la derecha se anula idénticamente debido a (3.32), mientras que los factores
que multiplican las variaciones arbitrarias e independientes de los δqi se deben anular uno a uno, dando
lugar al segundo conjunto de ecuaciones canónicas.

No obstante, llegados a (3.35), podemos igualmente considerar el hecho de hacer estacionaria (3.33)
respecto a variaciones arbitrarias de pi y qi, tal que δq(t1) = δq(t2) = 0, como un nuevo principio
variacional del que deducir las ecuaciones canónicas, independientemente del principio de Hamilton
ligado a la formulación Lagrangiana de la mecánica. Aśı, a partir de (3.35) llegamos de nuevo a las
ecuaciones canónicas:

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
(3.36)

sin suponer que H proceda de hecho de un Lagrangiano mediante una transformación de Legendre,
con lo que (3.32) aparece ahora como una ecuación de movimiento más. De este modo se pone en pie
de igualdad la formulación Hamiltoniana y la formulación Lagrangiana de la mecánica.

Notemos que a cada coordenada qk le corresponde un momento pk, es decir las variables se agrupan
en pares: (

q1
p1

)
,

(
q2
p2

)
, . . . ,

(
qn
pn

)
. (3.37)
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Por esta razón a cada par (qk, pk) se les llama “variables conjugadas”, y a pk =
∂L

∂q̇k
el “momento

conjugado” de qk.

Fijémonos que hemos llegado a ecuaciones de movimiento de la forma:

q̇i = fi(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) =
∂H

∂pi
,

ṗi = gi(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) = −∂H
∂qi

.

Sin embargo, lo restrictivo en las ecuaciones canónicas es que las fi y gi son obtenidas por derivación
de una única función, H(q, p, t).

Podemos explicitar el hecho de que las variables aparezcan en pares en las ecuaciones canónicas
introduciendo las variables complejas:

uk =
qk + ipk√

2
, u ∗k =

qk − ipk√
2

. (3.38)

En ese caso el par de ecuaciones (3.36) puede sustituirse por la única ecuación:

duk
idt

= −∂H
∂u∗k

. (3.39)

Comprobémoslo:

− ∂H

∂u∗k
= −∂H

∂qk

∂qk
∂u ∗k

− ∂H

∂pk

∂pk
∂u ∗k

= − i√
2

(q̇k + iṗk) =
duk
idt

. (3.40)

En el desarrollo anterior se ha tenido en cuenta que,

qk =
1√
2

(uk + u ∗k ) , pk =
1

i
√

2
(uk − u ∗k ) ,

∂qk
∂u ∗k

=
1√
2
,

∂pk
∂u ∗k

= − 1

i
√

2
,

además de las ecuaciones canónicas (3.36).
Dada la dualidad de una transformación de Legendre, a cada problema Hamiltoniano le corresponde

un problema Lagrangiano, según se reflejó en (3.16). Para ello, se expresan los momentos pi en función

de q, q̇ y t a partir de ṗi =
∂H

∂pi
, y los sustituimos en

L(q, q̇, t) =
∑
i

pi(q, q̇, t)q̇i −H(q, p(q, q̇, t), t) . (3.41)

A partir de este Lagrangiano obtenemos entonces las correspondientes ecuaciones de Lagrange.
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Notación: Las ecuaciones canónicas se pueden expresar de un modo más compacto empleando la
notación,

ξα = qα , α = 1, . . . , n ,

ξα = pα−n , α = n+ 1, . . . , 2n . (3.42)

Introducimos la matriz:

Γ =

[
On In
−In On

]
, (3.43)

donde In representa la matriz unidad de orden n, y On la matriz nula de orden n. Γ es una matriz
2n × 2n, cuyos elementos denotaremos por γαβ. Es directo comprobar que las ecuaciones canónicas
(3.36) se pueden expresar como:

ξ̇α =
2n∑
β=1

γαβ
∂H

∂ξβ
(3.44)

Hay que familiarizarse con ambas notaciones, (q, p) y ξα.
Estudiemos las siguientes propiedades de la matriz Γ, que nos serán útiles para el desarrollo del

tema. Comenzamos con dos propiedades obvias a partir de (3.43):

1. Γ es ortonormal, Γ>Γ = ΓΓ> = I, o en componentes:∑
α

γαβγαρ =
∑
α

γβαγρα = δβρ .

2. Γ es antisimétrica, Γ> + Γ = O ,

γαβ = −γβα . (3.45)

3. El determinante de Γ es la unidad, ya que:

det Γ =
∑
σ

ε
σ1...σnσn+1...σ2n

1......n n+1......2n γ1σ1 . . . γnσnγ(n+1)σn+1 . . . γ2nσ2n .

De (3.43) es obvio que sólo contribuye la permutación: σ1 = n + 1, σ2 = n + 2, . . . , σn =
2n ; σn+1 = 1, σn+2 = 2, . . . , σ2n = n. La signatura de dicha permutación es (−1)n que
multiplicada por (−1)n, que resulta de la multiplicación de los elementos de menos la matriz
identidad comprendida entre las filas n+ 1 y 2n, y columnas 1 y n, nos da 1.
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3.5. Los corchetes de Poisson

Apliquemos esta nueva notación para analizar la dependencia temporal de una variable canónica
arbitraria. Sea F = F (ξ, t), una función que depende de las variables dinámicas ξα y del tiempo. La
evolución temporal de F viene dada por:

dF

dt
=
∂F

∂ξα
ξ̇α +

∂F

∂t
=
∂F

∂ξα
γαβ

∂H

∂ξβ
+
∂F

∂t
, (3.46)

donde hemos empleado las ecuaciones canónicas. Además en lo que queda de tema se emplea el
convenio de Einstein para sumar sobre ı́ndices repetidos. Si analizamos el primer sumando:

∂F

∂ξα
γαβ

∂H

∂ξβ
=

n∑
i=1

(
∂F

∂qi

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi

)
= [F,H] , (3.47)

que se denomina corchete de Poisson de F y H. En general dadas dos variables dinámicas cualesquiera
su corchete de Poisson se define como:

[R,S] =
∂R

∂ξα
γαβ

∂S

∂ξβ
=
∂R

∂qα

∂S

∂pα
− ∂R

∂pα

∂S

∂qα
. (3.48)

Aśı la expresión (3.46) se puede reescribir como:

dF

dt
= [F,H] +

∂F

∂t
. (3.49)

Si F = F (ξ), es decir, no depende expĺıcitamente del tiempo:

dF

dt
= [F,H] . (3.50)

En particular, si F = ξα,

ξ̇α = [ξα, H] = γαβ
∂H

∂ξβ
, (3.51)

y recuperamos (3.44).

3.5.1. Propiedades de los corchetes de Poisson

1. Linealidad:

[αS + βR, T ] = α [S, T ] + β [R, T ] (3.52)

2. Antisimetŕıa:

[S,R] = − [R,S] , (3.53)

de donde se deduce, junto con 1, que [S, αT + βU ] = α[S, T ] + β[S, U ] .
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3. Regla del producto:

[S,RT ] = [S,R]T +R [S, T ] , (3.54)

propiedad análoga a la derivación de un producto de funciones, si consideramos S como el
operador derivada en la analoǵıa. Demostración.-

[S,RT ] =
∂S

∂ξα
γαβ

∂(RT )

∂ξβ
=
∂S

∂ξα
γαβ

∂R

∂ξβ
T+

+R
∂S

∂ξα
γαβ

∂T

∂ξβ
= [S,R]T +R [S, T ] .

4. La identidad de Jacobi:

[R, [S, T ]] + [S, [T,R]] + [T, [R,S]] = 0 . (3.55)

Demostración.-

[R, [S, T ]] =
∂R

∂ξα
γαβ

∂

∂ξβ

(
∂S

∂ξη
γηρ

∂T

∂ξρ

)
=

=
∂R

∂ξα
γαβ

∂2S

∂ξβξη
γηρ

∂T

∂ξρ
+
∂R

∂ξα
γαβ

∂S

∂ξη
γηρ

∂2T

∂ξβ∂ξρ
,

(a)

[S, [T,R]] =
∂S

∂ξα
γαβ

∂2T

∂ξβξη
γηρ

∂R

∂ξρ
+
∂S

∂ξα
γαβ

∂T

∂ξη
γηρ

∂2R

∂ξβ∂ξρ
, (b)

[T, [R,S]] =
∂T

∂ξα
γαβ

∂2R

∂ξβξη
γηρ

∂S

∂ξρ
+
∂T

∂ξα
γαβ

∂R

∂ξη
γηρ

∂2S

∂ξβ∂ξρ
. (c)

Al sumar los tres corchetes, la suma se cancela a pares. A modo de ejemplo, observemos cómo
se anulan el primer sumando de (a) y el segundo sumando de (c):

∂R

∂ξα
γαβ

∂2S

∂ξβ∂ξη
γηρ

∂T

∂ξρ
+
∂T

∂ξα
γαβ

∂R

∂ξη
γηρ

∂2S

∂ξβ∂ξρ
=

=
∂R

∂ξη
γηρ

∂2S

∂ξρ∂ξα
γαβ

∂T

∂ξβ
+
∂R

∂ξη
γηρ

∂2S

∂ξβ∂ξρ
γαβ

∂T

∂ξα
=

=
∂R

∂ξη
γηρ

∂2S

∂ξρ∂ξα
γαβ

∂T

∂ξβ
− ∂R

∂ξη
γηρ

∂2S

∂ξρ∂ξβ
γβα

∂T

∂ξα
=

=
∂R

∂ξη
γηρ

∂2S

∂ξρ∂ξα
γαβ

∂T

∂ξβ
− ∂R

∂ξη
γηρ

∂2S

∂ξρ∂ξα
γαβ

∂T

∂ξβ
= 0 .

(3.56)

Donde hemos utilizado que Γ es antisimétrica. De forma equivalente se calcula para los otros
pares de sumandos.
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5. Regla de la cadena:

Sea ηα = ηα(ξ, t), y siendo esta relación invertible, se tiene entonces:

[R,S] =
∂R

∂ηα
[ηα, ηβ]

∂S

∂ηβ
. (3.57)

Demostración.-

[R,S] =
∂R

∂ξα
γαβ

∂S

∂ξβ
=
∂R

∂ηρ

∂ηρ
∂ξα

γαβ
∂ηλ
∂ξβ

∂S

∂ηλ
=
∂R

∂ηρ
[ηρ, ηλ]

∂S

∂ηλ
.

6. Corchetes fundamentales:

[ξα, ξβ] = γαβ . (3.58)

En la notación (q, p),

[qi, qj] = [pi, pj] = 0 , (3.59)

[qi, pj] = δij . (3.60)

7. Si R y S son constantes de movimiento (dR/dt = 0 y dS/dt = 0), entonces [R, S] es otra
constante de movimiento.

Demostración.-

d

dt
[R,S] = [[R,S] , H] +

∂

∂t
[R,S] ,

en virtud de (3.49). Por la identidad de Jacobi (3.55) ,

[[R,S] , H] = − [[S,H] , R]− [[H,R] , S] ,

y tenemos,

d

dt
[R,S] = [R, [S,H]] + [[R,H] , S] +

∂

∂t
[R,S] =

=

[
R, [S,H] +

∂S

∂t

]
+

[
[R,H] +

∂R

∂t
, S

]
= 0 ,

ya que,

∂

∂t
[R,S] =

∂

∂t

(
∂R

∂ξα
γαβ

∂S

∂ξβ

)
=

∂2R

∂t∂ξα
γαβ

∂S

∂ξβ
+

+
∂R

∂ξα
γαβ

∂2S

∂ξβ∂t
=

[
∂R

∂t
, S

]
+

[
R,

∂S

∂t

]
, (3.61)

y por hipótesis,

dR

dt
= [R,H] +

∂R

∂t
= 0,

dS

dt
= [S,H] +

∂S

∂t
= 0 . (3.62)
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3.6. El teorema de los corchetes de Poisson

Las ecuaciones de movimiento canónicas se han generado a partir del Hamiltoniano H(ξ, t):

ξ̇α = γαβ
∂H

∂ξβ
. (3.63)

Pero podŕıamos pensar en ecuaciones de movimiento más generales:

ξ̇α = ψα(ξ, t) , (3.64)

en los que no hubiere una función H(ξ, t) tal que:

ψα = γαβ
∂H

∂ξβ
. (3.65)

El problema que nos planteamos es averiguar cuándo existe tal Hamiltoniano.

Teorema de los corchetes de Poisson

Sean ξα(t) la evolución de un sistema en el espacio de fases. Esta evolución viene generada por algún
Hamiltoniano H(ξ, t) śı y sólo si para cada par de variables dinámicas arbitrarias R(ξ, t) y S(ξ, t), se
satisface la relación:

d

dt
[R,S] = [Ṙ, S] + [R, Ṡ] . (3.66)

Demostración.-

Condición Necesaria

Supongamos que la evolución temporal viene generada por H(ξ, t). Entonces de (3.49) tenemos:

d

dt
[R,S] = [[R,S] , H] +

∂

∂t
[R,S] .

Utilizando la identidad de Jacobi:

[[R, S] , H] = − [[S,H] , R]− [[H,R] , S] = [R, [S,H]] + [[R,H] , S] ,

y teniendo en cuenta (3.61), llegamos a que efectivamente,

d

dt
[R,S] = [[R,H] , S] + [R, [S,H]] +

[
∂R

∂t
, S

]
+

[
R,

∂S

∂t

]
=

=

[
[R,H] +

∂R

∂t
, S

]
+

[
R, [S,H] +

∂S

∂t

]
,

y por tanto,

d

dt
[R,S] = [Ṙ, S] + [R, Ṡ] .
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Condición Suficiente

Nos preguntamos ahora si existe la función H tal que:

∂H

∂ξβ
= ξ̇αγαβ ,

relación que es equivalente a (3.64) y a (3.65). Para ello se ha de satisfacer la condición de integrabilidad:

χβ = ξ̇αγαβ ,
∂χα
∂ξβ

=
∂χβ
∂ξα

.

En ese caso podremos asegurar que existe una función H(ξ, t) tal que:

χα =
∂H

∂ξα
.

Comprobemos que éste es el caso:

d

dt
[ξα, ξβ] =

d

dt
γαβ = 0 =

[
ξ̇α, ξβ

]
+
[
ξα, ξ̇β

]
=

=
∂ψα
∂ξµ

γµλ
∂ξβ
∂ξλ

+
∂ξα
∂ξµ

γµλ
∂ψβ
∂ξλ

=

=
∂ψα
∂ξµ

γµβ + γαλ
∂ψβ
∂ξλ

= 0 .

Multiplicando esta última ecuación por γαργβσ y sumando, se tiene:

γαρ
∂ψα
∂ξµ

γµβγβσ + γαργαλ
∂ψβ
∂ξλ

γβσ = 0 .

Teniendo en cuenta que Γ es ortonormal y antisimétrica, tenemos que:

− γαρ
∂ψα
∂ξσ

+
∂ψβ
∂ξρ

γβσ = 0 . (3.67)

Puesto que,

χρ = ψαγαρ , χσ = ψβγβσ ,

vemos que se satisface la condición de integrabilidad a partir de (3.67):

∂χρ
∂ξσ

=
∂χσ
∂ξρ

Ejemplo.- Consideremos las ecuaciones:

q̇ = pq , ṗ = −pq .
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Si este movimiento fuese generado por un Hamiltoniano:

q̇ =
∂H

∂p
= pq , ṗ = −∂H

∂q
= −pq ,

de donde se deduce,

∂H

∂p
= pq ,

∂H

∂q
= pq .

Las derivadas cruzadas son por tanto,

∂2H

∂p∂q
= p ,

∂2H

∂q∂p
= q .

¡Las derivadas cruzadas no son iguales y por tanto no hay tal Hamiltoniano!
Veamos que en este ejemplo no se cumple (3.66):

d

dt
[q, p] = 0

[q̇, p] + [q, ṗ] = [pq, p]− [q, pq] = − [p, pq]− [q, pq] = p− q 6= 0 ,

y por tanto, en virtud del teorema de los paréntesis de Poisson, no existe tal Hamiltoniano.

Corolarios

1. Sean ξα(t) la evolución de un sistema en el espacio de fases. Esta evolución viene generada por
algún Hamiltoniano H(ξ, t) śı y sólo si,

d

dt
[ξβ, ξα] = 0 = [ξ̇α, ξβ] + [ξα, ξ̇β] , (3.68)

con α, β = 1, . . . , 2n.

La demostración de que es condición necesaria es análoga a la realizada para el teorema de los
corchetes de Poisson, sustituyendo R → ξα y S → ξβ. En cuanto a que es condición suficiente,
la demostración es exactamente la misma que la realizada para el teorema anterior.

2. Si R y S son constantes de movimiento, entonces [R,S] es una nueva constante de movimiento

Demostración.-

d

dt
[R,S] = [Ṙ, S] + [R, Ṡ] = 0 ⇒ [R,S] = cte.
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3.7. El espacio de fases y el fluido de fases

En Mecánica Lagrangiana hemos trabajado en el espacio de configuración, donde n coordenadas
generalizadas definen uńıvocamente la posición del sistema.

En mecánica Hamiltoniana trabajamos en un espacio en el que conservamos las n coordenadas
generalizas, pero añadimos los n momentos pi. Es decir, estamos en un espacio 2n-dimensional, en
el que cada punto define uńıvocamente el estado del sistema. El f́ısico americano Gibbs llamó a este
(q, p) espacio de 2n dimensiones, el espacio de fases.

Matemáticamente, dado que las ecuaciones canónicas son de primer orden, en mecánica Hamilto-
niana tenemos que:

qi = fi(q
0
1, . . . , q

0
n, p

0
1, . . . , p

0
n, t) ,

pi = gi(q
0
1, . . . , q

0
n, p

0
1, . . . , p

0
n, t) , (3.69)

es decir, fijado el punto inicial en el espacio de fases el movimiento subsiguiente queda completamente
fijado. Pero además, dado que para cada estado inicial hay un movimiento único,

q0
i = q0

i (q(t), p(t), t) ,

p0
i = p0

i (q(t), p(t), t) ,

es decir, las relaciones (3.69) son invertibles.
Por otra parte, si añadimos el tiempo como variable adicional, tenemos un espacio de 2n + 1

dimensiones llamado el espacio de los estados, en el que las curvas no se cruzan. Dicho espacio se
puede “visualizar” añadiendo una dimensión ortogonal al resto de 2n dimensiones canónicas asociada
al tiempo. En el espacio de los estados dadas unas condiciones iniciales (q0, p0) el sistema describe un
movimiento determinado que viene dado por una curva en dicho espacio, tal que las curvas no se cruzan
para distintas condiciones iniciales. De este modo, el conjunto de todo movimiento posible del sistema
queda completamente geometrizado como un conjunto infinito de curvas que no se entrecruzan y que
llenan el espacio de 2n + 1 dimensiones. Esto no ocurre en el espacio de configuración, ya que cada
punto de este espacio n-dimensional sólo fija la posición pero no las velocidades.

La imagen geométrica y anaĺıtica del espacio de fases para un sistema cerrado está en completa
analoǵıa con el movimiento de un fluido en tres dimensiones, donde las ĺıneas de flujo no se entrecruzan
en el transcurso del tiempo. En hidrodinámica tenemos dos descripciones posibles, “descripción de
part́ıcula” y “descripción de campo”. En la descripción de part́ıcula se sigue el movimiento individual
de cada part́ıcula del fluido y se da su posición en función del tiempo y de cierta posición inicial:

x = x(x0, y0, z0, t) ,

y = y(x0, y0, z0, t) ,

z = z(x0, y0, z0, t) .

(3.70)

Por otra parte, se define el “campo de velocidades” como:

ẋ =
dx

dt
, ẏ =

dy

dt
, ż =

dz

dt
. (3.71)
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Resolviendo (3.70), se obtiene x0, y0 y z0 en función de x, y, z, t, y sustituyendo en (3.71) tenemos,

ẋ = u(x, y, z, t) ,

ẏ = v(x, y, z, t) ,

ż = w(x, y, z, t) , (3.72)

que es la llamada “descripción de campo”.
Podemos pasar de una descripción a otra. Ya hemos visto como es el paso de la descripción de

part́ıcula a la de campo. Si tenemos las ecuaciones de campo, éstas se integran y obtenemos la des-
cripción de part́ıcula. Ambos formalismos son equivalentes.

Esta imagen hidrodinámica se traslada directamente al espacio de fases. La única diferencia es
que en lugar de un espacio 3-dimensional tenemos un espacio 2n-dimensional (q, p) con el campo de
velocidades dado por:

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, . . . , n , (3.73)

de forma equivalente:

ξ̇α = γαβ
∂H

∂ξβ
, α = 1, . . . , 2n . (3.74)

Esta analoǵıa entre el movimiento de un sistema en el espacio de fases y el movimiento de un fluido
hace que al primero también se le denomine movimiento del fluido de fase.

El movimiento de un fluido se dice que es estacionario si el campo de velocidades no depende
expĺıcitamente del tiempo, es decir, en un punto dado la velocidad no depende del tiempo. Esto ocurre
en el espacio de fases si H no depende expĺıcitamente del tiempo H = H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn).
Aśı podemos decir que el fluido de fase asociado a un sistema conservativo está en un estado estacionario
de movimiento.

El teorema de conservación de la enerǵıa en los sistemas conservativos, H = E, posee una interpre-
tación geométrica en conexión con el movimiento del fluido de fase. La ecuación:

H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) = E , (3.75)

representa una superficie del espacio de fases 2n-dimensional. Si la constante E asume valores arbitrarios
obtenemos una familia infinita de superficies que llena el espacio. Aśı, un fluido de fases que comienza
su movimiento en una determinada superficie de enerǵıa se mantiene contenido en dicha superficie.

3.8. El teorema de Liouville

Es muy ilustrativo seguir con la analoǵıa hidrodinámica. Un fluido se dice que es “incompresible”
si el volumen de una porción arbitraria del fluido se mantiene constante a lo largo del movimiento del
mismo, aun cuando la forma de dicha porción cambie con el tiempo.

Sea ∫
R0

dx0dy0dz0 , (3.76)
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el volumen contenido en la región R0 de R3, y sea∫
R(t)

dxdydz , (3.77)

el volumen de la región R(t), que es la región evolucionada temporalmente de R0. Para que el volumen
sea el mismo es necesario y suficiente que el módulo del Jacobiano de la transformación

(x0, y0, z0) ↔ (x(t), y(t), z(t)) , (3.78)

tenga módulo unidad. Esta es la condición necesaria y suficiente para un fluido incompresible en la
descripción de part́ıcula.

Descripción de campo. Veamos de forma sencilla que la condición de incompresibilidad es en este
caso:

~∇~v =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 . (3.79)

Para ello, téngase en cuenta que la variación del volumen V encerrado por una superficie S en un
intervalo dt debido al movimiento de las part́ıculas, cuyas ĺıneas de evolución forman la superficie S,
es:

dV = dt

∫
S

~vd~S = dt

∫
RS

~∇~v dxdydz , (3.80)

como dV = 0 para un fluido incompresible, sea cual sea la superficie S, se sigue (3.79).
En el fluido de fases el volumen de una cierta región viene dado por la generalización a 2n dimensiones

de (3.77),

σ =

∫
dq1 . . . dqndp1 . . . dpn , (3.81)

y se mantiene constante a lo largo del movimiento del fluido de fases ya que:

~∇~v =
n∑
i=1

(
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi
∂pi

)
=

n∑
i=1

(
∂2H

∂qi∂pi
− ∂2H

∂pi∂qi

)
= 0 , (3.82)

donde se han empleado las ecuaciones canónicas (3.36). Este resultado es equivalente a afirmar que el
flujo total del fluido de fases, tomado para cualquier superficie cerrada del espacio de fases, es siempre
cero. El hecho de que el fluido de fases se mueva como un fluido incompresible fue descubierto por
Liouville en 1838 y se conoce como el teorema de Liouville. En la sección 4.6 veremos otra demostración
de este teorema en correspondencia con la descripción de part́ıcula del fluido de fases.

El teorema de Liouville, nos ha llevado a la ley de conservación del volumen encerrado por una
superficie; aunque la región se deforme, su volumen permanece invariante durante el movimiento,
σ = cte.

Poincaré llamó “invariante integral” a cualquier integral asociada al espacio de fase que se mantuviera
constante a lo largo del movimiento del sistema.

Ya hemos visto que el volumen σ de un fragmento del espacio de fases, es un ejemplo de tales
invariantes integrales. Otro ejemplo es la circulación.
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t = t1

t = t2

t = L1

q

p M1 N1

M2 N2

1

Figura 3.1: Evolución temporal de la curva L1 en el espacio de fases.

3.9. El teorema de la circulación de Helmholtz

Tomemos la acción:

S =

∫ t2

t1

Ldt ,

entonces a lo largo de la trayectoria real del sistema la variación de la acción es:

δS =

[
n∑
i=1

∂L

∂q̇i
δqi

]t2
t1

=

[
n∑
i=1

piδqi

]t2
t1

, (3.83)

para cualquier variación de qi y pi.
Dibujemos una curva cerrada arbitraria L1 en el espacio de fases en un cierto tiempo t1. En t = t2

esta curva evoluciona a L2. También vemos de la figura (3.1) que M1 →M2 y N1 → N2. Si M1, N1,
están infinitesimalmente próximos en t1 aśı lo estarán M2 y N2 en t2, con t2 − t1 un intervalo finito.
Una curva la podemos describir por:

qi = fi(τ) , pi = gi(τ) , (3.84)

con τ un parámetro. A lo largo de la curva cerrada, ver figura (3.1), se calcula la integral:

Γ =

∮ n∑
i=1

pidqi =

∮ n∑
i=1

piq
′
idτ , (3.85)
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con q′i =
dqi
dτ

.

Veamos que Γ es un invariante de movimiento. Para dos curvas infinitesimalmente próximas en el
espacio de los estados, de (3.83) tenemos:

dS ≡ S
[
M2M1

]
− S

[
N2N1

]
=

[
n∑
i=1

pidqi

]t2
t1

. (3.86)

Integrando esta ecuación entre dos puntos τ1 y τ2 obtenemos la variación finita,

∆S =

[∫ τ2

τ1

n∑
i=1

pidqi

]t2
t1

. (3.87)

Si se da la vuelta completamente a L1 y a L2, entonces ∆S es cero:

∆S = 0 =

[∮ n∑
i=1

pidqi

]t2
t1

=

∮
L2

n∑
i=1

pidqi −
∮
L1

n∑
i=1

pidqi , (3.88)

siendo t1 y t2 dos instantes de tiempo arbitrarios. Por tanto,∮ n∑
i=1

pidqi = Γ = cte, (3.89)

con lo que la circulación Γ es una nueva invariante integral.
Helmholtz aplicó este teorema al movimiento de una part́ıcula en el espacio en tres dimensiones.

Aqúı el espacio fásico tendŕıa entonces 6 dimensiones. Podemos, no obstante, considerar sólo tres
dimensiones y a cada punto (x, y, z), para un cierto instante de tiempo, asociarle un vector de momento
lineal (px, py, pz). Para tiempos posteriores este espacio, con el campo vectorial de momentos lineales
asociado, evoluciona según las ecuaciones canónicas. De este modo, podemos tomar una curva cerrada
en el espacio ordinario y por el teorema de conservación de la circulación tenemos que:

Γ =

∮
m~vd~l = cte. =

∫
m
(
~∇× ~v

)
d~S , (3.90)

es una constante a lo largo del movimiento de un fluido, cuyas ĺıneas de flujo coinciden con las trayec-
torias posibles de la part́ıcula en el tiempo, en dicho espacio de configuración extendido con un campo
vectorial de momentos lineales asociado. Si inicialmente Γ = 0 para cualquier posible curva cerrada en
t = 0 en el espacio de configuración extendido, entonces no se generan vórtices y el movimiento de
este fluido permanece libre de vórtices, ~∇× ~v = 0.

3.10. Eliminación de variables ignorables. La función de

Routh

El formalismo de Hamilton es especialmente adecuado para tratar con variables ćıclicas o ignorables,
que ya fueron definidas en la sección 2.13.
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Sea qn una coordenada ignorable,

L(q1, . . . , qn−1, q̇1, . . . , q̇n, t) ⇒ H(q1, . . . , qn−1, p1, . . . , pn−1, cn, t) , (3.91)

con,

cn =
∂L

∂q̇n
= pn = cte , (3.92)

ya que H, dado en (3.91), tampoco depende de qn y entonces,

ṗn = −∂H
∂qn

⇒ cn = cte ,

q̇n =
∂H

∂cn
. (3.93)

De este modo el formalismo Hamiltoniano es más directo para tratar variables ignorables ya que q̇n
aparece ya despejado en función del resto de las coordenadas y momentos. Aśı, el problema queda
reducido a calcular qn(t) por simple integración de (3.93), una vez que q1, . . . , qn−1 y p1, . . . , pn−1, se
hayan obtenido como funciones del tiempo al resolver las ecuaciones canónicas,

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, . . . , n− 1 , (3.94)

que sólo involucran n− 1 grados de libertad.
En ocasiones es conveniente mantener un formalismo h́ıbrido entre la dinámica de Lagrange y la de

Hamilton. Eso ocurre cuando en lugar de sustituir todas las velocidades generalizadas por sus ı́mpetus,
en la transformación de Legendre que nos lleva de la dinámica de Lagrange a la de Hamilton, sólo
sustituimos algunas. Esto se consigue mediante la función de Routh.

Sea el Lagrangiano:

L(q1, . . . , qs, qs+1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇s, q̇s+1, . . . , q̇n, t) . (3.95)

Realizamos a continuación una transformación de Legendre tomando como variables activas (q̇s+1, . . . , q̇n)
y variables pasivas (q1, . . . , qn), (q̇1, . . . , q̇s) y t. La función de Routh (o Routhiana) viene dada entonces
por:

R(q1, . . . , qs, qs+1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇s, ps+1, . . . , pn, t) =
n∑

i=s+1

q̇ipi − L (3.96)

Realizando el esquema de la sección 3.1:

Lagrangiano Función de Routh
Variables activas: q̇s+1, . . . , q̇n ps+1, . . . , pn
Variables pasivas: q1, . . . , qn; q̇1, . . . , q̇s; t q1, . . . , qn; q̇1, . . . , q̇s; t

i = 1, . . . , n− s ps+i = ∂L
∂q̇s+i

q̇s+i = ∂R
∂ps+i

(3.97)
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En este caso, para las variables pasivas tenemos:

∂L

∂qi
= −∂R

∂qi
,

∂L

∂q̇i
= −∂R

∂q̇i
,

∂L

∂t
= −∂R

∂t
. (3.98)

En cuanto a las ecuaciones de movimiento:

• Para las n− s últimas variables, la función de Routh se comporta como un Hamiltoniano:

q̇s+i =
∂R

∂ps+i
, ṗs+i = − ∂R

∂qs+i
, i = 1, . . . , n− s . (3.99)

• Para las s primeras variables la función de Routh se comporta como un Lagrangiano:

d

dt

∂R

∂q̇i
− ∂R

∂qi
= 0 , i = 1, . . . , s . (3.100)

Es especialmente útil identificar las variables activas con variables ćıclicas o ignorables y las pasivas
con aquellas coordenadas no ignorables. De este modo las variables activas (en la función de Routh
son momentos generalizados) son las constantes cs+1, . . . , cn:

R(q1, . . . , qs, q̇1, . . . , q̇s, cs+1, . . . , cn, t) . (3.101)

Queda aśı un problema de Lagrange con s-ecuaciones de segundo orden y una vez resuelto éste por
simple integración de

q̇s+i =
∂R

∂cs+i
, i = 1, . . . , n− s , (3.102)

tendremos qs+1(t), . . . , qn(t) (es decir, las coordenadas ćıclicas).1

3.11. Forma paramétrica de las ecuaciones canónicas

Hemos visto como el concepto de “espacio de los estados” (espacio fásico junto con el tiempo),
geometriza completamente el problema del movimiento asociado con las ecuaciones canónicas. La
totalidad de las soluciones de las ecuaciones canónicas asociadas a un Hamiltoniano arbitrario se puede
ver como una familia infinita de curvas que no se intersectan y que llenan el espacio de los estados.

Sin embargo, mientras cada qi está asociada a un momento conjugado pi, no ocurre lo mismo con el
tiempo t. Aśı, en vez de considerar las coordenadas qi y los momentos generalizados pi como funciones
del tiempo t, consideraremos las variables conjugadas y el tiempo t como funciones de un parámetro
sin especificar τ , es decir, el tiempo pasa a ser considerado como una variable mecánica más.

1Obsérvese la igualdad entre menos la función de Routh para el caso discutido con variables ćıclicas con el
Lagrangiano L̄ de (2.137).
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El siguiente problema es formular las ecuaciones canónicas de Hamilton del movimiento considerando
el tiempo t como una coordenada más, t = qn+1. Tenemos entonces el siguiente conjunto de variables
conjugadas: (

q1
p1

)
,

(
q2
p2

)
, . . . ,

(
qn
pn

)
,

(
t
pt

)
. (3.103)

Teniendo además en cuenta que,

q̇i =
dqi
dt

=
dqi
dτ

dτ

dt
=
q′i
t′
, (3.104)

se sigue que la acción viene dada por:

S =

∫ τ2

τ1

L

(
q1, . . . , qn, qn+1,

q′1
q′n+1

,
q′2
q′n+1

, . . . ,
q′n
q′n+1

)
q′n+1dτ , (3.105)

de modo que,

pt =
∂ (Lt′)

∂t′
= −H , (3.106)

donde la última igualdad se deduce tal y como hicimos para llegar a (2.148). El procedimiento habitual
para llegar a las ecuaciones canónicas no es aplicable en este caso. De hecho podemos ver que el
Hamiltoniano se cancela idénticamente. Para ello, tengamos en cuenta que el Lagrangiano:

L′ = L

(
q1, . . . , qn, qn+1,

q′1
q′n+1

, . . . ,
q′n
q′n+1

)
q′n+1 , (3.107)

es una función homogénea de grado uno en q′i, i = 1, 2, . . . , n+ 1. Por lo tanto,

n+1∑
i=1

q′i
∂L

∂q′i
= L′ , (3.108)

y como consecuencia,

H ′ =
n+1∑
i=1

piq
′
i − L′ = 0 . (3.109)

Aśı, la integral canónica queda reducida a:

S =

∫ τ2

τ1

n+1∑
i=1

piq
′
i dτ , (3.110)

sin ninguna función Hamiltoniana. Pero, ¿son todas las pi y qi constantes de movimiento.? No, obvia-
mente. Existen condiciones auxiliares en nuestro problema. No podemos despejar las q′i en función de
los pi ya que los pi son invariantes bajo un cambio:

q′i → q′iα ,
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puesto que:

L′ = L

(
q1, . . . , qn, qn+1,

q′1
q′n+1

, . . . ,
q′n
q′n+1

)
q′n+1 → αLq′n+1 ,

y, por tanto, los momentos transformados son iguales a los originales,

pi =
∂ (αL′)

∂ (αq′i)
=
∂L′

∂q′i
. (3.111)

Ahora bien, dado que las ecuaciones (3.111) no son invertibles, esto significa que no son independientes
entre śı, es decir, debe existir una relación entre los pi. En efecto, si tomamos qn+1 = t, como hemos
visto pn+1 = pt = −H y H es función del resto de variables canónicas,

pn+1 = −H (q1, . . . , qn+1, p1, . . . , pn) , (3.112)

con lo que pn+1 no es una variable independiente. De este modo el presente problema variacional supone
hacer estacionario el funcional:

S =

∫ τ2

τ1

(
p1q

′
1 + . . .+ pnq

′
n + pn+1q

′
n+1

)
dτ , (3.113)

con la condición auxiliar:

pn+1 = −H(q1, . . . , qn+1, p1, . . . , pn) . (3.114)

Si en la integral (3.113) sustituimos la ligadura (3.114) tenemos

S =

∫ τ2

τ1

(
p1q

′
1 + . . .+ pnq

′
n −Hq′n+1

)
dτ . (3.115)

Imponiendo que la integral anterior sea estacionaria bajo variaciones de qn+1, con δqn+1(τ1) = δqn+1(τ2) =
0, llegamos a que:

δS = 0 =

∫ τ2

τ1

(
q′n+1

dH

dτ
− ∂H

∂qn+1

)
δqn+1dτ , (3.116)

deduciendo aśı la conocida ecuación de evolución temporal del Hamiltoniano,

dH

dτ
− ∂H

∂qn+1

q′n+1 = 0 , (3.117)

equivalente a
dH

dt
− ∂H

∂t
= 0 , (3.118)

que derivamos en (3.28) como consecuencia de las ecuaciones canónicas asociadas a las variables
conjugadas (qk, pk), con k = 1, 2, . . . , n, mientras que ahora surge como una ecuación de movimiento
más.

89
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Por otra parte (3.115) también la podemos escribir en la forma estándar de la integral canónica:

S =

∫ t2

t1

(p1q̇1 + . . .+ pnq̇n −H) dt , (3.119)

con lo que el resto de ecuaciones canónicas para i = 1, . . . , n, adicionales a (3.118), son las ecuaciones
canónicas (3.36).

Sin embargo, para mantener la mayor simetŕıa posible entre los distintos pares de variables conjugadas
desde un punto de vista formal, no queremos particularizar la variable qn+1 y es preferible escribir la
identidad existente ente las qi y las pi en la forma general:

K (q1, . . . , qn+1, p1, . . . , pn+1) = 0 . (3.120)

Esta forma preserva la simetŕıa de las 2n+ 2 variables canónicas, sin tener preferencia por ninguna de
ellas.

El problema Hamiltoniano en forma paramétrica supone finalmente hacer estacionario el funcional
(3.113), bajo la condición auxiliar (3.120). Podemos tratar la condición auxiliar a través del método de
los multiplicadores de Lagrange, modificando la integral de la siguiente forma:

S =

∫ τ2

τ1

(
n+1∑
i=1

piq
′
i − λ(τ)K

)
dτ . (3.121)

Si se desea podemos hacer λ = 1 para una elección adecuada de la variable τ . En ese caso obtenemos
la integral variacional:

S =

∫ τ2

τ1

(
n+1∑
i=1

piq
′
i −K

)
dτ . (3.122)

Que está en forma canónica, excepto que ahora tenemos 2n+2 variables canónicas en lugar de 2n. La
función K, el miembro izquierdo de (3.120), hace las veces de Hamiltoniano. Entonces, la formulación
paramétrica de las ecuaciones canónicas da lugar a:

q′k =
∂K

∂pk
,

p′k = −∂K
∂qk

.

 k = 1, . . . , n+ 1 . (3.123)

Para la elección especial de condición auxiliar:

K = pn+1 +H(q1, . . . , qn+1, p1, . . . , pn) , (3.124)

tenemos:

q′k =
∂H

∂pk
,

p′k = −∂H
∂qk

,

 k = 1, . . . , n . (3.125)
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q′n+1 =
∂pn+1

∂pn+1

= 1 , (3.126)

p′n+1 = − ∂K

∂qn+1

= − ∂H

∂qn+1

. (3.127)

La ecuación (3.126) implica que:

dqn+1

dτ
=
dt

dτ
= 1 ⇒ t = τ + cte, (3.128)

y, por tanto, (3.127) se reduce de nuevo a:

dH

dτ
=
dH

dt
=
∂H

∂t
. (3.129)

En (3.128) hemos identificado qn+1 con t dado que por la condición auxiliar (3.124), pn+1 = pt.
La formulación general paramétrica (3.123) de las ecuaciones canónicas tiene grandes ventajas

teóricas y se puede considerar como la forma más avanzada de las ecuaciones canónicas. Muestra
el papel de los sistemas conservativos desde una perspectiva nueva. Al tratar t como una variable
dinámica todo sistema se torna en conservativo ya que K no depende de τ en el espacio de fases
extendido (espacio de los estados). Aśı el movimiento del fluido de fases es estacionario y toda part́ıcula
permanece en la superficie:

K = cte. (3.130)

De esta forma, la condición auxiliar K = 0 se satisface permanentemente sólo si los valores iniciales
de qi, pi, con i = 1, . . . , 2n+ 2, para τ1 cumplen que K = 0.

La formulación del principio de ḿınima acción para sistemas conservativos por Euler y Lagrange
adquiere importancia renovada a la luz de la forma paramétrica de las ecuaciones canónicas. Recorde-
mos que este principio requiere la minimización de la integral de 2T con respecto al tiempo, con la
condición auxiliar de que E = T + V = cte. para el movimiento del sistema. Si pasamos del espacio
de configuración al espacio de fases, el principio de Hamilton se puede expresar en hacer estacionario
el funcional:

S =

∫ τ2

τ1

(p1q
′
1 + . . .+ pnq

′
n) dτ , (3.131)

con la condición auxiliar:

H − E = 0 . (3.132)

Notemos que no es un aspecto trivial (o por lo menos no lo es para el que escribe) pasar de un principio
variacional en el espacio de configuración al correspondiente principio variacional en el espacio de fases
y de hecho el integrando en (3.131), 2T , puede adoptar muchas formas como función de pi y q̇i, dando
lugar a priori a distintos problemas de buscar extremos.

Para ver que (3.131) es de hecho correcto, consideremos el problema variacional expresado por las
ecuaciones canónicas paramétricas que requiere hacer estacionario el funcional:

S =

∫ τ2

τ1

(
p1q

′
1 + . . .+ pnq

′
n + pn+1q

′
n+1

)
dτ , (3.133)
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con la condición auxiliar:

K = 0 . (3.134)

Para sistemas conservativos, con t = qn+1 una variable ćıclica, tenemos K = pn+1 + H, y H es
independiente de pn+1 y de qn+1. Minimizando respecto de t la integral (3.133), tal y como hicimos
para obtener (3.116) y (3.118), llegamos a que el momento pn+1 es constante y puede ser reemplazado
por la constante −E, ya que de K = 0 se sigue que pn+1 = −H. El último término del integrando
en (3.133) puede entonces eliminarse, ya que es una derivada total respecto de τ . Se da lugar aśı a
(3.131) y (3.132) tal y como queŕıamos probar.

La forma paramétrica de las ecuaciones canónicas nos permite profundizar en la mutua relación entre
los distintos principios variacionales de la mecánica. Tomando la integral canónica en la forma (3.113):

S =

∫ τ2

τ1

n+1∑
i=1

piq
′
idτ , (3.135)

la diferencia entre los diferentes principios variacionales corresponde a las diferentes interpretaciones
de la condición auxiliar:

K(q1, . . . , qn+1, p1, . . . , pn+1) = 0 . (3.136)

Como se verá en un problema de clase, la condición auxiliar del principio de Jacobi asume la forma:2

− 1

2

∑n
i,k=1 bikpipk

pn+1 + V
= 1 , (3.137)

tal que 2T =
∑
aikq̇iq̇k =

∑
bikpipk. Esta misma condición auxiliar puede darse obviamente en la

forma:

1

2

n∑
i,k=1

bikpipk + V = −pn+1 , (3.138)

que es la condición auxiliar del principio de Hamilton (3.132). La equivalencia entre estos dos principios,
el de la ḿınima acción y el de Jacobi, está pues establecida. Seguimos aqúı el mismo razonamiento
que el empleado unas ĺıneas más arriba para mostrar que (3.131) y (3.132) son correctos, para eliminar
en la integral canónica en forma paramétrica el término pn+1q

′
n+1 y fijar pn+1 = −E. Más aún,

sustituyendo la ligadura (3.138) directamente en (3.135) y regresando desde el espacio de fases al
espacio de configuración, obtenemos el principio de Hamilton. Esto muestra la equivalencia entre los
tres principios variacionales para sistema conservativos y muestra la potencia de la forma parámetrica
del formalismo Hamiltoniano.

Es de interés ver qué ocurre si conservamos la condición (3.137) y ahora aplicamos el método de
los multiplicadores de Lagrange para hacer estacionaria la integral (3.135). En ese caso:

S =

∫ τ2

τ1

(
n∑
i=1

piq
′
i + pn+1q

′
n+1 +

λ

2

∑n
i,k=1 bikpipk

pn+1 + V

)
dτ . (3.139)

2El potencial es independiente de velocidades.
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Fijémonos en que q′n+1 = t′ sólo aparece en pn+1q
′
n+1 , aśı al imponer que la integral sea estacionaria

respecto a una variación de t llegamos a que:∫ τ2

τ1

pn+1δt
′dτ =

∫ τ2

τ1

(
d

dτ
(pn+1δt)−

dpn+1

dτ
δt

)
dτ . (3.140)

Con la condición δt(τ1) = δt(τ2) = 0,

dpn+1

dτ
= 0 ⇒ pn+1 = −E = cte. (3.141)

como debe ser para sistemas conservativos en virtud de la ligadura (3.138). Por otra parte, imponiendo
que la integral sea estacionaria respecto a variaciones de pn+1, llegamos a:

q′n+1 −
λ

2

∑
ik bikpipk

(E − V )2
= 0 ⇒ q′n+1 =

λ

2

∑
ik bikpipk

(E − V )2
. (3.142)

Sustituyendo (3.141) y (3.142) en (3.139), eliminando el término pn+1q
′
n+1 y fijando pn+1 = −E en el

resto de términos, dado que ya se ha realizado el proceso de hacer estacionaria la integral (3.139) para
cambios en las variables pn+1 y t, llegamos a que hay que hacer estacionaria la integral:

S =

∫ τ2

τ1

∑
ik

aikq
′
iq
′
k

(E − V )

λ

(
2(E − V )∑
jl bjlpjpl

− 2(E − V )2

(
∑

jl bjlpjpl)
2

)
dτ . (3.143)

Para llegar la expresión anterior hemos tenido en cuenta (3.104). Finalmente en virtud de la ligadura
(3.137), la integral anterior se puede reescribir como,

S =
1

2

∫ τ2

τ1

∑
ik

aikq
′
iq
′
k

(E − V )

λ
dτ . (3.144)

Finalmente, eligiendo un nuevo parámetro θ tal que 2λdτ = dθ, y llamando τ otra vez al nuevo
parámetro tenemos:

S =

∫ τ2

τ1

(E − V )
n∑

i,k=1

aikq
′
iq
′
kdτ (3.145)

Este es el principio de Jacobi, pero sin la ráız cuadrada. Los caminos mecánicos que se siguen de este
principio son, sin embargo, los mismo que los del principio de Jacobi original. Las diferencia radica
únicamente en la normalización de la variable independiente τ . El τ del principio de Jacobi original es
un parámetro sin especificar. El τ del principio (3.145) está normalizado de una manera definida, tal y
como hemos visto unas ĺıneas más arriba.
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Caṕıtulo 4

Transformaciones Canónicas

4.1. Función Generatriz

En mecánica Lagrangiana vimos las transformaciones de punto en el espacio de configuración:

Qi = Qi(q, t) . (4.1)

Dichas transformaciones siempre dan lugar a ecuaciones de Lagrange en las nuevas variables, aun
cuando la forma de éstas en término de las nuevas coordenadas cambie al pasar de un sistema de
coordenadas a otro, a no ser que se trate de una simetŕıa. Más concretamente, si las qi verifican,

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 , L = L (q, q̇, t) ,

entonces las Qi satisfacen necesariamente:

d

dt

∂L′

∂Q̇i

− ∂L′

∂Qi

= 0 ,

L′
(
Q, Q̇, t

)
= L

(
q(Q, t), q̇(Q, Q̇, t), t

)
. (4.2)

En mecánica Hamiltoniana los momentos y las coordenadas se encuentran en pie de igualdad y hablamos
del espacio de fases en lugar del espacio de configuración. El espacio de fases tiene dimensión 2n y en
él tendremos transformaciones más generales:

Qi = Qi (q, p, t) ,

Pi = Pi (q, p, t) ,
(4.3)

del sistema de variables originales (q, p) a las finales (Q,P ). Esto no es más que un cambio de coor-
denadas dentro del espacio fásico. Exigiremos en general que el cambio (4.3) sea invertible, con lo que
det|∂(Q,P )/∂(q, p)| 6= 0. Para el caso particular:

Qi = Qi(q, t) , (4.4)
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tendremos una transformación de punto de la mecánica de Lagrange sólo si los nuevos momentos se
transforman como corresponde a la mecánica Lagrangiana,

pi(Q,P, t) =
∂L

∂q̇i
=

n∑
j=1

∂L′

∂Q̇j

∂Q̇j

∂q̇i
=

n∑
j=1

Pj
∂Q̇j

∂q̇i
=

n∑
j=1

Pj
∂Qj

∂qi
, (4.5)

donde el último paso se sigue de (1.55).
Los cambios de coordenadas (4.3) se dice que son canónicos, o que constituyen una transformación

canónica, si existe una nueva función K (Q,P, t) tal que la evolución temporal de las nuevas variables
es canónica, esto es, si se verifica:

Q̇i =
∂K

∂pi
, Ṗi = − ∂K

∂Qi

, (4.6)

independientemente del Hamiltoniano inicial, es decir, independientemente del contenido dinámico
concreto del problema.

Por ejemplo, consideremos la siguiente transformación:

Q = q , P = p1/2 − q2 . (4.7)

Invirtiendo:
p =

(
P +Q2

)2
, q = Q . (4.8)

Veamos que esta transformación no es canónica dado que la evolución temporal de las nuevas variables
no es siempre canónica ya que depende del Hamiltoniano inicial. Tomemos los Hamiltonianos:

1) H =
1

2
p2 .

ṗ = 0 , q̇ = p ,

Q̇ = q̇ = p =
(
P +Q2

)2
,

Ṗ =
1

2
p−1/2ṗ− 2qq̇ = −2

(
P +Q2

)2
Q . (4.9)

Tomando K = 1
3
(P +Q2)

3
se obtienen, en efecto, las ecuaciones anteriores.

2) H =
1

2
p2 +

1

2
q2 .

q̇ = p , ṗ = −q ,
Q̇ =

(
Q+ P 2

)2
,

Ṗ = −1

2
Q
(
P +Q2

)−1 − 2Q
(
P +Q2

)2
. (4.10)
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Si existiese una función K(Q,P, t) tendŕıamos:

Q̇ =
∂K

∂P
=
(
P +Q2

)2
,

Ṗ = −∂K
∂Q

= −Q
2

(
P +Q2

)−1 − 2Q
(
P +Q2

)2
,

∂2K

∂Q∂P
= 2

(
P +Q2

)
2Q = 4Q

(
P +Q2

)
,

∂2K

∂P∂Q
= −Q

2

(
P +Q2

)−2
+ 4Q

(
P +Q2

)
,

y entonces:

∂2K

∂Q∂P
6= ∂2K

∂P∂Q
,

por lo que no existe tal K.

Si P,Q son variables canónicamente conjugadas deben hacer extremo el funcional de la integral canónica
(3.35), con lo que se debe cumplir que:

δ

∫ t2

t1

(∑
i

PiQ̇i −K (Q,P, t)

)
dt = 0 . (4.11)

Simultáneamente las viejas variables, dado que también parametrizan la trayectoria real del sistema y
son canónicas, deben cumplir:

δ

∫ t2

t1

(∑
i

piq̇i −H(q, p, t)

)
dt = 0 . (4.12)

En la forma original de la variación de la integral canónica (3.35), se tomó δqα(t1) = δqα(t2) = 0 y los
δpα arbitrarios. Análogamente para las nuevas variables Q y P . Sin embargo, las ecuaciones canónicas
también se obtienen a partir de la integral canónica (3.35) si imponemos adicionalmente que δpα(t1) =
δpα(t2) = 0, con lo que coordenadas y momentos tienen un tratamiento completamente análogo dentro
de la mecánica Hamiltoniana, tal y como mantendremos en lo que sigue. Este aspecto es muy deseable
para tratar sobre las transformaciones canónicas dado que éstas, en general, mezclan momentos y
coordenadas y seŕıa artificial cualquier diferenciación en el tratamiento de coordenadas y momentos
dentro de la integral canónica. Por lo tanto, para que (4.11) y (4.12) sucedan simultáneamente se debe
cumplir:

λ

(∑
i

piq̇i −H(q, p, t)

)
=
∑
i

PiQ̇i −K (Q,P, t) +
dF (q, p, t)

dt
. (4.13)

Del mismo modo podŕıamos considerar F como función de las nuevas variables. La función F se
llama función generatriz de la transformación canónica.
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La constante multiplicativa λ en (4.13) está relacionada con unas transformaciones canónicas par-
ticularmente simples conocidas como transfomaciones de escala en el espacio de fases. Definamos:

Q′
i = µqi , P

′
i = νpi , K

′ (Q′, P ′, t) = λH (q, p, t) , λ = µν . (4.14)

Ésta es una transformación dado que:

λ

(∑
i

piq̇i −H

)
=
∑
i

P ′
i Q̇

′
i −K ′ (Q′, P ′, t) . (4.15)

Notemos además que en virtud de (4.13) ,

λ

(∑
i

piq̇i −H

)
=
∑
i

P ′
i Q̇

′
i −K ′ (Q′, P ′, t) =

∑
i

PiQ̇i −K (Q,P, t) +
dF

dt
. (4.16)

Aśı que toda transformación canónica con λ 6= 1 siempre se puede considerar como una transforma-
ción de escala, λ 6= 1, seguida de una transformación canónica con λ = 1. A las transformaciones
canónicas con λ 6= 1 se las conoce como transformaciones canónicas generalizadas. En el futuro nos
restringiremos a las transformaciones canónicas con λ = 1, ya que λ 6= 1 no introduce más que una
transformación de escala adicional, que ya hemos caracterizado en (4.14).

Para λ = 1, tenemos a partir de (4.13) que:

∑
i

piq̇i −H −

(∑
i

PiQ̇i −K

)
=
dF (q, p, t)

dt
. (4.17)

Tomemos F = F (q, p, t), con:

Q = Q(q, p, t) , P = P (q, p, t) ,

ξ = (Q,P ) , η = (q, p) ,

∣∣∣∣∂η∂ξ
∣∣∣∣ 6= 0 . (4.18)

Entonces, aplicando la regla de la cadena para expresar las derivadas temporales:

∑
i

piq̇i −H −
∑
i,j

(
∂Qi

∂qj
q̇jPi +

∂Qi

∂pj
ṗjPi

)
−
∑
i

∂Qi

∂t
Pi +K =

=
∑
j

∂F

∂qj
q̇j +

∑
j

∂F

∂pj
ṗj +

∂F

∂t
(4.19)

Igualando coeficientes de q̇i, ṗi y el término independiente:

pi −
∑
j

∂Qj

∂qi
Pj =

∂F

∂qi
,

−
∑
j

∂Qj

∂pi
Pj =

∂F

∂pi
,

(4.20)
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K = H +
∑
j

∂Qj

∂t
Pj +

∂F

∂t
. (4.21)

Las 2n ecuaciones (4.20) implican que dada un transformación canónica, F (q, p, t) queda completa-
mente determinada salvo la adición de una función del tiempo f(t), que no influye en las ecuaciones
canónicas. Notemos que no toda transformación (4.18) puede satisfacer (4.20) dado que las deriva-
das primeras de la supuesta función generatriz F , dadas en (4.20), deben satisfacer la condición de
integrabilidad, esto es, la igualdad entre las derivadas segundas cruzadas de F . En el caso en que
dicha condición no se satisfaga entonces el cambio de coordenadas (4.18) no satisface las ecuaciones
(4.20) y, por tanto, no es una transformación canónica. Por otra parte, si la transformación (4.18) no
involucra el tiempo expĺıcitamente está claro que siempre se puede tomar F que sea solución de (4.20)
sin dependencia expĺıcita de t, esto es, como función de punto en el espacio de fases, F (q, p). Por
otro lado, dada F (q, p, t) no queda fijado el cambio de coordenadas. Por ejemplo, a partir de (4.20)
podŕıamos determinar 2n derivadas ∂Qi/∂qj y ∂Qi/∂pj en función del resto de derivadas del mismo
tipo y de los nuevos momentos Pi, siendo éstos cualesquiera. Como muestra de la indeterminación del
cambio de coordenadas es obvio que si Qi son las nuevas coordenadas entonces,

Qi → Qi + C , C = cte , (4.22)

también satisfacen (4.20).
Por otra parte, la ecuación (4.21) nos da el nuevo Hamiltoniano K en función del Hamiltoniano

H original. Notemos que si F está indeterminada por la adición de una función f(t) entonces K
está indeterminado salvo la adición de una derivada total f ′(t), que por supuesto no influye en las
ecuaciones canónicas (3.36). En el supuesto en que la transformación canónica (4.18) no involucre
el tiempo expĺıcitamente, ya hemos discutido que siempre es posible tomar F (q, p) y, además, como
∂Qi/∂t = 0, se sigue de (4.21) que K (Q,P ) = H (q (Q,P ) , p (Q,P )).

Algunas propiedades de las transformaciones canónicas son:

• Tomemos la transformación canónica inversa, intercambiando el orden en (4.17) se sigue que:

∑
i

Q̇iPi −K −

(∑
i

piq̇i −H

)
= −dF (q, p, t)

dt
≡ dF ′(Q,P, t)

dt
. (4.23)

Aśı, −F (Q,P, t) es la función generatriz de la transformación canónica inversa.

• Tomemos la actuación consecutiva de dos transformaciones canónicas:∑
i

q̇ipi −H1 =
∑
i

Q̇iPi −H2 +
dF1

dt
=
∑
i

Q̇iP i −H3 +
dF2

dt
+
dF1

dt
,

Q = Q(q, p, t) , P (q, p, t) ,

Q = (Q(q, p, t), P (q, p, t), t) , P = (Q(q, p, t), P (q, p, t), t) .

(4.24)

Por lo tanto, la suma F1 + F2, es la correspondiente función generatriz de la transformación
global (q, p) → (Q,P ).
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4.2. Transformaciones canónicas básicas

Son transformaciones para las que la función generatriz, con una elección adecuada de variables
independientes entre las viejas y nuevas variables, śı que determina uńıvocamente el cambio de coor-
denadas en el espacio de fases. Existen cuatro tipos fundamentales, a partir de los cuales se pueden
construir transformaciones mixtas como veremos más abajo. Los tipos fundamentales son:

1. Supongamos que el conjunto (q,Q) forma un sistema de coordenadas del espacio de fases. Ello
implica que dado el cambio,

Qi = Qi(q, p, t) ,

podemos despejar de aqúı pi = pi (q,Q, t) y sustituir este resultado en:

Pi = Pi(q, p(q,Q, t), t) = Pi(q,Q, t) .

Por ejemplo, sea la transformación canónica:

Qi = −pi , Pi = qi , (4.25)

obviamente (q,Q) constituye un sistema de coordenadas válido. No ocurre aśı trivialmente en el
caso Qi = qi , Pi = qi + pi.

En el supuesto en que (q,Q) sea un sistema de coordenadas en el espacio de fases, podemos
tomar F ≡ F1 = F1 (q,Q, t) y dado que Qi y qi son variables independientes, se sigue que:∑

i

piq̇i −H =
∑
i

PiQ̇i −K +
∑
i

∂F1

∂qi
q̇i +

∑
i

∂F1

∂Qi

Q̇i +
∂F1

∂t
. (4.26)

Igualando coeficientes:

pi =
∂F1

∂qi
, Pi = −∂F1

∂Qi

, K = H +
∂F1

∂t
. (4.27)

Es necesario que se verifique que el Hessiano:∥∥∥∥ ∂2F1

∂q∂Q

∥∥∥∥ 6= 0 , (4.28)

para aśı poder expresar las nuevas variables en función de las viejas y viceversa. Aśı, de las
segundas ecuaciones de (4.27) podemos despejar qi = qi (Q,P, t). Sustituyendo este resultado
en las primeras relaciones se obtiene pi = pi (Q,P, t) y, con ello, calculamos K (Q,P, t) teniendo
en cuenta la última ecuación de (4.27).

Para manipulaciones futuras es conveniente multiplicar (4.17) por dt, con lo que tenemos que
para toda transformación canónica debe cumplirse,∑

i

pidqi −Hdt =
∑
i

PidQi −Kdt+ dF . (4.29)
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2. Consideremos ahora como variables independientes las coordenadas antiguas y los momentos
nuevos, es decir, F = F2 = F2 (q, P, t). En este caso:∑

i

pidqi −Hdt =
∑
i

d (PiQi)−
∑
i

dPiQi −Kdt+ dF ,

d

(
F +

∑
i

PiQi

)
︸ ︷︷ ︸

F2 (q, P, t)

=
∑
i

pidqi +
∑
i

dPiQi + (K −H) dt . (4.30)

Por lo tanto:

∂F2

∂qi
= pi ,

∂F2

∂Pi
= Qi , K = H +

∂F2

∂t
. (4.31)

Análogamente a (4.28) se ha de imponer que:∥∥∥∥ ∂2F2

∂q∂P

∥∥∥∥ 6= 0 . (4.32)

Es útil observar que el paso de F1(q,Q, t) a F2(q, P, t) es formalmente análogo a una transfor-
mación de Legendre.

• Ejemplo

Consideremos la transformación:

Qi = qi ,

Pi = qi + pi .
(4.33)

En este caso:

pi =
∂F2

∂qi
= Pi − qi ,

Qi =
∂F2

∂Pi
= qi ,

∥∥∥∥ ∂2F2

∂q∂P

∥∥∥∥ 6= 0 . (4.34)

Aqúı hemos considerado una función generatriz de tipo 2 ya que q y P son independientes, no
aśı q y Q. Es decir, (q, P ) forman un sistema de coordenadas en el espacio de fases. De las
ecuaciones anteriores obtenemos:

F2 =
∑
i

qiPi + f(q) ,

Pi +
∂f(q)

∂qi
= Pi − qi ,

f(q) = −1

2

∑
i

q2
i ,


⇒ F2 =

∑
i

qiPi −
1

2
q2
i . (4.35)
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3. Sea ahora F = F3 = F3 (p,Q, t), entonces:

−
∑
i

dpiqi −
∑
i

PidQi + (K −H) dt = d

(
F −

∑
i

piqi

)
= dF3 (p,Q, t) . (4.36)

Deducimos en este caso,

∂F3

∂pi
= −qi ,

∂F3

∂Qi

= −Pi , K = H +
∂F3

∂t
, (4.37)

además se debe cumplir, ∥∥∥∥ ∂2F3

∂p∂Q

∥∥∥∥ 6= 0 . (4.38)

4. Si podemos tomar como variables independientes los momentos antiguos y los momentos nuevos,
tenemos F = F4 = F4 (p, P, t). Por tanto:

d

(
F −

∑
i

piqi +
∑
i

PiQi

)
= −

∑
i

dpiqi+

+
∑
i

dPiQi + (K −H) dt = dF4 (p, P, t) . (4.39)

Y en este caso hallamos:

∂F4

∂pi
= −qi ,

∂F4

∂Pi
= Qi , K = H +

∂F4

∂t
, (4.40)

con la condición adicional, ∥∥∥∥ ∂2F4

∂p∂P

∥∥∥∥ 6= 0 . (4.41)

• Ejemplo

El ejemplo anterior (4.33), puede también describirse en términos de una función generatriz F4.{
Qi = qi ,

Pi = qi + pi ,
⇒

{
Qi = Pi − pi ,

qi = Pi − pi ,
⇒ (p, P ),

∥∥∥∥ ∂2F4

∂p∂P

∥∥∥∥ 6= 0 . (4.42)

En este caso resulta,

F4 = −
∑
i

Pipi +
1

2

∑
i

p2
i +

1

2

∑
i

P 2
i . (4.43)

Recopilando los cuatro casos anteriores en una tabla resumen:
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Función Generatriz F Derivadas de F Caso especial

F1 (q,Q, t) pi =
∂F1

∂qi
, Pi = −∂F1

∂Qi

F1 =
∑

i qiQi → Qi = pi , Pi = −qi

F2 (q, P, t) pi =
∂F2

∂qi
, Qi =

∂F2

∂Pi
F2 =

∑
i qiPi → Qi = qi , Pi = pi

F3 (p,Q, t) qi = −∂F3

∂pi
, Pi = −∂F3

∂Qi

F3 =
∑

i piQi → Qi = −qi, Pi = −pi

F4 (p, P, t) qi = −∂F4

∂pi
, Qi =

∂F4

∂Pi
F4 =

∑
i piPi → Qi = pi , Pi = −qi

Cuadro 4.1: Cuadro resumen de los cuatro tipos de transformaciones canónicas básicas.

Observemos que en todos los casos K = H +
∂F

∂t
, por lo que si F no depende expĺıcitamente del

tiempo, K = H.
Para estos casos particulares de transformaciones canónicas dada una función generatriz, la transfor-

mación canónica asociada es única y el cambio de variable se obtiene por simple derivación y sustitución,
obteniéndose de un modo directo:

Q = Q (q, p, t) , P = P (q, p, t) , K = K (Q,P, t) .

Por ejemplo, para F = F2 (q, P, t), se puede despejar Pi = Pi (q, p, t) del sistema de ecuaciones:

pi =
∂F2

∂qi
, (4.44)

y luego podemos sustituir en:

Qi =
∂F2

∂Pi
, (4.45)

y se tiene Qi = Qi (q, p, t), por lo que también podemos determinar K = K (Q,P, t).

En general, una transformación canónica no se ajustará a uno de los cuatro tipos básicos de trans-
formaciones canónicas, sino que será necesario utilizar una función generatriz que sea una mezcla de los
cuatro tipos, según los grados de libertad. Hablamos de una transformación de tipo mixto. No obstante,
se debe tener presente que en las transformaciones canónicas de tipo mixto para cada par de variables
conjugadas la función generatriz debe depender de acuerdo a uno de los cuatro tipos anteriormente
discutidos, que siempre conjugan una variable original y otra nueva.
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• Ejemplo

Sea F = F (q1, P1, p2, Q2, t). Vemos claramente que es una transformación canónica de tipo mixto
dado que para cada par de variables canónicas F depende de una variable antigua y de otra variable
nueva. Entonces, partiendo de (4.29), tenemos:

p1dq1 + p2dq2 −Hdt = P1dQ1 + P2dQ2 −Kdt+
∂F

∂q1
dq1+

+
∂F

∂p2

dp2 +
∂F

∂P1

dP1 +
∂F

∂Q2

dQ2 +
∂F

∂t
dt , (4.46)

de donde resulta, expresando la diferenciación en términos de los diferenciales de las variables indepen-
dientes que aparecen como argumentos de F ,

p1dq1 − q2dp2 −Hdt = −Q1dP1 + P2dQ2 −Kdt+ d (F + P1Q1 − p2q2)︸ ︷︷ ︸
F ′

. (4.47)

Con ello obtenemos:

∂F ′

∂q1
= p1 ,

∂F ′

∂p2

= −q2 ,

∂F ′

∂P1

= Q1 ,
∂F ′

∂Q2

= −P2 . (4.48)

Para el nuevo Hamiltoniano obtenemos de nuevo:

K = H +
∂F ′

∂t
. (4.49)

Fijémonos cómo se mantiene la misma estructura en la relación entre nuevas/viejas variables y las
derivadas de la función generatriz F ′, que las expresadas en la tabla 4.1 para cada par de variables
canónicas por separado.

Teorema (Caratheodory, 1965)1

Definimos como transformaciones canónicas elementales aquéllas en que k (0 ≤ k ≤ n) de las
qi, pi son nuevamente renombradas como:

Qi = pi , Pi = −qi , (4.50)

y el resto de qj, pj se dejan tal cual. Entonces, toda transformación canónica se puede descomponer
como una transformación canónica elemental seguida de una transformación de tipo 1.

1Calculus of Variations and Partial Differential Equations of First Order, Chelsea Publishing Company, New
York, Second Edition, 1982.
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4.2.1. Ejemplos de transformaciones canónicas

A continuación analizamos algunos ejemplos importantes de transformaciones canónicas.

1. Transformación identidad:

F2 =
∑
i

qiPi . (4.51)

Observamos que, según (4.31):

pi =
∂F2

∂qi
= Pi , Qi =

∂F2

∂Pi
= qi , K = H .

2. Una generalización directa de (4.51) viene dada por la función generatriz:

F2 =
∑
i

fi (q1, . . . , qn, t)Pi , (4.52)

donde las fi pueden ser cualquier conjunto conveniente de funciones independientes. Según
(4.31):

Qj =
∂F2

∂Pj
= fj(q, t) ,

∂F2

∂qj
=
∑
i

∂fi
∂qj

Pi , K = H +
∂F2

∂t
, (4.53)

y observamos que las Qi sólo dependen de las coordenadas antiguas y del tiempo y no de los
nuevos momentos.

Llegamos a la misma transformación de las coordenadas que en (4.53) empleando la función
generatriz:

F2 = fi (q1, . . . , qn, t)Pi + g (q1, . . . , qn, t) . (4.54)

En este caso, los momentos vienen dados por:

pj =
∂F2

∂qj
=
∑
i

∂fi
∂qj

Pi +
∂g

∂qj
. (4.55)

Ya vimos en la expresión (4.5) que para una transformación de punto (4.4) en el espacio de
configuración, tenemos:

pj =
∂L

∂q̇j
=
∑
i

∂L′

∂Q̇i

∂Q̇i

∂q̇j
=
∑
i

Pi
∂Qi

∂qj
. (4.56)

Aśı, sólo cuando ∂g/∂qj = 0 tenemos una transformación de punto de la dinámica de Lagrange.
Dado que las fi son arbitrarias podemos concluir que todas las transformaciones puntuales en el
espacio de configuración son canónicas, como ya sab́ıamos. No obstante, este ejemplo ilustra el
hecho de que el conjunto de transformaciones en la dinámica de Lagrange sólo es un subconjunto
muy particular de todo el conjunto posible de transformaciones canónicas.
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3. La función generatriz del primer tipo F1 = F1 (q,Q, t) =
∑

i qiQi da lugar al cambio de variables:

pi =
∂F1

∂qi
= Qi , Pi = −∂F1

∂Qi

= −qi , (4.57)

es decir, simplemente se intercambia el papel de los momentos por el de coordenadas, y sólo
debemos tener en cuenta el cambio de signo, reflejo de la diferencia en el signo de las ecuaciones
canónicas para expresar las derivadas temporales de momentos y coordenadas.

Podemos también ver que esta transformación es canónica directamente de las ecuaciones de
Hamilton:

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
.

Si sustituimos pi por Qi, las ecuaciones siguen estando en forma canónica si sustituimos Pi por
−qi. Es obvio pues que en el formalismo canónico no hay traza de ningún papel especial de las
coordenadas generalizadas qi frente a los momentos, ni viceversa.

4. Ejemplo de transformación mixta:

Q1 = q1 , P1 = p1 ,

Q2 = p2 , P2 = −q2 .
(4.58)

Esta transformación deja invariante una de las parejas (q, p) y permuta la otra pareja (con un
cambio de signo). Por lo tanto, podemos considerar una función generatriz mixta de tipo 1 y 2,
suma de los ejemplos 1 y 3 de esta sección para cada par de variables canónicas separadamente,
es decir,

F = q1P1 + q2Q2 . (4.59)

5. Las transformaciones canónicas también pueden ser empleadas para resolver la evolución temporal
de un sistema realizando un cambio de variables que nos lleve a una forma especialmente simple
del Hamiltoniano. Consideremos el ejemplo del oscilador armónico simple en una dimensión.

Sea ω la frecuencia del oscilador, el Hamiltoniano del sistema viene dado por:

H =
1

2m

(
p2 +m2ω2q2

)
. (4.60)

Dado que la enerǵıa es una constante de movimiento podemos pensar en la posibilidad de en-
contrar un Hamiltoniano en el que la nueva coordenada Q sea ćıclica tal que el nuevo momento,
que se conservará, sea función de H. Concretamente, queremos encontrar una transformación
canónica que verifique,

K = H =
1

2m
f (P )2 . (4.61)

Basta para ello con considerar el cambio de variables,

p = f (P ) cosQ , q =
f (P )

mω
senQ . (4.62)
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El cambio anterior se puede reproducir con la función generatriz F1(q,Q, t) ,

F1 =
mωq2

2
cotQ . (4.63)

Entonces las ecuaciones de la transformación son:

p =
∂F1

∂q
= mωq cotQ , P = −∂F1

∂Q
=

mωq2

2 sen2Q
, (4.64)

de donde se desprende que:

q =

√
2P

mω
senQ , p =

√
2Pmω cosQ , (4.65)

por lo que comparando con (4.62) tenemos que f(P ) =
√

2Pmω, con:

H = ωP . (4.66)

Tal y como pretend́ıamos Q es ćıclica y el momento P es constante. De este modo las ecuaciones
de movimiento para las nuevas variables son:

Q̇ =
∂H

∂P
= ω ⇒ Q = ωt+ α ,

Ṗ = −∂H
∂Q

= 0 ⇒ P =
E

ω
= cte.

(4.67)

Luego de (4.64),

q(t) =

√
2E

mω2
sen (ωt+ α) ,

p(t) =
√

2mE cos (ωt+ α) .

(4.68)

4.3. Transformaciones de Mathieu-Lie

Estas transformaciones fueron introducidas por Mathieu y desarrolladas por Sophus Lie. Considera-
remos primero el caso sin dependencia expĺıcita temporal. En estas transformaciones se exige que la
forma diferencial:

n∑
i=1

pidqi =
n∑
i=1

PidQi , (4.69)

sea invariante, con lo que, comparando con (4.29) se requiere que la función generatriz sea nula. Es
directo observar de (4.69) que las qi y Qi no pueden ser independientes una de la otra pues de lo
contrario tendŕıamos que todos los pi y Pi se anulaŕıan. Deben por lo tanto satisfacer al menos una
relación genérica de la forma,

f (q1, . . . , qn;Q1, . . . , Qn) = 0 . (4.70)
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Una transformación de Mathieu-Lie viene dada por la conservación de la forma diferencial (4.69) y
por las relaciones auxiliares:

Ω1 (q1, . . . , qn;Q1, . . . , Qn) = 0 ,
. . .
. . .
. . .

Ωm(q1, . . . , qn;Q1, . . . , Qn) = 0 .

(4.71)

Donde 1 ≤ m ≤ n. Cuando m = n tenemos la forma más restringida de una transformación de Mathieu
que, como veremos, corresponderá a una transformación de punto en el espacio de configuración.

A la hora de tener en cuenta las ligaduras (4.71) en (4.69) podemos proceder de las siguientes
formas:

(a) Despejar m coordenadas en función del resto a partir de (4.71), que ya son variables indepen-
dientes, y sustituir sus variaciones en la forma diferencial invariante.

(b) Mediante el método de los multiplicadores de Lagrange, manteniéndose aśı la simetŕıa en el
manejo de todas las coordenadas que aparecen en las ecuaciones auxiliares.

Si seguimos el camino (b) tenemos que:

n∑
i=1

(pidqi − PidQi) = λ1dΩ1 + . . .+ λmdΩm , (4.72)

con λI = λI(q,Q), 1 ≤ I ≤ m. Igualando los coeficientes de los diferenciales de qi y Qi en (4.72)
llegamos a que:

pi = λ1
∂Ω1

∂qi
+ . . .+ λm

∂Ωm

∂qi
,

Pi = −
(
λ1
∂Ω1

∂Qi

+ . . .+ λm
∂Ωm

∂Qi

)
.

(4.73)

Tenemos, por tanto, 2n+m ecuaciones para determinar las 2n nuevas variables, (Q,P ), como funcio-
nes de los (q, p) y los multiplicadores λI , 1 ≤ I ≤ m. A partir de las n primeras ecuaciones en (4.73)
podemos despejar las Qi = Qi(q, p) y luego sustituyendo en las restantes n ecuaciones obtenemos tam-

bién Pi = Pi(q, p). Para que este procedimiento sea viable se requiere que ||∂2

m∑
I=1

λIΩI/∂q∂Q|| 6= 0.

Finalmente, empleando las m ecuaciones auxiliares (4.71) podemos determinar los λI , 1 ≤ I ≤ m.
Comparando la forma diferencial (4.69) con (4.29) se tiene que para que la transformación resultante
sea canónica se requiere,

K (Q,P, t) = H (q(Q,P ), p(Q,P ), t) . (4.74)
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Un caso especial de transformaciones de Mathieu-Lie son las transformaciones de punto de la dinámi-
ca de Lagrange para m = n. En este caso, a partir de las n ecuaciones auxiliares podemos expresar:

q1 =f1(Q1, . . . , Qn) ,
. .
. .
. .

qn =fn(Q1, . . . , Qn) .

(4.75)

Insertando estas ecuaciones en (4.69) deducimos,∑
i,j

pj
∂qj
∂Qi

dQi =
∑
i

PidQi , (4.76)

y, por tanto:

Pi =
∑
j

pj
∂qj
∂Qi

=
∑
j

pj
∂fj
∂Qi

. (4.77)

Que es idéntica a (4.5). Vemos, por tanto, que toda transformación de punto de la mecánica de Lagrange
independiente de tiempo, se puede considerar como una transformación particular de Mathieu-Lie para
m = n. Es un ejemplo más de la generalidad de las transformaciones canónicas frente a lo restringido
de las transformaciones de la mecánica de Lagrange.

Consideremos a continuación dependencia expĺıcita temporal,

Q = Q (q, p, t) , P = P (q, p, t) . (4.78)

Consideramos entonces (4.69) en la forma,∑
i=1

pidqi −Hdt =
∑
i=1

PidQi −Kdt ,

ΩI (q1, . . . , qn;Q1, . . . , Qn; t) = 0 , k = 1, . . . ,m ,

(4.79)

donde comparando con (4.29) hemos exigido de nuevo que la función generatriz sea nula (salvo la
adición de una función de tiempo). Introduciendo los multiplicadores de Lagrange, tenemos:

n∑
i=1

(pidqi − PidQi)− (H −K)dt =

=
m∑
I=1

n∑
i=1

(
λI
∂ΩI

∂qi
dqi + λI

∂ΩI

∂Qi

dQi

)
+

m∑
I=1

λI
∂ΩI

∂t
dt . (4.80)

En la expresión anterior podemos considerar los diferenciales de las variables canónicas y del tiempo
como independientes ya que en la integral canónica las trayectorias en el espacio de fases son arbitrarias
alrededor del movimiento real del sistema. Por tanto, a partir del coeficiente que multiplica a dt:

K = H + λ1
∂Ω1

∂t
+ . . .+ λm

∂Ωm

∂t
, (4.81)
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junto con las ecuaciones (4.73) que se deducen análogamente al caso independiente de t y nos garanti-

zan el poder expresar Q(q, p, t) y P (q, p, t) si ||∂2

m∑
I=1

λIΩI/∂q∂Q|| 6= 0. Si comparamos las ecuaciones

(4.73) junto con la expresión para el nuevo Hamiltoniano observamos que
∑

I λIΩI(q,Q, t) se com-
portan de la misma forma que una función generatriz del tipo 1. Si procedemos de forma análoga al
caso de transformaciones de Mathieu-Lie independientes de t, es directo comprobar que para m = n
se tienen de nuevo transformaciones de punto de la mecánica Lagrangiana dependientes de tiempo.

• Ejemplo

Consideremos la relación:

Q2q2 = a (4.82)

Tenemos por (4.73):

p = λ
∂Ω

∂q
= 2λqQ2 ⇒ Q =

√
p

2λq
,

P = −λ∂Ω

∂Q
= −2λQq2 .

(4.83)

Y sustituyendo en las expresiones anteriores la relación (4.73) tenemos:

λ2 = − P

2a3/2p
=

(pq)2

(2a)2
. (4.84)

De esta forma podemos obtener, de nuevo por sustitución, P = P (q, p) y Q = Q (q, p):

P = −pq
2

√
a
,

Q =

√
a

q2
.

(4.85)

4.4. Forma diferencial bilineal invariante

Buscamos el invariante básico de las transformaciones canónicas, que sea la condición necesaria
y suficiente que caracterice dichas transformaciones. Ya las hemos caracterizado a través de la fun-
ción generatriz F , pero ahora buscamos un invariante geométrico. En el caso de las transformacio-
nes de punto de la mecánica de Lagrange ya vimos que dejaban invariante el diferencial de longitud
aik(q)dqidqk = ds2, en el sentido de que en las nuevas coordenadas ds2 adopta una forma análoga,
aun cuando la matriz aik(q) no será invariante en general. En el espacio de fases llegaremos a que el
invariante geométrico es una forma diferencial bilineal con significado de área y no de desplazamiento
como en el caso de la dinámica Lagrangiana, ds =

√
ds2.
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Para una transformación canónica que no involucre el tiempo de forma expĺıcita, (4.29) es equivalente
a:

n∑
i=1

piδqi =
n∑
α=i

PiδQi + δF , (4.86)

dado que K = H y siempre podemos tomar ∂F/∂t = 0. En (4.86) hemos introducido el śımbolo δ
en lugar de d para hacer hincapié en que las variaciones anteriores son a un tiempo fijo. La expresión
anterior también se puede reescribir como:

n∑
i=1

piδqi −
n∑
i=1

PiδQi = δF . (4.87)

Esta última expresión nos recuerda a aquélla que teńıamos para el trabajo producido por una fuerza
conservativa, que verificaba que su trabajo alrededor de cualquier circuito cerrado en torno a un punto
era cero, y, por lo tanto, dicho trabajo se podŕıa considerar como una función de punto, análogamente
a (4.87).

Un criterio similar lo podemos seguir aqúı. Recordando la definición de circulación de Helmholtz, o
simplemente circulación introducida en la sección 3.9,

Γ =

∮ n∑
i=1

pidqi , (4.88)

donde la integral de ĺınea se toma a lo largo de cualquier circuito cerrado en el espacio de fases (q, p).
Es directo a partir de (4.87) que se verifica,

Γ =

∮ n∑
i=1

piδqi =

∮ n∑
i=1

PiδQi , (4.89)

puesto que: ∮
δF = 0 . (4.90)

La circulación Γ es aśı un invariante con respecto a cualquier transformación canónica. Merece la
pena enfatizar que la circulación Γ, al hacer un cambio de variable genérico, conservará su valor, dado
que tiene un significado geométrico intŕınseco. Lo relevante es que sólo cuando la transformación es
canónica tiene además la misma expresión en términos de las nuevas variables.

En lugar de pensar en el espacio de fases de 2n-dimensiones podemos pensar en una curva cerrada
L en el espacio de configuración de n-dimensiones con un campo vectorial pi asociado a cada punto
qi, como podemos ver en la figura (4.1), dado que a lo largo de una curva cualquiera qi = qi(τ) y
pi = pi(τ), siendo τ el parámetro empleado para la descripción de la misma. Por tanto, el conjunto
(q1, . . . , qn) da las coordenadas del punto en el espacio de configuración, mientras que el conjunto
(p1, . . . , pn) determina un campo vectorial adscrito a la curva L. Ahora queremos mostrar cómo a
partir de este invariante integral Γ se puede deducir un invariante diferencial. Para ello sean u y v
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q

p L

P

Q

L′

1

Figura 4.1: A cada punto q(τ) y Q(τ) de los respectivos espacios de configuración se les asocia un
vector p(τ) y P (τ), respectivamente.

L’

u = cte.

v = cte.

1

Figura 4.2: La única contribución viene del contorno L′.

dos parámetros que parametrizan una superficie cuyo contorno es la curva L. Sobre dicha superficie se
construye una maya a partir de la intersección de las curvas sobre la superficie con u y v constantes.
Se calcula entonces la circulación sobre cada celda de dicha maya que esté contenida completamente
en la superficie limitada por la curva L, tal y como se muestra en la figura 4.2, y se suma sobre todas
las celdas. Notemos que la integral sobre las ĺıneas interiores que separan dos celdas se cancela dado
que se recorren en sentidos opuestos, véase de nuevo la figura 4.2, con lo que la suma de la circulación
sobre cada celda se reduce a calcular la circulación sobre la curva cerrada L′ formada a partir de la
unión de los segmentos que no son compartidos entre dos celdas. Al hacer la malla cada vez más densa,
la integral de la circulación a lo largo de L′ se aproxima a la integral curviĺınea a lo largo de L. En el
ĺımite ambas son iguales.

Procedamos a calcular ahora la circulación (4.88) a lo largo de una celda arbitraria contenida en
la superficie. Introducimos la notación de que dada una función f(u, v) en la región encerrada por la
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curva L, indicamos por d′f el cambio de f debido sólo al cambio de v, manteniendo u constante:

d′f =
∂f

∂v
dv . (4.91)

De forma similar, d′′f representará el cambio de f debido sólo al cambio de u, manteniendo v constante:

d′′f =
∂f

∂u
du . (4.92)

La circulación alrededor de un paralelogramo infinitesimal formado por ĺıneas paramétricas v y v + dv
intersectadas con las ĺıneas u y u+ du puede ser escrito como:

n∑
i=1

[d′ (pid
′′qi)− d′′ (pid

′qi)] =

=
n∑
i=1

(d′pid
′′qi − d′′pid

′qi) =

=
n∑
i=1

(
∂qi
∂u

∂pi
∂v

− ∂pi
∂u

∂qi
∂v

)
du dv .

(4.93)

Y obtenemos la transformación de una integral de ĺınea en una integral de superficie:∮
L

n∑
i=1

pidqi =

∫
K

n∑
i=1

(
∂qi
∂u

∂pi
∂v

− ∂pi
∂u

∂qi
∂v

)
du dv . (4.94)

Dado que la circulación ha quedado reescrita como una integral de superficie sobre la región encerrada
por la curva cerrada L y, puesto que esta región es totalmente arbitraria, la invariancia de Γ implica la
invariancia del integrando:

n∑
i=1

(
∂qi
∂u

∂pi
∂v

− ∂pi
∂u

∂qi
∂v

)
, (4.95)

bajo una transformación canónica. Más concretamente, fijémonos que los pasos anteriores realizados
con las variables (p, q) también los podŕıamos haber realizado análogamente con las variables (P,Q)
y el resultado habŕıa sido el mismo dado que Γ tiene la misma expresión en unas variables y en otras,
aśı cuando hablamos de invarianza nos referimos a que:

n∑
i=1

(
∂qi
∂u

∂pi
∂v

− ∂pi
∂u

∂qi
∂v

)
=

n∑
i=1

(
∂Qi

∂u

∂Pi
∂v

− ∂Pi
∂u

∂Qi

∂v

)
. (4.96)

Equivalentemente la siguiente forma diferencial también es invariante:

n∑
i=1

(d′pid
′′qi − d′′pid

′qi) =
n∑
i=1

(d′Pid
′′Qi − d′′Pid

′Qi) . (4.97)
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Esta es la forma bilineal diferencial invariante bajo una transformación canónica. La invariancia de ésta,
o de (4.95), es condición necesaria y suficiente para que una transformación sea canónica. Hemos visto
que la condición es necesaria, veamos que también es suficiente.

Supongamos que la circulación se conserva. Consideremos la transformación:

Q = Q (q, p, t) , P = P (q, p, t) . (4.98)

Tenemos entonces que:

n∑
i=1

PidQi + dF −Kdt =
∑
i

PiδQi +
∑
i

Pi
∂Qi

∂t
dt+ δF +

∂F

∂t
dt−Kdt

=

(
n∑
i=1

PiδQi + δF

)
︸ ︷︷ ︸

Invariancia de Γ
igual a

∑
i=1 pidqi

+
n∑
i=1

Pi
∂Qi

∂t
dt+

∂F

∂t
dt−Kdt

=
n∑
i=1

pidqi +
n∑
i=1

Pi
∂Qi

∂t
dt+

∂F

∂t
dt−Kdt

=
n∑
i=1

pidqi −Hdt , (4.99)

identificando

K = H +
∑
i

Pi
∂Qi

∂t
+
∂F

∂t
, (4.100)

con lo que llegamos a (4.29),∑
i

pidqi −Hdt =
∑
i

PidQi −Kdt+ dF , (4.101)

y en efecto el cambio (4.98) es canónico.

4.4.1. Los corchetes de Lagrange

Los corchetes o paréntesis de Lagrange se definen como:

{u, v} =
n∑
i=1

(
∂qi
∂u

∂pi
∂v

− ∂pi
∂u

∂qi
∂v

)
=

2n∑
α,β=1

∂ξα
∂u

γαβ
∂ξβ
∂v

, (4.102)

donde las variables dinámicas son función de dos parámetros y hemos empleado la notación compacta
introducida en (3.42) y, al igual que en el caṕıtulo anterior, las letras griegas van desde 1 a 2n. En el
resto de este caṕıtulo emplearemos el criterio de suma de Einstein sobre ı́ndices griegos repetidos. De
(4.94) se tiene, ∮

L

n∑
i=1

pidqi =

∫
K

{u, v} du dv , (4.103)
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y como la superficie K es arbitraria se sigue que los corchetes de Lagrange son invariantes bajo
transformaciones canónicas:

{u, v}p,q = {u, v}P,Q , (4.104)

donde los sub́ındices indican las variables empleadas en el cálculo de los corchetes de Lagrange. En
particular, tenemos los siguientes corchetes de Lagrange,

{qi, qk} = 0, {pi, pk} = 0, {qi, pk} = δik , (4.105)

donde u y v son las variables canónicas y se denominan corchetes de Lagrange fundamentales.

Teorema

Es condición necesaria y suficiente para que la transformación ηα = ηα (ξ, t) sea canónica que se
verifique:

{ηα, ηβ}ξ = γαβ = {ηα, ηβ}η . (4.106)

Demostración.-

Que es necesaria ya lo hemos visto. Comprobemos que es suficiente. Para ello es suficiente con
demostrar que para cualquier par de variables dinámicas u, v tenemos:

{u, v}ξ = {u, v}η , (4.107)

según hemos visto en la subsección anterior. Calculemos {u, v}ξ, sabiendo que se verifica (4.106):

{u, v}η =
∂ηα
∂u

γαβ
∂ηβ
∂v

=
∂ηα
∂ξλ

∂ξλ
∂u

γαβ
∂ηβ
∂ξρ

∂ξρ
∂v

=

=
∂ηα
∂ξλ

γαβ
∂ηβ
∂ξρ︸ ︷︷ ︸

{ξλ, ξρ}η = {ξλ, ξρ}ξ = γλρ

∂ξλ
∂u

∂ξρ
∂v

=
∂ξλ
∂u

γλρ
∂ξρ
∂v

= {u, v}ξ .

4.4.2. Relación entre los corchetes de Poisson y de Lagrange

Consideremos que tenemos 2n variables dinámicas independientes, función de las ξα y t, esto es
uα = uα (ξ, t). Existe la siguiente relación entre los corchetes de Lagrange y Poisson:

{uα, uσ} [uβ, uσ] = δαβ . (4.108)

La demostración es directa,

{uα, uσ} [uβ, uσ] =
∂ξλ
∂uα

∂ξρ
∂uσ

γλρ
∂uβ
∂ξµ

γµν
∂uσ
∂ξν

=
∂ξλ
∂uα

γλρ
∂uβ
∂ξµ

γµν
∂ξρ
∂uσ

∂uσ
∂ξν︸ ︷︷ ︸

δρν

=
∂ξλ
∂uα

γλρ
∂uβ
∂ξµ

γµνδρν =
∂ξλ
∂uα

γλργµρ
∂uβ
∂ξµ

=
∂ξλ
∂uα

δλµ
∂uβ
∂ξµ

= δαβ .
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Si tomamos ηα ≡ uα (nuevas variables canónicas),

2n∑
σ=1

{ηα, ησ} [ηβ, ησ] = δαβ . (4.109)

Aśı los [ηα, ηβ], paréntesis de Poisson fundamentales, son invariantes bajo una transformación canónica
dado que la inversa de una matriz, si existe, es única.

[ηk, ηi]η = γki = [ηk, ηi]ξ . (4.110)

De este modo, para cualquier par de variables dinámicas, R y S, tenemos que:

[R,S]ξ =
∂R

∂ξλ
γλρ

∂S

∂ξρ
=
∂R

∂ηα

∂ηα
∂ξλ

γλρ
∂ηβ
∂ξρ

∂S

∂ηβ

=
∂R

∂ηα
[ηα, ηβ]ξ

∂S

∂ηβ
=
∂R

∂ηα
γαβ

∂S

∂ηβ
= [R,S]η . (4.111)

Aśı pues, los corchetes de Poisson de un par cualquiera de variables son también invariantes al serlo
los corchetes de Lagrange. Deducimos por tanto el siguiente teorema:

Teorema

Es condición necesaria y suficiente para que una transformación sea canónica que los corchetes de
Poisson fundamentales sean invariantes.

Demostración.-

Que es necesaria ya lo hemos visto. Veamos que es suficiente. Esta condición garantiza la invariancia
de un par arbitrario de corchetes de Poisson y con ello la invariancia de los paréntesis de Lagrange en
virtud de (4.108). Por tanto tenemos garantizada la invariancia de la circulación Γ que implica el
carácter canónico de la transformación.

Siempre podemos tomar la u y la v como miembros de un conjunto más amplio de 2n variables
independientes, ya que si no son independientes no se puede construir los paréntesis de Lagrange puesto
que han de tomarse como coordenadas de una superficie.

4.5. La forma simpléctica de las transformaciones canóni-

cas

Además de por la existencia de una función generatriz hemos caracterizado las transformaciones
canónicas por la invarianza de los corchetes de Lagrange y Poisson. Desarrollamos en esta sección otra
condición necesaria y suficiente que garantiza el que una transformación sea canónica.

4.5.1. Transformaciones canónicas restringidas

Consideremos en primer lugar las transformaciones canónicas restringidas (el tiempo no aparece en
las ecuaciones de transformación):

Qi = Qi(q, p) ,

Pi = Pi(q, p) .
(4.112)
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Sabemos que el Hamiltoniano es H (Q,P, t), si inicialmente era H (q, p, t) donde hemos invertido las
relaciones anteriores:

qi = qi(Q,P ) ,

pi = pi(Q,P ) .
(4.113)

A partir de la regla de la cadena tenemos,

Q̇i =
∑
j

(
∂Qi

∂qj
q̇j +

∂Qi

∂pj
ṗj

)
=
∑
j

(
∂Qi

∂qj

∂H

∂pj
− ∂Qi

∂pj

∂H

∂qj

)
, (4.114)

donde también hemos empleado las ecuaciones canónicas. Como es una transformación canónica:

Q̇i =
∂H

∂Pi
=
∑
j

(
∂H

∂pj

∂pj
∂Pi

+
∂H

∂qj

∂qj
∂Pi

)
. (4.115)

Igualando los coeficientes de las derivadas de H, ya que éste es arbitrario:(
∂Qi

∂qj

)
q,p

=

(
∂pj
∂Pi

)
Q,P

,

(
∂Qi

∂pj

)
q,p

= −
(
∂qj
∂Pi

)
Q,P

. (4.116)

Ahora para los momentos Pi:

Ṗi =
∑
j

(
∂Pi
∂qj

q̇j +
∂Pi
∂pj

ṗj

)
=
∑
j

(
∂Pi
∂qj

∂H

∂pj
− ∂Pi
∂pj

∂H

∂qj

)
. (4.117)

Además por ser la transformación canónica:

Ṗi = − ∂H
∂Qi

= −
∑
j

(
∂H

∂qj

∂qj
∂Qi

+
∂H

∂pj

∂pj
∂Qi

)
. (4.118)

Por lo tanto: (
∂Pi
∂pj

)
q,p

=

(
∂qj
∂Qi

)
Q,P

,

(
∂Pi
∂qj

)
q,p

= −
(
∂pj
∂Qi

)
Q,P

. (4.119)

Las ecuaciones (4.116) y (4.119) son las condiciones directas para una transformación canónica res-
tringida. Vemos que nos relacionan la matriz de las derivadas primeras de un cambio de variables con
su matriz inversa.

Expresemos (4.116) y (4.119) de forma más compacta. Sean η (q, p) y ξ (Q,P ) las variables canóni-
cas, tenemos:

η̇α = γαβ
∂H

∂ηβ
−→ η̇ = Γ

∂H

∂η
,

ξ̇α =
∂ξα
∂ηβ

η̇β −→ξ̇ = Mη̇ , Mαβ =
∂ξα
∂ηβ

.

(4.120)
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Por tanto:

ξ̇ = Mη̇ = MΓ
∂H

∂η
, (4.121)

y puesto que,

∂H

∂ηα
=
∂H

∂ξβ

∂ξβ
∂ηα

−→ ∂H

∂η
= M>∂H

∂ξ
. (4.122)

Obtenemos sustituyendo en (4.121):

ξ̇ = MΓM>∂H

∂ξ
. (4.123)

Dado que la transformación es canónica:

ξ̇ = Γ
∂H

∂ξ
. (4.124)

Comparando la expresión anterior con (4.123) se sigue que:

MΓM> = Γ (4.125)

Que es la llamada Condición Simpléctica. Esta condición es necesaria y suficiente para que una trans-
formación sea canónica. Hasta ahora hemos visto que es necesaria, para demostrar que es suficiente
basta con sustituir (4.125) en (4.123).

Existe otra forma equivalente de expresar (4.125):

MΓM> = Γ ⇔M>ΓM = Γ , (4.126)

ya que:

MΓ = ΓM>−1
. (4.127)

Multiplicando la ecuación anterior por la izquierda por Γ y por la derecha por −Γ, y recordando que
Γ2 = −I, tenemos,

ΓMΓ (−Γ) = Γ2M>−1
(−Γ) ⇒ ΓM = M>−1

Γ ⇒ M>ΓM = Γ . (4.128)

4.5.2. Transformaciones canónicas dependientes del tiempo

Sea ξ = ξ (η, t) una transformación canónica que depende expĺıcitamente del tiempo, siendo t en
el espacio de fases no más que un parámetro continuo. Consideremos la transformación canónica η →
ξ (t0) = ξ(η, t0), para un valor fijo de t = t0. De este modo la transformación final ξ(η, t) la podemos
considerar como la resultante de la composición de la transformación canónica η → ξ (t0) = ξ(η, t0)
seguida de la evolución temporal desde t0 → t de las nuevas variables canónicas ξ(t),

η ξ(t0)

ξ(t)

-T.C.
PPPq

T.C.
��)
evolución temporal ¿T.C.?
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Ya que t0 es una constante, la transformación canónica η → ξ(η, t0) cumplirá la condición simplécti-
ca, porque hemos visto en la subsección anterior que es condición necesaria y suficiente para que
una transformación sea canónica. Queremos ver que éste es también el caso para la transformación
ξ(η, t0) → ξ(η, t), que corresponde con la evolución temporal de las nuevas variables canónicas.

Para ello vamos a considerar el caso de transformaciones canónicas que dependen de un parámetro
continuo genérico.

4.5.3. Transformación canónica infinitesimal

Una transformación canónica dependiente de un parámetro continuo puede considerarse como una
sucesión de transformaciones canónicas infinitesimales. Sean las variables canónicas originales η(q, p) y
las nuevas variables ξ(Q,P ),

Qi = Qi (q, p, θ) , Pi = Pi (q, p, θ) , (4.129)

tal que para θ = 0 se tiene Qi(q, p, 0) = qi y Pi(q, p, 0) = pi. Consideremos la transformación canónica
infinitesimal alrededor de θ = 0,

Qi = qi + δqi ,

Pi = pi + δpi ,

ξ = η + δη .

 (4.130)

A primer orden en δθ siempre podemos tomar la función generatriz del tipo 2,

F2 (q, P, t) =
∑
i

qiPi + δθG (q, P, θ) . (4.131)

Recordemos que F2 debe cumplir (4.32) y (4.131) lo cumple siempre dado que difiere de
∑

i qiPi (cuyo
Hessiano es uno) por cantidades infinitesimales. A primer orden podemos sustituir δθG (q, P, θ) por
δθG (q, p, θ), ya que la diferencia entre P y p es orden δθ. De acuerdo a (4.31), las derivadas de la
función generatriz nos dan:

pj =
∂F2

∂qj
= Pj + δθ

∂G

∂qj
,

δpj = Pj − pj = −δθ∂G
∂qj

,

Qj =
∂F2

∂Pj
= qj + δθ

∂G

∂Pj
,

δqj = δθ
∂G

∂Pj
= δθ

∂G

∂pj
+O(δθ2) . (4.132)

En definitiva:

δqj = δθ
∂G

∂pj
, δpj = −δθ∂G

∂qj
, G = G (q, p, θ) (4.133)
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θ

q

p

1

Figura 4.3: Órbitas en función del parámetro θ, resultantes de resolver la ecuación diferencial de
primer orden (4.137).

De forma más compacta,

δη = δθ Γ
∂G

∂η
, (4.134)

y a G = G (q, p, θ) se le llama generador infinitesimal. La composición sucesiva de transformaciones
canónicas infinitesimales da lugar a transformaciones canónicas finitas dependientes de un parámetro
θ. Esta aplicación sucesiva puede englobarse en una ecuación diferencial para obtener la transformación
canónica finita. Basta para ello considerar como coordenadas iniciales:

η (θ) = {Qi (q, p, θ) , Pi (q, p, θ)} , (4.135)

en lugar de Qi(q, p, 0) y Pi(q, p, 0), pero el procedimiento es del todo análogo. Realizando una trans-
formación canónica infinitesimal a:

Qi = Qi (q, p, θ + dθ) ,

Pi = Pi (q, p, θ + dθ) .
(4.136)

Aplicando directamente (4.134), tenemos que:

∂η(θ)

∂θ
= Γ

∂G(η(θ); θ)

∂η(θ)
,

η(θ = 0) = {q; p} .

(4.137)

Gráficamente el resultado de la integración de (4.137) da lugar a las llamadas órbitas en función de θ
que representamos simbólicamente en la figura 4.3.

Veamos que en efecto se cumple la condición simpléctica para transformaciones canónicas depen-
dientes de un parámetro continuo, caracterizadas por la ecuación diferencial (4.137). Consideremos
primero el caso de una transformación infinitesimal, donde en virtud de (4.134) se tiene,

Mαβ = δαβ + δθγαρ
∂2G

∂ηαηρ
. (4.138)
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En lenguaje matricial la expresión anterior es:

M = I + δθΓ
∂2G

∂η∂η
, (4.139)

con lo que

M> = I − δθ
∂2G

∂η∂η
Γ . (4.140)

Por lo tanto, a primer orden en δθ se verifica:

MΓM> =

(
I + δθΓ

∂2G

∂η2

)
Γ

(
I − δθ

∂2G

∂η2
Γ

)
= Γ + δθ

{
Γ
∂2G

∂η2
Γ− Γ

∂2G

∂η2
Γ

}
= Γ . (4.141)

Y vemos que la condición simpléctica es condición necesaria para las transformaciones canónicas infi-
nitesimales.

Comprobemos que también es suficiente. Dada la transformación infinitesimal:

ξα (θ + dθ) = ηα + δθγαρYρ (η, θ) , (4.142)

hemos de demostrar si se cumple la condición de integrabilidad,

∂Yα
∂ηβ

=
∂Yβ
∂ηα

, (4.143)

en cuyo caso podremos identificar Yρ =
∂G(η, t0)

∂ηρ

∣∣∣
t0
, y entonces tenemos automáticamente la función

generatriz F2 =
∑

i qiPi+δθG (η, θ) y es canónica. Apliquemos la condición simpléctica, lo que requiere
el cálculo de las matrices M y M> a partir de (4.142):

Mαβ =
∂ξα
∂ηβ

= δαβ + δθγαρ
∂Yρ
∂ηβ

, ⇒M = I + δθΓ
∂Y

∂η
. (4.144)

Y para M>:

M> = I − δθ

(
∂Y

∂η

)>
Γ . (4.145)

Por la condición simpléctica:

MΓM> =

(
I + δθΓ

∂Y

∂η

)
Γ

(
I − δθ

(
∂Y

∂η

)>
Γ

)
= (4.146)

= Γ + dt

(
Γ
∂Y

∂η
Γ− Γ

(
∂Y

∂η

)>
Γ

)
= Γ . (4.147)
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Por lo tanto:

Γ
∂Y

∂η
Γ− Γ

(
∂Y

∂η

)>
Γ = 0 ⇒ ∂Y

∂η
=
∂Y

∂η

>
⇒ ∂Yα

∂ηβ
=
∂Yβ
∂ηα

, (4.148)

se cumple (4.143) y en efecto (4.142) representa una transformación canónica infinitesimal por satisfacer
la condición simpléctica.

Para considerar el caso de transformaciones finitas, notemos que si se aplican sucesivamente dos
transformaciones canónicas:

ξ ξ′ ξ′′ ,-M1 -M2

vemos que:

Mαβ =
∂ξ′′α
∂ξβ

=
∂ξ′′α
∂ξ′λ

∂ξ′λ
∂ξβ

= (M2)αλ (M1)βλ ⇒M = M2M1 . (4.149)

Además:

MΓM> = M2M1ΓM
>
1︸ ︷︷ ︸

Γ

M>
2 = M2ΓM

>
2 = Γ , (4.150)

con lo que la transformación resultante cumple la condición simpléctica si ésta es satisfecha por cada una
de las transformaciones con matrices M1 y M2. Como una transformación canónica finita continua en
θ la podemos considerar como resultante de la aplicación sucesiva de transformaciones infinitesimales,
se tendrá,

ĺım
N→∞

N∏
i=1

MiΓ
N∏
j=1

M>
j = Γ . (4.151)

Luego la transformación canónica finita cumple la condición simpléctica. Veamos que es condición
suficiente. Obviamente si la condición simpléctica es satisfecha por la transformación canónica finita y
continua ξ(η, θ), ésta queda satisfecha por las transformaciones infinitesimales (caso particular cuando
θ es infinitesimal). Por lo tanto, al ser las transformaciones infinitesimales canónicas aśı lo será la
transformación finita resultante de componerlas. Con ello queda demostrado que es condición nece-
saria y suficiente para que toda transformación continua sea canónica el que satisfaga la condición
simpléctica.

Volviendo a nuestras consideraciones originales, relativas a transformaciones dependientes del tiem-
po expĺıcitamente, podemos aplicar sin más los resultados obtenidos al estudiar las transformaciones
dependientes de un parámetro continuo identificando el parámetro t con θ para la transformación
ξ(η, t0) → ξ(η, t), con la condición inicial obvia ξ(η, t)|t0 = ξ(η, t0). Volviendo a considerar la cadena
de transformaciones canónicas, η → ξ(η, t0) → ξ(η, t), esquematizadas en este diagrama,

η ξ(η, t0)

ξ(η, t)

-M1

XXXXz
M=M2·M1

��9
M2
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se deduce que:

Mαβ =
∂ξα(η, t)

∂ηβ
=

∂ξα
∂ξλ(t0)

∂ξλ(t0)

∂ηβ
⇒M = M2 ·M1 (4.152)

La evolución temporal ξ(t0) → ξ(t) es canónica si y sólo si M2ΓM
>
2 = Γ, dado que es un caso

particular de transformaciones dependientes de un parámetro continuo con G igual a H, como se
deduce de comparar las ecuaciones canónicas con (4.137). Con ello, la transformación final resultante
cumple necesariamente la condición simpléctica, ya que M1 la cumple también al corresponder a
una transformación independiente de t. Veamos ahora que también es suficiente, es decir, que si
MΓM> = Γ, entonces ξ(η, t) es una transformación canónica. Dado que M lo cumple para todo
tiempo t, en particular lo satisface también para t = t0 y, por tanto, M1 también cumple la condición
simpléctica. Con ello, la transformación η → ξ(η, t0) es canónica. Por otra parte, dado que tanto M1

como M cumplen la condición simpléctica, es directo comprobar que entonces M2 también la satisface
y entonces ξ(η, t0) → ξ(η, t) es una transformación canónica. Por lo tanto, la transformación resultante
ξ(η, t) es efectivamente una transformación canónica.

4.6. Invariancia de los paréntesis de Poisson y el volumen

bajo transformaciones canónicas

• Paréntesis de Poisson. Considérense los paréntesis de Poisson fundamentales:

[ηα, ηβ]η = γαβ , [ξα, ξβ]ξ = γαβ , (4.153)

entonces,

[ξα, ξβ]η =
∂ξα
∂ηλ

γλρ
∂ξβ
∂ηρ

= MαλγλρM
>
ρβ . (4.154)

De aqúı tenemos dos conclusiones equivalentes,

(a) Como vimos en el punto anterior ξ(η, t) es canónica si y sólo si satisface la condición simpléctica
con lo que el resultado final de (4.154) es γαβ.

(b) Por el teorema de invariancia de los paréntesis de Poisson, tal y como se vio en la subsección
4.4.2, llegamos aśı mismo a la condición simpléctica MΓM> = Γ.

A partir de (4.111) sabemos que si los paréntesis de Poisson fundamentales se conservan, éste es el
caso para los corchetes de Poisson de dos variables dinámicas cualesquiera.

Aśı vemos que el que la conservación de los paréntesis de Poisson fundamentales es condición
necesaria y suficiente para garantizar que la transformación sea canónica es equivalente a la condición
simpléctica según (4.154).

• Otro invariante es el elemento de volumen. El elemento de volumen en las viejas variables viene
dado por:

(dη) = dq1 . . . dqndp1 . . . dpn (4.155)
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Y en las nuevas:

(dξ) = dQ1 . . . dQndP1 . . . dPn (4.156)

La relación entre ambos queda establecida por el Jacobiano de la transformación:

(dξ) =

∣∣∣∣∂ξ∂η
∣∣∣∣ (dη) = |det(M)|(dη) . (4.157)

Por otra parte, a partir de la condición simpléctica se tiene que:

M>ΓM = Γ ⇒ (detM)2 = 1 ⇒ |det(M)| = 1 (4.158)

Aśı las transformaciones canónicas conservan el elemento de volumen.
En las transformaciones canónicas hemos adoptado el punto de vista pasivo, considerándolas como

cambios de coordenadas en el espacio de fases. Éste es el punto de vista pasivo de una transformación. Se
considera la misma región (que, por tanto, tendrá el mismo volumen) desde dos sistemas de coordenadas
distintos. Lo que ha sido novedoso es ver que el elemento diferencial de volumen también se conserva
en su forma bajo una transformación canónica. Para una región finita tenemos:

V =

∫
Dq,p

dq1 . . . dqndp1 . . . dpn =

∫
DQ,P

|∂η
∂ξ
|︸︷︷︸

1

dQ1 . . . dQndP1 . . . dPn =

=

∫
DQ,P

dQ1 . . . dQndP1 . . . dPn ,

(4.159)

y el volumen de una región arbitraria, calculado de la misma forma en los dos sistemas de coordenadas
en el espacio de fases por una transformación canónica, coincide.

4.7. El movimiento de un sistema como una sucesión con-

tinua de transformaciones canónicas

Consideremos de nuevo las transformaciones canónicas continuas infinitesimales e identifiquemos
θ → t en (4.137). Tenemos,

dqi
dt

=
∂G

∂pi
,
dpi
dt

= −∂G
∂qj

, q(t0) = q0 , p(t0) = p0 . (4.160)

La comparación es directa con las ecuaciones canónicas (3.36) sin más que identificando el Hamiltoniano
H(q, p, t) con el generador G(q, p, t). Por lo tanto, observamos que la evolución temporal q0 → q(t) y
p0 → p(t) es un caso particular de transformaciones canónicas dependientes de un parámetro continuo.

Además para la evolución t→ t+ dt tenemos la función generatriz F2 =
∑
i

qiPi + dtH(q, p, t). Y el

nuevo Hamiltoniano es:

K = H +
∂F2

∂t
= H + dt

∂H(q, p, t)

∂t

= H (q, p, t+ dt) = H(q, p, t) +
dH(q, p, t)

dt
dt . (4.161)
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Por lo tanto llegamos de nuevo al resultado conocido,

dH

dt
=
∂H

∂t
, (4.162)

pero en esta ocasión explotando el hecho de que la evolución temporal la podemos considerar como
una transformación canónica dependiente de un parámetro continuo, adquiriendo un nuevo significado
relativo a conocer el nuevo Hamiltoniano tras el cambio de variables. Además H es el generador de las
transformaciones canónicas con t como parámetro. El que H 6= constante, refleja el hecho de que la
función generatriz depende expĺıcitamente del tiempo.

Hemos llegado al importante resultado de que todo movimiento de un sistema se puede considerar
como una sucesión de transformaciones canónicas infinitesimales. ¡El entero movimiento del sistema a
lo largo del tiempo se puede ver como un cambio continuo de coordenadas (q, p) en el espacio de fases
de tipo canónico!.

Teniendo en cuenta la conservación para las transformaciones canónicas de la circulación y del
volumen vistos en las secciones 4.4 y 4.6, respectivamente, es ahora evidente que la evolución temporal
conserva la circulación y el volumen en el espacio fásico y son, por tanto, invariantes integrales. El
teorema de Liouville lo vimos en la sección 3.8 desde el punto de vista activo, considerando la variación
en la forma de una región en el espacio de fases debido a la evolución temporal. En la sección 3.8 se
adoptó la descripción de campo desde el punto de vista de la analoǵıa con el fluido de fases. Ahora la
conservación del volumen por la evolución temporal se puede ver según la descripción de part́ıcula del
fluido de fases. Siguiendo la demostración dada en (4.159),

V =

∫
D(t0)

dq1 . . . dqndp1 . . . dpn (4.163)

Realizando la transformación canónica ξ(t0) → ξ(t),

V =

∫
D(t0)

dq1 . . . dqndp1 . . . dpn =

=

∫
D(t)

∣∣∣∣∂ξ(t0)ξ(t)

∣∣∣∣ dQ1 . . . dQndP1 . . . dPn =

=

∫
D(t)

dQ1 . . . dQndP1 . . . dPn ,

(4.164)

que es el teorema de Liouville desde un punto de vista pasivo.
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Caṕıtulo 5

Simetŕıas y teoremas de conservación II.
Ecuación de Hamilton-Jacobi

5.1. Familias de transformaciones canónicas. Generadores

infinitesimales

Consideremos la transformación canónica:

ξα = Zα
(
ξ0, t; θ

)
, (5.1)

continua y diferenciable en θ. Cuando θ = 0 se tiene la transformación identidad:

ξ0
α = Zα

(
ξ0, t; 0

)
. (5.2)

La transformación (5.1) es además invertible:

ξ0
α = Z0

α (ξα, t; θ) . (5.3)

Para cada θ tenemos la función generatriz F 0 (ξ0, t; θ) que en virtud de (4.20) es única salvo por la
adición de una función arbitraria de θ y t. Escribimos F 0 para indicar que se toma F como función de
ξ0 y no de las variables ξ.

La función generatriz F 0 debe satisfacer las ecuaciones (4.20). Dichas ecuaciones se pueden expresar
de forma más compacta introduciendo la siguiente notación matricial. Sea la matriz,

Λ =

(
On In
On On

)
, (5.4)

donde In y On son las matrices identidad y nula, de orden n, respectivamente. Esta matriz posee la
propiedad:

Λ− Λ> = Γ . (5.5)
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Los elementos de la matriz Λ los designaremos por λαβ . Con esta notación, (4.20) se pueden reescribir
como:1

λαρξ
0
ρ = λµν

∂Zµ
∂ξ0

α

Zν +
∂F 0

∂ξ0
α

. (5.6)

Diferenciando respecto de θ, manteniendo ξ0
α y t fijos:

0 = λµν
∂2Zµ
∂ξ0

α∂θ
Zν + λµν

∂Zµ
∂ξ0

α

∂Zν
∂θ

+
∂2F 0

∂ξ0
α∂θ

= λµν
∂Zµ
∂ξ0

α

∂Zν
∂θ

− λµν
∂Zµ
∂θ

∂Zν
∂ξ0

α

+
∂

∂ξ0
α

[
λµν

∂Zµ
∂θ

Zν +
∂F 0

∂θ

]
= (λµν − λνµ)

∂Zµ
∂ξ0

α

∂Zν
∂θ

+
∂

∂ξ0
α

[
λµν

∂Zµ
∂θ

Zν +
∂F 0

∂θ

]
. (5.7)

Donde hemos tenido en cuenta que γµν = λµν − λνµ. Por otra parte, definimos:

G0
(
ξ0, t; θ

)
=
∂F 0

∂θ
+ λµν

∂Zµ
∂θ

Zν . (5.8)

De esta forma la ecuación (5.7) puede reescribirse en la forma:

γµν
∂Zµ
∂ξ0

α

∂Zν
∂θ

+
∂G0

∂ξ0
α

= 0 . (5.9)

La ecuación (5.1) que da lugar a la transformación canónica implica que:

∂Zµ
∂ξ0

α

∂Z0
α

∂ξβ
= δµβ . (5.10)

Teniendo en cuenta este resultado y multiplicando (5.9) por γβρ
∂Z0

α

∂ξβ
:

γµν
∂Zµ
∂ξ0

α

∂Z0
α

∂ξβ︸ ︷︷ ︸
δµβ

∂Zν
∂θ

γβρ +
∂G0

∂ξ0
α

γβρ
∂Z0

α

∂ξβ
= 0 . (5.11)

Puesto que γβνγβρ = δνρ se tiene:

∂Zρ
∂θ

+ γβρ
∂Z0

α

∂ξβ

∂G0

∂ξ0
α

= 0 , (5.12)

equivalentemente,

∂Zρ
∂θ

= γρβ
∂G

∂ξβ
(5.13)

1Escribimos Z en lugar de ξ según (5.1).
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               Espacio fásico

θ

ξ0 = ξ(0)

1

Figura 5.1: Órbitas en función del parámetro θ.

donde G = G (ξ, t; θ) = G0 (ξ0 (ξ, t; θ) , t; θ). La ecuación (5.13) representa la ecuación diferencial de
la transformación ξα = Zα (ξ0, t; θ).

Hasta ahora hemos considerado las transformaciones canónicas desde un punto de vista pasivo (salvo
en el caso de la evolución temporal). El mismo tratamiento desde el punto de vista activo se puede
realizar para las transformaciones canónicas continuas en θ:

ξα = ξα
(
ξ0, t; θ

)
≡ Zα

(
ξ0, t; θ

)
, (5.14)

y aśı manteniendo ξ0, t fijos tenemos que los puntos de coordenadas ξα describen una curva unipa-
ramétrica con θ como parámetro. Sobre una de las curvas sólo vaŕıa θ y, según (5.13), podemos escribir
como ecuación diferencial de las mismas:

dξρ
dθ

= γρβ
∂G

∂ξβ
, ξρ(0) = ξ0

ρ . (5.15)

Estas ecuaciones, como ya se ha discutido en el caṕıtulo anterior, son completamente similares a las
ecuaciones de Hamilton con θ haciendo el papel de t.

Sobre estas curvas (órbitas) cada punto ξα(θ) se relaciona uńıvocamente con ξα(0). Hemos visto
que asociada a cada familia uniparamétrica de transformaciones canónicas hay una función G(ξ, t; θ)
llamada el Generador Infinitesimal.

Teorema

Toda función continua y diferenciable G(ξ, t; θ) genera una familia de transformaciones canónicas
uniparamétricas que viene dada por:

dξν
dθ

= γνµ
∂G

∂ξµ
(5.16)

y para cada familia uniparamétrica de transformaciones canónicas existe un generador infinitesimal que
satisface la ecuación anterior.
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Demostración.-

La segunda parte del teorema ya ha sido demostrada. Para ver que la primera parte es correcta
consideremos los paréntesis de Lagrange:{

ξ0
α, ξ

0
β

}
ξ

=
∂ξµ
∂ξ0

α

γµν
∂ξν
∂ξ0

β

?
=
{
ξ0
α, ξ

0
β

}
ξ0

= γαβ . (5.17)

Es decir, queremos ver si (5.17) se verifica. Para ello se define,{
ξ0
α, ξ

0
β

}
ξ

= `αβ(ξ
0, θ) . (5.18)

Para θ = 0 queda claro que `αβ(ξ
0, 0) = γαβ. Analicemos el cambio con θ:

∂`αβ
∂θ

=
∂

∂θ

(
∂Zµ
∂ξ0

α

γµν
∂Zν
∂ξ0

β

)

=
∂

∂ξ0
α

(
∂Zµ
∂θ

γµν

)
∂Zν
∂ξ0

β

+
∂Zµ
∂ξ0

α

∂

∂ξ0
β

(
γµν

∂Zν
∂θ

)
=

∂

∂ξ0
α

(
∂G

∂ξν

)
∂Zν
∂ξ0

β

− ∂Zµ
∂ξ0

α

∂

∂ξ0
β

(
∂G

∂ξµ

)
=

∂

∂ξ0
α

(
∂G

∂ξν

∂Zν
∂ξ0

β

)
− ∂G

∂ξν

∂2Zν
∂ξ0

α∂ξ
0
β

−

[
∂

∂ξ0
β

(
∂G

∂ξµ

∂Zµ
∂ξ0

α

)
− ∂G

∂ξµ

∂2Z

∂ξ0
β∂ξ

0
α

]

=
∂2G0

∂ξ0
α∂ξ

0
β

− ∂2G0

∂ξ0
β∂ξ

0
α

− ∂G

∂ξν

∂2Zν
∂ξ0

α∂ξ
0
β

+
∂G

∂ξµ

∂2Zµ
∂ξ0

β∂ξ
0
α

= 0 . (5.19)

Luego `αβ no depende de θ y, por tanto:

`αβ
(
ξ0, θ

)
= `αβ

(
ξ0, 0

)
= γαβ . (5.20)

Al conservarse los paréntesis de Lagrange fundamentales (5.17) entonces la transformación es canónica.

Ejemplo

Tomemos como generador infinitesimal G a la función:

G = −ξ1 +
1

2
ξ2
2 = −q +

1

2
p2 , (5.21)

que no depende expĺıcitamente en θ. Aplicando (5.15):

dq

dθ
=

∂G

∂p
= p ,

dp

dθ
= −∂G

∂q
= 1 . (5.22)

De aqúı obtenemos:

p = p0 + θ , (5.23)

y también:

q =

∫ θ

0

(
p0 + θ

)
dθ + q0 = q0 + p0θ +

1

2
θ2 . (5.24)
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5.2. Simetŕıas y leyes de conservación

En mecánica Lagrangiana hemos visto cómo el teorema de Noether determina la existencia de cons-
tantes de movimiento asociadas a aquellas transformaciones continuas en el espacio de configuración
que dejan invariantes las ecuaciones de movimiento (es decir δL = 0 ó δL = dF/dt). Aśı mismo dicho
teorema proporciona la expresión para calcular dichas magnitudes.

Conclusiones análogas se obtienen de la invariancia del Hamiltoniano bajo familias continuas de
transformaciones canónicas. Para ello consideremos una variable dinámica R(ξ, t) que variará a lo largo
de la θ-órbita de acuerdo a:

dR

dθ
=
∂R

∂ξν

dξν
dθ

=
∂R

∂ξν
γνµ

∂G

∂ξµ
= [R,G] , (5.25)

donde hemos empleado (5.15). Si además R = R(ξ, t; θ), depende expĺıcitamente de θ, se tiene:

dR

dθ
= [R,G] +

∂R

∂θ
. (5.26)

Considerando R = H(ξ, t; θ), se tiene la expresión análoga a (5.26):

dH

dθ
= [H,G] +

∂H

∂θ
. (5.27)

Por otra parte, la función G evoluciona temporalmente de acuerdo a,

dG

dt
= [G,H] +

∂G

∂t
. (5.28)

Para el caso relevante en que H no dependa expĺıcitamente de θ se tiene por tanto que dH/dθ = 0
si [H,G] = 0, según (5.27), en cuyo caso la función H(ξ, t) no cambia a lo largo de la órbita. Pero
aśı mismo, si G no depende de t expĺıcitamente se sigue de (5.28) que G(ξ) será una constante de
movimiento. Llegamos, por tanto, al interesante resultado de que si ∂H/∂θ = ∂G/∂t = 0, y H es
invariante a lo largo de las órbitas generadas por G, entonces G lo es a lo largo de las órbitas temporales
generadas por H. Vemos cómo un resultado de invarianza de H bajo transformaciones continuas nos
ha llevado a la existencia de una constante de movimiento.

Sin embargo, la discusión anterior no ha incidido en el hecho fundamental de que el Hamiltoniano es
el generador infinitesimal de la evolución temporal y su cambio bajo una transformación canónica viene
dictado por (4.21). Es decir, al determinar el comportamiento de R(ξ, t; θ) en (5.26) se está tomando
esta función con una forma funcional fija en término de las variables ξ(ξ0, t; θ) para todo θ y, por tanto,
su variación corresponde a evaluar la misma expresión para valores distintos de sus argumentos según
cambie θ. Éste no es el caso para el Hamiltoniano K(ξ, t; θ) (K(ξ0, t; 0) = H(ξ0, t; 0)). De hecho,
dado que para un cambio infinitesimal en θ siempre podemos tomar como función generatriz:

F2 (q, P, t) =
∑
i

qiPi + δθG (q, P, θ) , (5.29)

según se vio en (4.131), se tiene que,
dK

dθ
=
∂G

∂t
, (5.30)
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en lugar de (5.27). Para deducir la expresión anterior téngase en cuenta (4.31). Si G no depende
expĺıcitamente de t se deduce que K es constante a lo largo de la θ-órbita e igual a K(ξ, t; θ) =
H(ξ0(ξ, t; θ), t; 0).

La ecuación (5.30) nos lleva a preguntarnos bajo qué condiciones se cumple que K(ξ, t, θ) =
H(ξ, t, θ). Dado que ambas funciones coinciden para θ = 0 se llega a que sólo cuando dK/dθ = dH/dθ
se satisfará el requerimiento anterior. Igualando entonces las expresiones (5.27) y (5.30) se llega a que:

dH

dθ
= [H,G] +

∂H

∂θ
=
∂G

∂t
=
dK

dθ
, (5.31)

equivalentemente, pasando el término [H,G] a la derecha,

dG

dt
= [G,H] +

∂G

∂t
=
∂H

∂θ
, (5.32)

resultado que es del todo análogo a (5.30) intercambiando G por H.
Si (5.31) se verifica entonces K(ξ, t, θ) = H(ξ, t, θ) y este hecho garantiza que el Hamiltoniano

tenga la misma dependencia sobre ξ que H(ξ0, t, θ = 0) tiene sobre ξ0, si y sólo si ∂H(ξ, t, θ)/∂θ = 0,
es decir, cuando H no dependa expĺıcitamente de θ y, por tanto, H = H(ξ, t). Si éste es el caso se
llega entonces a que las ecuaciones canónicas de movimiento son invariantes a lo largo de la θ-órbita,
aspecto que define cuándo una transformación es una simetŕıa tal y como ya se empleó en mecánica
Lagrangiana, sección 2.5. Por lo tanto, decimos que una transformación canónica continua es una
simetŕıa cuando se verifica

∂H(ξ, t, θ)

∂θ
= 0 , (5.33)

[H,G] =
∂G

∂t
, (5.34)

donde la última igualdad se sigue de reescribir (5.31) teniendo en cuenta (5.33). A su vez (5.31) y
(5.33) implican que H es invariante en la θ-órbita de una simetŕıa si G no depende de t expĺıcitamente.
La ecuación (5.33) implica también que el generador infinitesimal de una simetŕıa es una constante de
movimiento teniendo en cuenta (5.32).

En la dinámica Lagrangiana se vio que la invariancia del Lagrangiano bajo transformaciones o ro-
taciones conduce a la conservación del momento lineal y del momento angular, respectivamente. En
la dinámica Hamiltoniana la conservación de un momento generalizado pi se deduce, en virtud de las
ecuaciones canónicas, de la independencia del Hamiltoniano respecto de su coordenada canónicamente
conjugada qi, ya que:

ṗi = −∂H
∂qi

= 0 . (5.35)

Podemos ahora establecer dicha relación entre conservación e invariancia (simetŕıa) de H en términos
de familias continuas de transformaciones canónicas y sus generadores infinitesimales G.
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1. Un momento generalizado pi es el generador infinitesimal de las traslaciones en qi. Basta para
ello identificar G = pi y teniendo en cuenta (5.15):

dqj
dθ

=
∂G

∂pj
= δij ,

dpj
dθ

= −∂G
∂qj

= 0 .

(5.36)

Luego obtenemos para las θ-órbitas:

qj = q0
j + δijθ , pj = p0

j . (5.37)

Es decir, que las θ-órbitas son ĺıneas a lo largo de las cuales sólo qi vaŕıa. En este caso, ∂G/∂t = 0
y para que se cumpla (5.34) se requiere que,

[pi, H] = 0 = −∂H
∂qi

, (5.38)

con lo que recuperamos (5.35) con qi una coordenada ćıclica. El resultado (5.38) es suficiente
para garantizar también (5.33) dada la elección de variables canónicas que se ha hecho en esta
discusión.

2. Consideremos ahora que G = H. Su variación temporal viene dada por:

dH

dt
= [H,H] +

∂H

∂t
=
∂H

∂t
. (5.39)

Por lo tanto, siempre se cumple (5.31) y la evolución temporal es una simetŕıa si y sólo si ∂H/∂t =
0. Entonces, H(ξ) = H(ξ0(ξ, t), 0) y tenemos el teorema de conservación del Hamiltoniano
(equivalente al teorema de conservación de la enerǵıa para sistemas cerrados).

5.3. La ecuación de Hamilton-Jacobi

El hecho de que la evolución temporal de un sistema en el espacio de fases sea una sucesión continua
de transformaciones canónicas es la base de un nuevo método general para resolver la evolución temporal
de un sistema en mecánica.

Se trata de encontrar la función generatriz F de la transformación canónica uniparamétrica temporal
en uno de los cuatro tipos básicos de transformaciones canónicas para obtener las ecuaciones algebraicas
de la transformación desde el estado inicial al estado final.

Sea ξ0 el punto inicial en el espacio de fases en t0 y considérese la transformación canónica ξα(t) =
Zα(ξ

0, t). Identificando θ con t y G0 con H0(ξ0, t) = H(ξ(ξ0, t), t) en (5.8), deducimos que:

∂F 0

∂t
= H0(ξ0, t)− λµν

∂Zµ
∂t

Zν . (5.40)
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Dado que los ξ0 se refieren a las condiciones iniciales del movimiento, emplearemos el convenio habitual
de identificar derivadas temporales parciales y totales siempre que se tomen como argumentos ξ0 y t.
De este modo la ecuación anterior se puede reescribir como:

dF 0

dt
= H0(ξ0, t)− λµν

dZµ
dt

Zν = H(ξ, t)− λµν ξ̇µξν . (5.41)

ya que los ξ0
α se consideran fijos. Por otra parte, vimos en el principio de Hamilton que el movimiento

del sistema queda especificado conociendo las coordenadas generalizadas en dos instantes distintos, q0

en t = t0 y q(t) en t. Aśı tomaremos:

ξα(t) = Zα(ξ
0, t) = Z̃α(q

0, q, t) ,

F 0(ξ0, t) = −S(q, t, q0, t0) ,
(5.42)

al ser S(q, t, q0, t0) = −F 0(q0, p0(q, q0, t), t) es entonces la función generatriz de la transformación
inversa, es decir, de q(t) a q0. Aplicando las ecuaciones (4.27) se sigue que,

pi(t) =
∂S

∂qi(t)
. (5.43)

Aśı mismo, de la igualdad F = −S deducimos,

dF 0

dt
= −∂S

∂t
−
∑
i

∂S

∂qi
q̇i = −∂S

∂t
−
∑
i

piq̇i . (5.44)

Por otra parte, de (5.41) tenemos también,

dF 0

dt
= H(ξ, t)− λµν ξ̇µξν = H(q, p, t)−

∑
i

piq̇i = H(q,
∂S

∂q
, t)−

∑
i

piq̇i . (5.45)

Igualando las dos últimas expresiones se llega a,

∂S

∂t
= −H

(
q,
∂S

∂q
, t

)
(5.46)

que es la ecuación de Hamilton-Jacobi. Ésta es una ecuación en derivadas parciales, no lineal en general.
Una solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi se obtiene sin más que integrando la ecuación

(5.41),

S(q, t, q0, t0) =

∫ t

t0

[
λµν ξ̇µ(q

0, q, t′)ξν(q
0, q, t′)−H(ξ(q0, q, t′), t′)

]
dt′ , (5.47)

claro que para integrar la expresión anterior es necesario conocer de antemano la evolución temporal
ξ(ξ0, t) que es precisamente el problema que pretendemos resolver. Si en (5.47) reemplazamos los pi
por su expresión en términos de qj y q̇j (mediante el empleo de las ecuaciones canónicas), se deduce
que el integrando es el Lagrangiano, obteniéndose,

S(q, t, q0, t0) =

∫ t

t0

L(q(t′), q̇(t′), t)dt′ , (5.48)
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donde q(t′) representa el movimiento real del sistema. Por lo tanto, la acción es una solución de la
ecuación de Hamilton-Jacobi. Ilustremos este resultado con el caso simple de una part́ıcula libre.

Ejemplo

Consideremos una part́ıcula libre:

q(t′) = q0 + (q − q0)
t′ − t0

t− t0
. (5.49)

La acción viene dada por,

S =

∫ t

t0

1

2
q̇(t′)2dt′ =

∫ t

t0

1

2

(
q − q0

t− t0

)2

dt′ =
1

2

(q − q0)2

t− t0
. (5.50)

Aśı a través de la función generatriz:

p0 = − ∂S

∂q0
=
q − q0

t− t0
,

p =
∂S

∂q
=
q − q0

t− t0
= p0 .

(5.51)

Resolviendo: {
q(t) = q0 + (t− t0)p0 ,

p(t) = p0 .
(5.52)

Para poder determinar el movimiento del sistema en un caso genérico hemos de resolver la ecuación
de Hamilton-Jacobi (5.46). De hecho podemos afirmar:

Teorema

Sea S(q,Q, t) una solución cualquiera de la ecuación de Hamilton-Jacobi que depende de n + 1
constantes Q1, . . . , Qn y C tal que det (∂2S/∂q∂Q) 6= 0. Entonces las ecuaciones:

pi =
∂S

∂qi
, Pi = − ∂S

∂Qi

, (5.53)

donde P1, . . . , Pn son constantes, definen la transformación canónica desde las qi(t), pi(t), que satis-
facen las ecuaciones canónicas de movimiento, a las 2n constantes de movimiento Qi, Pi.

2

2Debemos aclarar dos puntos:

1. Llamamos una de las constantes C porque si S es solución entonces S+C también es solución (sólo aparecen
derivadas parciales de S tanto en la ecuación de Hamilton-Jacobi como en las ecuaciones de la transforma-
ción).

2. Se requiere que det
(
∂2S

∂q∂Q

)
6= 0 para poder expresar:

qi = qi(Q,P, t)
pi = pi(Q,P, t)

}
y también

Qi = Qi(q, p, t)
Pi = Pi(q, p, t)

}
.

.
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Demostración.-

Dado que los Pi son constantes:

Ṗi = 0 = − d

dt

∂S

∂Qi

= −
∑
j

∂2S

∂qj∂Qi

q̇j −
∂2S

∂t∂Qi

. (5.54)

Dado que S satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi, el segundo sumando de la expresión anterior se
puede reexpresar como:

∂2S(q,Q, t)

∂Qi∂t
= −∂H(q, p(q,Q, t), t)

∂Qi

= −
∑
j

∂H(q, p, t)

∂pj

∂2S

∂Qi∂qj
. (5.55)

Sustituyendo (5.55) en (5.54) tenemos:

0 =
∑
j

∂2S

∂qj∂Qi

(
−q̇j +

∂H(q, p, t)

∂pj

)
, (5.56)

y puesto que det (∂2S/∂q∂Q) 6= 0, obtenemos el primer conjunto de ecuaciones canónicas:

q̇i =
∂H(q, p, t)

∂pi
. (5.57)

Por otra parte,

ṗi =
d

dt

∂S

∂qi
=
∑
j

∂2S

∂qi∂qj
q̇j +

∂2S

∂t∂qi
=
∑
j

∂2S

∂qj∂qi
q̇j −

∂H(q,Q, t)

∂qi
(5.58)

=
∑
j

∂2S

∂qj∂qi
q̇j −

∂H(q, p, t)

∂qi
−
∑
j

∂H(q, p, t)

∂pj

∂pj(q,Q, t)

∂qi

= −∂H(q, p, t)

∂qi
+
∑
j

∂2S

∂qj∂qi

(
q̇j −

∂H(q, p, t)

∂pj

)
. (5.59)

Teniendo en cuenta (5.57) se deduce el segundo conjunto de ecuaciones canónicas:

ṗi = −∂H(q, p, t)

∂qi
. (5.60)

Por lo tanto, en virtud del teorema anterior, hemos de buscar soluciones de la ecuación de Hamilton-
Jacobi, también denominadas soluciones completas, que dependan de n constantes de integración. Se
ha de tener en cuenta que la solución de una ecuación diferencial en derivadas parciales dependerá en
general no de constantes arbitrarias de integración sino de funciones arbitrarias. Recibe el nombre de
función principal de Hamilton toda solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi (en nuestro caso S)
que dependa de n constantes, y son las únicas soluciones de interés para el estudio del movimiento del
sistema.
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Las Qi rara vez serán las q0
i (coordenadas generalizadas iniciales). No obstante las 2n constantes Qi,

Pi se podrán expresar en función del estado inicial del sistema mediante las relaciones q0
i = qi(Q,P, t0)

y p0
i = pi(Q,P, t0).

Ejemplo: Busquemos una solución completa de la ecuación de Hamilton-Jacobi (5.46) para el caso
de la part́ıcula libre. El Hamiltoniano, como sabemos, viene dado por:

H =
p2

2
,

donde hemos tomado masa unidad. La ecuación de Hamilton-Jacobi es en este caso:

∂S

∂t
= −1

2

(
∂S

∂q

)2

.

Esta ecuación se puede resolver aplicando separación de variables. Para ello supongamos una función
principal de Hamilton de la forma:

S = S1(Q, t) + S2(Q, q) , (5.61)

entonces:

∂S1

∂t
= −1

2

(
∂S2

∂q

)2

. (5.62)

Dado que el término de la derecha es independiente de t, se sigue por lo tanto:

∂S1

∂t
= −Q ,

∂S2

∂q
=
√

2Q , (5.63)

Lo que nos lleva a:

S = −Qt+
√

2Qq . (5.64)

Aplicando las ecuaciones (5.53) obtenemos:

p =
∂S

∂q
=
√

2Q , P = − ∂S
∂Q

= t− q√
2Q

. (5.65)

De las condiciones iniciales P = −q0/
√

2Q. De (5.65),

q = −
√

2QP +
√

2Qt = pt+ q0 , (5.66)

p =
√

2Q , (5.67)

obviamente Q es la enerǵıa cinética E.
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5.3.1. Otra forma de llegar a la ecuación de Hamilton-Jacobi

Las nuevas variables canónicas (Q,P ) son independientes de tiempo. Este hecho se cumple cuando
el nuevo Hamiltoniano sea una función arbitraria de t. Dado que toda función generatriz, al igual que
todo Hamiltoniano, está indeterminada por la adición de una función de tiempo genérica, igualaremos a
cero dicho Hamiltoniano. Tomando la función generatriz que pasa de las variables (Q,P ) a (q(t), p(t))
de tipo 3, S(q,Q, t), ésta debe satisfacer:

K(Q,P, t) = 0 =
∂S

∂t
+H(q, p(q,Q, t), t) , (5.68)

equivalentemente,
∂S

∂t
= −H(q,

∂S

∂q
, t) , (5.69)

llegando de nuevo a la ecuación de Hamilton-Jacobi (5.46).

5.4. Separación de variables

Recalcamos que no usamos el convenio de suma sobre ı́ndices latinos repetidos

El único método general para resolver la ecuación de Hamilton-Jacobi es el método de separación
de variables. Sólo funciona para algunos Hamiltonianos cuando se expresan en ciertas coordenadas. El
caso estándar de aplicación de esta técnica es para Hamiltonianos independientes del tiempo y aśı los
consideraremos a lo largo de esta sección.

Sea la ecuación de Hamilton-Jacobi:

∂S

∂t
= −H

(
q,
∂S

∂q

)
. (5.70)

Dado que el término de la derecha no depende de t, podemos encontrar una solución en la forma:

S = W (q,Q) + T (t, Q) . (5.71)

En efecto, derivando:

∂T

∂t︸︷︷︸
función de t

= −H
(
q,
∂W

∂q

)
︸ ︷︷ ︸

función de q

. (5.72)

Entonces:

T (Q, t) = −Q1t , S(q,Q, t) = W (q,Q)−Q1t , (5.73)

donde la función W (q,Q) satisface la ecuación,

Q1 = H

(
q,
∂W (q,Q)

∂q

)
. (5.74)
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La función W (q,Q) se llama la función caracteŕıstica de Hamilton. Esto muestra que un Hamil-
toniano independiente del tiempo admite una separación de variables en el tiempo. Del mismo modo
se puede demostrar que si H(q,Q) no depende de una variable qi, digamos q1, entonces la ecuación
(5.74) admite como solución W (q,Q) = q1Q2 +W ′(q2, . . . , qn, Q). Este procedimiento se puede iterar
para un número arbitrario de variables ćıclicas.

Otro método adicional al de la exitencia de variables ćıclicas es el que describimos a continuación.
Multiplicamos H por una función f(q1, . . . , qn−1), y supongamos que de este modo la dependencia en
qn de fH queda en la forma:

f(q1, . . . , qn−1)H

(
q,
∂W

∂q

)
=

No depende de qn︷ ︸︸ ︷
H ′
n

(
q,
∂W

∂q

)
+Hn

(
qn,

∂W

∂qn

)
= f(q1, . . . , qn−1)Q1 .

(5.75)

Podemos, por lo tanto, buscar una solución W (q,Q) = Wn(qn, Qn) +W ′(q1, . . . , qn−1, Q) y tenemos:

Hn

(
qn,

∂Wn

∂qn

)
= Qn . (5.76)

Empleando las ecuaciones (5.75) y (5.76) podemos escribir:

H ′
n − fQ1 = −Qn . (5.77)

Esta ecuación es del mismo tipo que la inicial (5.74) pero ahora dependiente de q1, . . . , qn−1. Realicemos
de nuevo el proceso anterior, pero esta vez con g = g(q1, . . . , qn−2). Supongamos que g(H ′

n − fQ1)
adopta la forma separable,

H ′
n−1

(
q1, . . . , qn−2,

∂W

∂q1...n−2

, Q

)
+Hn−1

(
qn−1,

∂W

∂qn−1

, Q

)
= −gQn (5.78)

Por lo que obtenemos ahora:

Hn−1

(
qn−1,

∂Wn−1

∂qn−1

, Q

)
= Qn−1

W = Wn(qn, Q) +Wn−1(qn−1, Q) +W ′
n−1(q1, . . . , qn−2, Q) . (5.79)

Es de destacar que cada separación de una variable qi conlleva la aparición de una nueva constante Qi

con lo que, si este procedimiento es iterable para las n variables, concluimos que, en efecto, se genera
una solución completa de (5.74), o función caracteŕıstica de Hamilton, en la forma:

W (q,Q) =
n∑
i=1

Wi(qi, Q) . (5.80)

En término de la función principal de Hamilton correspondiente a (5.74) se tiene:

S (q,Q, t) =
n∑
i=1

Wi (qi, Q)−Q1t . (5.81)
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Las ecuaciones de la transformación para una transformación canónica básica de tipo 3 son:

pi =
∂W

∂qi
=
∂Wi(qi, Q)

∂qi
, (5.82)

Pi = −
n∑
j=1

∂Wj

∂Qi

+ δ1it . (5.83)

Sólo a través de (5.83) aparece el tiempo en la evolución. Cuando este procedimiento se puede aplicar
diremos que la ecuación de Hamilton-Jacobi es separable.

La ecuación (5.82) da lugar a pi = pi(qi, Q), dependiente sólo de qi, y la representación de pi =
pi(qi, Q) en el plano (qi, pi) da lugar al grafo i-ésimo.

Ejemplo

Supongamos que tenemos el Hamiltoniano

H =
1

2m

(
p2

1 + p2
2 + p2

3

)
− Fq3 , (5.84)

correspondiente al movimiento de una part́ıcula en tres dimensiones con una fuerza constante a lo
largo de una de ellas, pensemos por ejemplo en el tiro parabólico. Dicho Hamiltoniano da lugar a una
ecuación de Hamilton-Jacobi claramente separable para cada variable q1, q2 y q3. Escribimos entonces
la función caracteŕıstica de Hamilton como:

W (q,Q) = W1 (q1, Q) +W2 (q2, Q) +W3 (q3, Q) , (5.85)

llegando a la ecuación diferencial,

1

2m

[(
∂W1

∂q1

)2

+

(
∂W2

∂q2

)2

+

(
∂W3

∂q3

)2
]
− Fq3 = Q1 , (5.86)

y, por tanto, (
∂W1

∂q1

)2

= C1(
∂W2

∂q2

)2

= C2

⇒ 1

2m

[
C1 + C2 +

(
dW3

dq3

2)]
− Fq3 = Q1 , (5.87)

equivalentemente,
dW3

dq3
=
√

2m(Q1 + Fq3)− C1 − C2 , (5.88)

cuya solución es:

W3(q3, Q) =
1

3mF
[2m(Q1 + Fq3)− C1 − C2]

3/2 . (5.89)
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pα

qα

ciclo

1

Figura 5.2: Ejemplo de grafo de tipo vibratorio para el caso del oscilador armónico 3(5.94).

Con ello S = −Q1t+
√
C1q1+

√
C2q2+W3(q3, Q). Aplicando (5.83) llegamos a las siguientes ecuaciones

de las que podemos resolver el movimiento del sistema,

− ∂W3

∂C1

= P1 = − 1

2
√
C1

q1 +
1

2mF

√
2m(Q1 + Fq3)− C1 − C2 ,

−∂W3

∂C2

= P2 = − 1

2
√
C2

q2 +
1

2mF

√
2m(Q1 + Fq3)− C1 − C2 ,

−∂W3

∂Q1

= P3 = t− 1

F

√
2m(Q1 + Fq3)− C1 − C2 . (5.90)

De la última ecuación se tiene que
√

2m(Q1 + Fq3)− C1 − C2 = F (t − P3). De esta expresión
obtenemos directamente q3(t) y sustituyendo en las dos primeras de las ecuaciones (5.90) se determinan
a su vez q1(t) y q2(t),

q1(t) =

√
C1

m
(t− P3)− 2

√
C1P1 ,

q2(t) =

√
C2

m
(t− P3)− 2

√
C2P2 ,

q3(t) = −Q1

F
+
C1 + C2 + F 2(t− P3)

2

2mF
. (5.91)

5.4.1. Sistemas acotados y separables

Un sistema en el que el movimiento queda confinado en una cierta región del espacio se dice que es
acotado. Un sistema acotado y separable es un sistema acotado en el que la función caracteŕıstica de
Hamilton adopta la forma completamente separable (5.80). En lo que sigue de este caṕıtulo supondre-
mos que las qi fijan uńıvocamente la configuración del sistema3 y que tratamos con sistemas acotados
separables. En este caso, como ya discutimos en la sección anterior,

3Téngase en cuenta que esto no siempre es aśı. Considérese, por ejemplo, la transformación canónica q′
i = −pi,

p′
i = qi.
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−π π

1

Figura 5.3: Casos para Q < Mgl y Q > Mgl.

pi =
∂Wi(qi, Q)

∂qi
, (5.92)

y cada pi es función sólo de qi y de n constantes Qj.
Dado un sistema acotado y separable, siempre se pueden elegir las coordenadas generalizadas de

forma que se tengan únicamente dos tipos de grafos relevantes para todo par de variables canónicas
(qj, pj).

• Vibración

La gráfica de pi frente a qi es una curva cerrada. Un ejemplo es el problema del oscilador armónico.
En ese caso:

1

2m

(
dW

dqi

)2

+
1

2
mω2q2

i = Q1 . (5.93)

De donde se obtiene:

pi = ±
√

2mQ1 −m2ω2q2
i . (5.94)

El ± hace que la curva sea simétrica respecto del eje qi. Los puntos donde el radicando se hace
cero son los puntos de retroceso y son puntos de ramificación de la ráız cuadrada. Éste es el caso
habitual para un Hamiltoniano cuadrático en pi. El tiempo necesario para recorrer todo el ciclo
en general no es fijo ya que dependerá del resto de coordenadas involucradas en el movimiento
y, por lo tanto, el movimiento t́ıpicamente no será periódico.

• Rotación

En este caso qi y qi + mq0
i reproducen la misma configuración del sistema para m un entero.

Entonces pi es una función periódica de qi, el caso t́ıpico corresponde a que qi sea un ángulo.
Al igual que en el caso de vibración, el tiempo necesario para pasar de qi a qi + q0

i no es en
general independiente del resto de qj y, por lo tanto, el movimiento en qi no tiene, en general, un
peŕıodo bien definido. La coordenada qi se dice que es multivaluada porque cada configuración
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no corresponde a un único valor de qi sino que éste está indeterminado en múltiplos enteros de
q0
i .

Dependiendo de los valores de las constantes Q1, . . . , Qn, el carácter oscilatorio o vibratorio
de una variable dada qi puede cambiar pasando de univaluada a multivaluada. Por ejemplo,
consideremos el movimiento de un péndulo simple,

H =
p2

2Ml2
−Mgl cos θ = Q , (5.95)

De la expresión anterior,
p2

2Ml2
= Mgl cos θ +Q ≥ 0 , (5.96)

y distinguiremos dos casos: i) Q−Mgl < 0 y ii) Q−Mgl > 0.

i) Si Q−Mgl ≤ 0 el movimiento está restringido ya que existirá un θ0 tal que,

p2

2Ml2
= 0 = Q+Mgl cos θ0 . (5.97)

Entonces la función p(θ,Q) es del tipo vibratorio.

ii) Por el contrario, si Q−Mgl > 0 no existe tal θ0, sino que el péndulo da vueltas continuamente
sin ningún punto de retroceso al disponer de suficiente enerǵıa cinética y el movimiento se torna
multivaluado. Aśı, cualquier valor de θ describirá la misma configuración que θ+2πm con m ∈ Z.

5.5. Variables acción ángulo

Consideremos un sistema acotado y separable. Vamos a realizar una transformación canónica a un
conjunto de variables canónicas de claro significado geométrico y muy indicadas para este tipo de
sistemas. Son las llamadas variables acción-ángulo.4

Las variables acción las denotaremos por Ji y se definen como:

Ji =

∮
pidqi =

∮
∂Wi(qi, Q)

∂qi
dqi . (5.98)

La integral curviĺınea se realiza sobre un ciclo completo en el espacio (qi, pi) y representa o bien el área
en el espacio de fases dentro de la órbita cerrada, si qi es univaluada, o el área correspondiente a un
ciclo de la órbita, si qi es multivaluada. Téngase en cuenta que en la definición anterior sólo vaŕıa qi y
el resto de coordenadas qj se mantienen constantes.

En virtud de la definición, dado que se integra sobre todo estado posible de movimiento en el espacio
(qi, pi), resulta que Ji = Ji(Q) y son constantes de movimiento. Además, la relación anterior es inverti-
ble, dejándose su demostración como un ejercicio. Dado que piq̇i tiene dimensiones de enerǵıa, resulta,
por tanto, que Ji tiene dimensiones de enerǵıa por tiempo y de ah́ı su nombre. Como consecuencia, la
variable canónicamente conjugada a cada Ji no tendrá dimensiones.

4Como ya se ha indicado, en esta sección tampoco se emplea el convenio de suma sobre ı́ndices repetidos.
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Reexpresemos a continuación la función caracteŕıstica de Hamilton, W =
∑

iWi(qi, Q), en términos
de las variables Ji:

Wi = Wi (qi, Q(J)) = Ŵi (qi, J) , (5.99)

expresando las constantes Qi = Qi(J). Indicamos por Ŵ =
∑n

i=1 Ŵi a la función caracteŕıstica de
Hamilton con argumentos dados por qi y Ji. Las ecuaciones de la transformación son en esta notación:

pi =
∂Wi(qi, Q)

∂qi
=
∂Ŵi(qi, J)

∂qi
. (5.100)

En lugar de seguir considerando la función caracteŕıstica de Hamilton como parte de la función ge-
neratriz S, la tomamos a continuación como una función generatriz independiente de tiempo. Esta
transformación canónica produce el cambio de variables canónicas (q(t), p(t)) → (J, w), con wi las
variables canónicamente conjugadas a los Ji y que denominamos por variables ángulo, dado que son
adimensionales. Dada las dimensiones de Ji, aunque son funciones de las Qj, las consideraremos mo-
mentos generalizados. Tendremos aśı una transformación canónica básica de tipo 2. Las variables ángulo
son:

wi =
∂Ŵ (q, J)

∂Ji
=

n∑
j=1

∂Ŵj(qj, J)

∂Ji
. (5.101)

Además, dado que el Jacobiano asociado al cambio de variables Ji(Q) es no nulo, como se ha men-
cionado anteriormente, y a que el Hessiano de W respecto de qi y Qi es también distinto de cero,
tendremos:

det

(
∂2Ŵ

∂Ji∂qj

)
6= 0 , (5.102)

como se require para que tengamos una transformación canónica básica de tipo 2. Dado que ∂Ŵ/∂t =
0, el nuevo Hamiltoniano viene dado por:

K(w, J) = H = Q1(J) . (5.103)

Con ello, las ecuaciones canónicas para las nuevas variables son:

J̇i = −∂Q1(J)

∂wi
= 0 ,

ẇi =
∂Q1(J)

∂Ji
≡ νi(J) .

(5.104)

Las ecuaciones anteriores son triviales de integrar,

Ji = cte. , (5.105)

wi = νi(J)t+ φi . (5.106)
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De (5.101) se despeja qi = qi(w, J), que al sustituir en (5.100) permite obtener pi = pi(w, J).5

Estudiemos a continuación la variación de wi bajo el cambio de una coordenada arbitraria qj mante-
niendo el resto de coordenadas generalizadas constantes. Veamos que wi es periódica bajo un cambio
de dichas caracteŕısticas en qj para j 6= i, y que aumenta monótonamente con qj, cambiando en
una unidad en cada ciclo completo de qi. Para ello designemos por ∆jwi el cambio en wi debido a la
variación de qj una vez recorrido un ciclo completo manteniendo el resto de coordenadas fijas, tenemos:

∆jwi =

∮
∂wi
∂qj

dqj =

∮
∂2Ŵ

∂qj∂Ji
dqj

=
∂

∂Ji

∮
∂Ŵj

∂qj
dqj =

∂Jj
∂Ji

= δij .

(5.107)

Nota

El cálculo anterior no muestra que wi cambia en una unidad en un ciclo durante el movimiento
real del sistema. Durante dicho movimiento todas las qj están cambiando, mientras que en el cálculo
anterior se ha tomado que qj, con j 6= i, está fijada, y qi recorre su ciclo respectivo en el plano
(qi, pi). De hecho, a partir de (5.101) vemos que cada coordenada contribuye aditivamente, y de forma
independiente al resto de coordenadas, a la variación de wi en un tiempo dado.

De las ecuaciones,

pi =
∂Ŵi(q, J)

∂qi
, wi =

∂Ŵ (q, J)

∂Ji
, (5.108)

al resolver qi(w, J) de las últimas ecuaciones, resulta de (5.107) que al cambiar wj, y sólo wj, en una
unidad entonces qj para el caso univaluado tampoco cambia mientras que para el caso multivaluado
cambia en q0

j . Para el resto de coordenadas podemos llegar a la conclusión de que no cambian en el
proceso ya que si alguna lo hiciese, ésta seŕıa del tipo multivaluado y lo haŕıan en q0

i con i 6= j. Sin
embargo, entonces ocurriŕıa que tambien wi cambiaŕıa en una unidad, según (5.107), en contra de lo
supuesto. Aśı que por tanto las coordenadas para i 6= j son periódicas y vuelven a su valor inicial,
mientras que :

qi(w1, . . . , wi−1, wi +m,wi+1, . . . , wn, J, t) = qi(w, J, t) , caso univaluado , (5.109)

qi(w1, . . . , wi−1, wi +m,wi+1, . . . , wn, J, t) = qi(w, J, t) +miq
0
i , caso multivaluado .

Si para el caso multivaluado definimos q′i = qi− q0
iwi, de la última de las ecuaciones anteriores se tiene

que:

q′i(w1, . . . , wi−1, wi+m,wi+1, . . . , wn, J, t) = qi(w1, . . . , wi−1, wi+m,wi+1, . . . , wn, J, t)−q0
i (wi+mi)

= qi(w, J, t)− q0
iwi +miq

0
i −miq

0
i = q′i(wi, J, t) , (5.110)

5Este procedimiento es aplicable dado que el Hessiano ||∂2W/∂q∂Q|| 6= 0 de donde se sigue que ||∂Ŵ/∂q∂J || 6= 0
puesto que el jacobiano |∂Q/∂J | 6= 0.
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como en el caso univaluado. Aśı pues si consideramos simultáneamente el cambio:

w1 → w1 +m1

w2 → w2 +m2

.

.

.

wn → wn +mn


⇒ ∀i

{
qi(w +m, J) = qi(w, J) univaluada,

q′i(w +m, J) = q′i(w, J) multivaluada.
(5.111)

Dado el carácter periódico de las qi (q′i) como funciones de wj es conveniente expresar aquéllas
mediante serie de Fourier:

qi =
∞∑

m1,m2,...,mn=−∞

A(i)
m1,··· ,mn

e2πi[m1w1+...+mnwn] ,

q′i =
∞∑

m1,m2,...,mn=−∞

Ã(i)
m1,...,mn

e2πi[m1w1+...+mnwn] .

(5.112)

Tanto para el caso de vibración como para el oscilatorio es evidente de (5.112) que las variables wi son
variables multivaluadas para todo i = 1, . . . , n.

El desarrollo del método de variables acción-ángulo fue ideado por el astrónomo francés Delaunay
(1816-1872) y tiene la ventaja de ofrecer un cálculo directo de las constantes de integración Ji en
términos de cantidades con un claro significado geométrico, y en términos de ellas las “frecuencias”νi,
según (5.104).

El movimiento del sistema será periódico si existe un intervalo de tiempo T tal que:

qi(t+ T ) = qi(t) , (5.113)

o con las q′i si las variables son multivaluadas, para todo i = 1, . . . , n. Todos los qi (q′i) retornan a su
valor inicial (recorriendo un ciclo) aśı que de (5.101) y (5.107) todos los wi avanzan en un entero:

∆Twi =νiT = ki

∆Twj =νjT = kj

}
⇒ νi

ki
=
νj
kj

=
1

T
, (5.114)

con ki y kj dos números naturales, siendo i, j = 1, . . . , n. Aśı que todos los νi(J) han de ser conmensu-
rables para tener un movimiento periódico (el sistema se llama entonces completamente degenerado).
Esta condición es equivalente a afirmar que ∃k1, . . . , kn enteros tal que

∑n
i=1 νiki = 0.

La dependencia temporal de qi (q′i) se halla sustituyendo (5.106) en (5.112),

qi(t) =
∑

A(i)
m1,...,mn

e2πi(m1ν1+...+mnνn)te2πi(φ1+φ2+...+φn)

=
∑

B(i)
m1···mn

e2πi(m1ν1+...+mnνn)t ,
(5.115)

y análogamente para q′i(t). De la expresión anterior también se deduce de forma directa la condición
de periodicidad (5.114), dado que cada uno de los productos νiT se debe hacer un múltiplo de 2π
simultáneamente para volver a la configuración inicial. Si esto es aśı se tiene, por tanto, que νiT = mi,
νjT = mj, con mi, mj dos números enteros e i, j un par cualquiera de ı́ndices. De la igualdad anterior
se sigue que νi/νj = mj/mi y recuperamos el resultado (5.114).
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5.6. Problema de fuerzas centrales

5.6.1. Método de Hamilton-Jacobi para el problema de fuerzas cen-
trales

Dado que el momento angular se conserva, el movimiento está restringido a un plano. Consideramos
por ello coordenadas polares. El Lagrangiano en estas coordenadas es:

L =
1

2
m
(
ṙ2 + r2θ̇2

)
− V (r) . (5.116)

Ya que:

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ , pθ =

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇ , (5.117)

el Hamiltoniano es:

H =
1

2m

(
p2
r +

p2
θ

r2

)
+ V (r) . (5.118)

Dado que el Hamiltoniano no depende de tiempo, la función principal de Hamilton puede tomarse en
la forma:

S(q,Q, t) = W (q,Q, t)−Q1t = Wr(r,Q) +Wθ(θ,Q)− tQ1 , (5.119)

donde ya se ha tenido en cuenta la estructura del Hamiltoniano anterior para encontrar una solución
separable. Nótese que la variable θ es ćıclica con lo que podemos tomar,

Wθ = Q2θ , (5.120)

tal y como se discutió en la sección 5.4. Queda por tanto la siguiente ecuación para Wr(r,Q),

1

2m

[(
∂Wr

∂r

)2

+
Q2

2

r2

]
+ V (r) = Q1 , (5.121)

donde Q2
2/2mr

2 es el bien conocido potencial centŕıfugo. Entonces,

Wr =
√

2m

∫ √
Q1 − Vr −

Q2
2

2mr2
dr . (5.122)

La evolución temporal se obtiene teniendo en cuenta las ecuaciones (5.122), (5.120) y (5.119),

P1 = − ∂S

∂Q1

= t− ∂Wr

∂Q1

, (5.123)

de forma más expĺıcita,

t− P1 =

√
m

2

∫
dr√

Q1 − V (r)− Q2
2

2mr2

, (5.124)
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de donde despejando se obtiene r(t). Por otra parte, también se tiene,

P2 = − ∂S

∂Q2

= −θ +

√
1

2m

∫
dr Q2/r

2√
Q1 − V (r)− Q2

2

2mr2

⇒ (5.125)

P2 + θ =
Q2√
2m

∫
dr/r2√

Q1 − V (r)− Q2
2

2mr2

, (5.126)

de donde se obtiene θ = θ(r), y sustituyendo entonces r = r(t), se determina θ(t). También está claro
el significado f́ısico de las constantes Q1, Q2 surgidas del proceso de separación de variables: Q1 = E
y Q2 es el momento angular.

5.6.2. Variables acción ángulo en el problema de fuerzas centrales

Considérese el movimiento de un sistema ligado en un campo de fuerzas centrales. Según hemos
visto:

pθ =
∂Wθ

∂θ
= Q2 , pr =

Wr

∂r
=
√

2m

√
Q1 − V (r)− Q2

2

2mr2
. (5.127)

Las variables acción vienen dadas por:

Jθ =

∫ 2π

0

pθdθ = 2πQ2 ⇒ Q2 =
Jθ
2π

,

Jr =

∮
dr
√

2m

√
Q1 − V (r)− Q2

2

2mr2

= 2
√

2m

∫ r2

r1

dr

√
Q1 − V (r)− J2

θ

8π2mr2
, (5.128)

donde r1 y r2 son los puntos de retroceso determinados por la solución de la ecuación,

Q1 − V (r)− Q2
2

2mr2
= 0 . (5.129)

Consideraremos el siguiente potencial:

V (r) = −k
r

+
β

r2
, (5.130)

que es el problema de Kepler con una perturbación proporcional a β e inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia. Entonces de (5.128) y recordando que E = Q1 < 0:

Jr = −
√
J2
θ + 8π2mβ + πk

√
−2m

Q1

. (5.131)
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Despejando la enerǵıa:

Q1(J) =
−2mπ2k2(

Jr +
√
J2
θ + α

)2 , (5.132)

con α = 8π2mβ. Calculando νθ y νr en virtud de (5.104) tenemos:

νr =
∂Q1

∂Jr
=

4mπ2k2(
Jr +

√
J2
θ + α

)3 =

√
2

m

(−Q1)
3/2

πk
,

νθ =
∂Q1

∂Jθ
= νr

Jθ√
J2
θ + α

. (5.133)

Para una enerǵıa dada, la expresión para νr es la misma que en el problema de Kepler puro (β = 0).
No aśı la de νθ, para la que hay una dependencia expĺıcita en α. Si α = 0 ⇒ νθ = νr y el movimiento
es degenerado. Con α 6= 0 el movimiento no será degenerado en general.

Veamos las variables ángulo y con ellas la dependencia temporal de las coordenadas r y θ. Para ello,
reexpresamos la función caracteŕıstica de Hamilton en términos de r, θ, Jr y Jθ. Resulta entonces,

Ŵθ =
Jθ
2π
θ ,

Ŵr =
√

2m

∫  −2mπ2k2(
Jr +

√
J2
θ + α

)2 +
k

r
− β

r2
− J2

θ

8π2mr2


1/2

dr ,

wθ =
∂Ŵθ

∂Jθ
+
∂Ŵr

∂Jθ
=

θ

2π
+
∂Ŵr

∂Jθ
,

wr =
∂Ŵθ

∂Jr
+
∂Ŵr

∂Jr
=
∂Ŵr

∂Jr
. (5.134)

Realizando expĺıcitamente las derivadas anteriores,

wr = νrt+ φr =

√
m

2
νr

∫ [
Q1 +

k

r
− Q2

2 + 2mβ

2mr2

]−1/2

dr. (5.135)

De aqúı se obtiene r = r(t) sin interferencia del movimiento en θ. Aśı, cuando wr cambie en una
unidad, entonces r(t) ha recorrido un ciclo con lo que 1/νr es el peŕıodo del movimiento en r, in-
dependientemente de la perturbación β/r2, sólo depende de Q1 = E, de m y de k, ver la ecuación
(5.133).

Para wθ:

wθ = νθt+ φθ =
θ

2π
+

∂

∂Jθ

∫
∂Wr

∂r
dr , (5.136)

=
θ

2π
+

√
m

2

∫ [
Q1 +

k

r
− Q2

2 + 2mβ

2mr2

]−1/2 [
νθ −

Q2

2πmr2

]
dr .
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Aqúı se tiene un ejemplo donde el movimiento de dos grados de libertad, de θ y de r, se acoplan. Aśı wθ
depende tanto de r como de θ. En un movimiento real tanto r como θ se mueven simultáneamente
con lo que aunque θ cambie en un ciclo en 2π, wθ no cambiará en un entero generalmente.

Dado que νr y νθ son no conmensurables para valores arbitrarios de Jθ y α, ver (5.133), ello implica
que cuando r haya recorrido un ciclo completo la variación de θ no será exactamente igual a 2π. De
hecho, para α < 0 vemos de (5.133) que la variación en θ será mayor que 2π dado que νθ > νr
cuando r recorra un ciclo completo. Podemos determinar la variación en θ tras un ciclo en r a partir
de la expresión para wθ, (5.136), de forma sencilla. De hecho, dado que Wr es independiente de θ al
completar un ciclo en r en un peŕıodo de tiempo igual a 1/νr tenemos a partir de (5.136) que:

∆wθ =
νθ
νr

=
∆θ

2π
+
∂Jr
∂Jθ

=
∆θ

2π
. (5.137)

Por lo tanto,

∆θ = 2π
νθ
νr

= 2π
Jθ√
J2
θ + α

, (5.138)

donde hemos empleado (5.133). Como era de esperar, para α < 0 ∆θ ≥ 2π. Sólo tendremos ∆θ = 2πn
si mνθ/νr = ±n con m ,n ∈ Z. Pero en general νθ/νr será irracional, y el movimiento no es periódico
de tal modo que la curva no se cerrará.

Este efecto se denomina precesión del perihelio y ocasiona que el punto de retroceso radial se mueva
con el tiempo dado que no vuelve a su misma posición del ciclo anterior sino rotado un ángulo de
∆θ − 2π = 2π(Jθ/

√
J2
θ + α − 1) en un tiempo 1/νr. Se llega por tanto al concepto de velocidad de

precisión del perihelio igual a

φ̇ = 2πνr(Jθ/
√
J2
θ + α− 1). (5.139)

Supongamos que α/J2
θ � 1 pero no cero. La órbita estará muy próxima a la del problema de Kepler

puro y podemos hacer un desarrollo en potencias de α. Aśı,

φ̇ = −νr
πα

J2
θ

+O(α2) . (5.140)

Relacionando Jθ/2π con la excentricidad de la elipse e,6 tenemos:

φ̇ = −ανr(1− e2)−1

4πmak
, (5.141)

siendo a es el semieje mayor. Si realizamos las sustituciones adecuadas, obtenemos que para el planeta
Mercurio, la precesión del perihelio es de 42 segundos de arco por siglo. Este es justamente el valor
que exitosamente predice la teoŕıa de la Relatividad General de Einstein de acuerdo con el resultado
experimental.

6Véase por ejemplo la referencia [6].
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Caṕıtulo 6

Teoŕıa de Perturbaciones Canónica

6.1. Introducción

Se trata de obtener soluciones aproximadas a partir de soluciones de problemas resolubles exacta-
mente correspondientes a Hamiltonianos no perturbados cuyas soluciones son conocidas. Este procedi-
miento se puede aplicar a Hamiltonianos que se pueden considerar próximos a los no perturbados, tal
que la diferencia entre el Hamiltoniano perturbado y el no perturbado se puede considerar pequeña de
modo que la perturbación es proporcional a un parámetro pequeño adimensional λ � 1. La solución
aproximada se da entonces como una serie en potencias de dicho parámetro.

En el desarrollo de la teoŕıa de perturbaciones ha jugado un papel esencial el desarrollo de la mecánica
celeste y el estudio y predicción de órbitas de forma muy precisa para veh́ıculos espaciales ayudado por
el incremento en la capacidad de cálculo con las modernas computadoras. Motivados por la notación
de mecánica cuántica, hablamos de teoŕıa de perturbaciones dependiente e independiente del tiempo,
aun cuando ésta última no será vista en este curso por falta de tiempo. También se discutirá la que
designamos por teoŕıa de perturbaciones directa que no hace uso del formalismo de transformaciones
canónicas.

6.2. Teoŕıa de perturbaciones dependiente del tiempo

El Hamiltoniano del problema sin perturbar es H0(q, p, t) y mediante la teoŕıa de Hamilton-Jacobi
encontramos la función generatriz S(q,Q, t) (como siempre las Qi son las nuevas coordenadas) que
genera la transformación canónica desde las variables canónicas (q, p) a las variables (Q,P ), tal que el
Hamiltoniano resultante es idénticamente nulo, con lo que Q y P son constantes. En lo que sigue se
supondrá que S(q,Q, t) es conocida.

La transformación canónica (q, p) → (Q,P ) obtenida mediante Hamilton-Jacobi para el caso sin
perturbar, lo es independientemente del Hamiltoniano. En particular, seguirá siendo canónica para el
Hamiltoniano perturbado:

H(q, p, t) = H0(q, p, t) + ∆H(q, p, t) . (6.1)
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En las variables (Q,P ) el Hamiltoniano correspondiente viene dado por:

K(Q,P, t)=H0 (q(Q,P, t), p(Q,P, t), t)+∆H(q(Q,P, t), p(Q,P, t), t)+
∂S (q,Q, t)

∂t

∣∣∣∣∣
(Q,P,t)

. (6.2)

Dado que S es una función principal de Hamilton para el problema sin perturbar se tiene que:

H0 +
∂S

∂t
= 0 , (6.3)

y por lo tanto,

K(Q,P, t) = ∆H(q(Q,P, t), p(Q,P, t), t) . (6.4)

Las ecuaciones de movimiento para Q y P son:

Q̇i =
∂K(Q,P, t)

∂Pi
, Ṗi = −∂K(Q,P, t)

∂Qi

. (6.5)

Si ∆H = 0 tenemos que Q̇i = Ṗi = 0. Pero ante la presencia de la perturbación en general no es aśı y
Qi y Pi dejan de ser constantes y pasan a depender del tiempo.

Las ecuaciones (6.5) son rigurosas, no hay aproximación. No obstante su solución es, por lo general,
de no menor dificultad que el problema original. La ventaja es que pueden ser aplicadas de forma directa
para un tratamiento perturbativo de las mismas. En el tratamiento perturbativo de dichas ecuaciones
se procede por iteración. Aśı escribimos la solución de (6.5) en la forma:

Qi = Q
(0)
i +Q

(1)
i + . . .+Q

(n)
i + . . . ,

Pi = P
(0)
i + P

(1)
i + . . .+ P

(n)
i + . . . , (6.6)

donde la contribución n-ésima se obtiene tras iterar n veces (6.5). Concretamente, la primera iteración
corresponde a:

Q̇
(1)
i =

∂K(Q,P, t)

∂Pi

∣∣∣
(Q(0),P (0))

, Ṗ
(1)
i = −∂P (Q,P, t)

∂Qi

∣∣∣
(Q(0),P (0))

, (6.7)

donde Q(0) y P (0) son las soluciones no perturbadas. Estas constantes se determinan a partir de las con-
diciones iniciales tal que qi(Q,P, t0) = qi(Q

(0), P (0), t0) = qi(t0) y pi(Q,P, t0) = pi(Q
(0), P (0), t0) =

pi(t0). Esto implica que el resto de términos en (6.6) para t = t0 satisfacen la condición inicial:

Q
(m)
i (t0) = P

(m)
i (t0) = 0 , para todo m > 0. (6.8)

Dado que el lado derecho de (6.7) es una función de tiempo conocida, su solución es:

Q
(1)
i (t) =

∫ t

t0

∂K(Q,P, t′)

∂Pi

∣∣∣∣∣
(Q(0),P (0))

dt′ ,

P
(1)
i (t) = −

∫ t

t0

∂K(Q,P, t′)

∂Qi

∣∣∣∣∣
(Q(0),P (0))

dt′ . (6.9)
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Notación

Para simplificar la notación en lo que sigue designaremos por:

ξ = (Q,P ) , ξ(0) = (Q(0), P (0)) , ξ(1) = (Q(1), P (1)) , . . . , ξ(n) = (Q(n), P (n)) .

A modo de ilustración determinemos también Q
(2)
i y P

(2)
i . A partir de (6.5) tenemos:

ξ̇(1) + ξ̇(2) = Γ
∂K

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ(0)+ξ(1)

, (6.10)

sustituyendo en la expresión anterior a ξ̇(1) dado en (6.7) se tiene:

ξ̇(2) = Γ
∂K

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ(0)+ξ(1)

− Γ
∂K

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ(0)

,

ξ(2)(t0) = 0 , (6.11)

donde la última ecuación se obtiene de (6.8) donde han quedado fijadas las condiciones iniciales de
todas las correcciones.

El proceso de iteración presentado para N = 0, 1 y 2 se generaliza trivialmente para la n-ésima
iteración, de forma que se tiene,

ξ̇(n) = Γ
∂K

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ(0)+ξ(1)+...+ξ(n−1)

− Γ
∂K

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ(0)+ξ(1)+...+ξ(n−2)

,

ξ(n)(t0) = 0 . (6.12)

De este modo se puede determinar sistemáticamente los órdenes superiores e incrementar correspon-
dientemente la precisión del cálculo. De hecho, cada término ξ(n) calculado es proporcional a λn como
muestra claramente (6.12). Para ello, téngase en cuenta que el primer sumando del término de la
derecha incluye contribuciones de hasta orden λn inclusive, dado que K ∝ λ, mientras que al sustraerle
el siguiente sumando se eliminan todas las contribuciones de orden λm, con m = 1, . . . , n− 1.

Interpretación:

Las variables (Q,P ) dependen del tiempo tal y como se ha indicado. Sin embargo, dado que la
transformación canónica (q, p) → (Q,P ) se ha determinado resolviendo la ecuación de Hamilton-
Jacobi para el problema no perturbado, las variables (Q,P ), para un tiempo dado t, determinan la
configuración y movimiento (velocidades) instantáneo del sistema de la misma forma que en el caso
no perturbado. Por ejemplo, si pensamos en una órbita eĺıptica planetaria, las constantes (Q,P ) están
relacionadas con las caracteŕısticas de dicha eĺıptica e instantáneamente el estado del sistema viene
dado de la misma forma que en el caso no perturbado, sólo que ahora parámetros que en el caso no
perturbado eran constantes (excentricidad de la elipse, semieje mayor, etc. ) ahora pasan a depender
de t. La órbita no perturbada a lo largo de la cual el sistema se mueve instantáneamente se denomina
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“órbita instantánea” (osculating orbit). Su posición y tangente instantáneas coinciden con aquellas de
la auténtica órbita. Por otra parte, dado que la perturbación se supone pequeña, la variación temporal
de los parámetros que fijan la órbita instantánea debe ser lenta en comparación con el movimiento
orbital no perturbado, con lo que sigue siendo útil considerar el mismo movimiento que en el caso no
perturbado que cambia lentamente.

6.2.1. Dependencia temporal de las “constantes” de la órbita

Sean cα = cα (Q,P ) un conjunto de 2n variables independientes, t́ıpicamente seleccionadas de forma
que sean especialmente indicadas para describir la órbita instantánea. Su evolución temporal viene dada
por:

ċα = [cα, K] =
∂cα
∂ξ

Γ
∂K

∂ξ
=
∂cα
∂ξ

Γ
∂K

∂cβ

∂cβ
∂ξ

= [cα, cβ]
∂K

∂cβ
. (6.13)

La expresión anterior es exacta. La solución perturbada de orden n se obtiene cuando el miembro
derecho de (6.13) se calcula con la solución c

(0)
β + c

(1)
β + . . . + c

(n−1)
β , análogamente a la ecuación

(6.12). De la misma forma para el tiempo inicial c
(0)
β (t0) = cβ(t0), con lo que c

(m)
β (t0) = 0 para m > 0.

La ecuación (6.13) se suele expresar en la forma de paréntesis de Lagrange en mecánica celeste.
Para ello multipĺıquese (6.13) por {cγ, cα} y súmese sobre α,

{cγ, cα}ċα = {cγ, cα}[cα, cβ]
∂K

∂cβ
= −δγβ

∂K

∂cβ
= −∂K

∂cγ
. (6.14)

Llamamos Función de perturbación (disturbing function) a R(c, t) = −K(Q(c, t), P (c, t), t). De este
modo tenemos:

∂R

∂cα
= {cα, cβ} ċβ (6.15)

El tratamiento perturbativo de la ecuación anterior es equivalente al discutido referente a (6.13).

El carácter general de la variación temporal de los parámetros que caracterizan la órbita instantánea a
partir de (6.12) se puede inferir fácilmente. Para ello pensemos en un movimiento puramente periódico
para el caso sin perturbar, el ejemplo t́ıpico seŕıa una órbita planetaria, y consideremos la solución
hasta primer orden en λ, esto es, ξ(0) + ξ(1). Queda claro que el lado derecho en las ecuaciones (6.7)
es una función periódica temporal, del mismo peŕıodo que el movimiento sin perturbar.1 Sin embargo,
la integral (6.9) de una función periódica no es necesariamente periódica. Si pensamos en un análisis

de Fourier para Q̇
(1)
i y P

(1)
i dadas en (6.7), a0 +

∑
an coswnt +

∑
bnsenwnt, con n ≥ 1, la integral

sólo será una función periódica si y sólo si a0 = 0, es decir, si la integral de la función en un peŕıodo
resulta ser nula. Esta observación fundamental implica dos tipos de variación para los parámetros que
caracterizan la órbita instantánea:

1Podŕıa darse el caso de que el peŕıodo fuese T0/n, con T0 el peŕıodo del movimiento sin perturbar y n un
número natural. No obstante, el único aspecto relevante en la discusión que se presenta es remarcar el hecho de
que la función correspondiente se comporta periódicamente a intervalos dados por el peŕıodo original T0.
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(a) Variación periódica: En este caso a0 = 0 para todas las Q̇
(1)
i y Ṗ

(1)
i , con lo que las variables

(Q(1), P (1)) siguen siendo periódicas y después de un cierto tiempo vuelven a su valor inicial. Los
parámetros oscilan a primer orden alrededor del valor no perturbado y al promediar en el peŕıodo
del movimiento sin perturbar su oscilación desaparece dando lugar a valores promedio iguales al
caso sin perturbar.

Aunque a primer orden las Qi y las Pi tengan comportamiento periódico, éste en general no se
mantendrá para órdenes superiores dado que tras la primera iteración nada garantiza que a0 siga
siendo cero para Q̇(2) y Ṗ (2), aun cuando lo haya sido para Q̇(1) y Ṗ (1).

(b) Cambio secular: En este caso todas las a0 6= 0 con lo que la corrección no es periódica y hay
una variación neta en los parámetros que caracterizan la órbita, de modo que éstos se van
acumulando después de cada peŕıodo orbital. Aśı al cabo de muchos peŕıodos el cambio en el
valor del parámetro puede ser muy grande correspondiendo a una órbita instantánea muy distinta
a la no perturbada.

Por supuesto, se puede presentar una situación mixta en la que algunas de las a0 sean cero y otras
no. Las correspondientes variables canónicas tendrán entonces a primer orden un comportamiento
de tipo oscilatorio o secular, respectivamente.

Ejemplo: El Oscilador anharmónico.
Observaremos que en el caso no perturbado el peŕıodo no depende de la amplitud mientras que en

el caso perturbado śı.
Consideremos el Hamiltoniano de un péndulo simple de longitud l:

H =
p2

2ml2
+mgl (1− cos θ) =

p2

2ml2
+
mglθ2

2

(
1− θ2

12
+

θ4

360
+ . . .

)
(6.16)

En el ĺımite de pequeñas oscilaciones, caso no perturbado, se tiene:

H0 =
p2

2ml2
+
mglθ2

2
. (6.17)

Es claro que la enerǵıa no perturbada viene dada por:

E0 =
1

2
mglθ2

máx , (6.18)

ya que θ̇ = 0, cuando θ = θmáx. Consideraremos que nuestro parámetro pequeño es proporcional a θ1:

θmáx = θ1 , θ
2
1 =

2E

mgl
, (6.19)

tal que,

λ =
θ2
1

6
=

E0

3mgl
. (6.20)
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Aśı el Hamiltoniano (6.16) se puede reescribir como:

H =
p2

2ml2
+

1

2
mglθ2

(
1− λ

2

(
θ

θ1

)2

+
λ2

10

(
θ

θ1

)4

+ . . .

)
. (6.21)

Nótese que |θ/θ1| puede hacerse 1 ya que θ1 es el valor máximo de θ en el caso no perturbado. El
parámetro pequeño es λ ∝ θ1.

Para el caso del oscilador armónico se tiene:

S = −Qt+ l
√

2mQ

∫
dθ

√
1− mω2l2θ2

2Q
, (6.22)

con w2 = g/l y Q la enerǵıa ,

Q = H0 =
1

2I

(
p2 + I2ω2θ2

)
(6.23)

donde I = ml2 (momento de inercia). Por otra parte, a partir de (6.22) es directo obtener que:

θ =
1

l

√
2Q

mω2
sen (ωt− ωP ) ,

p = l
√

2mQ cos (ωt− ωP ) .

(6.24)

Recordemos que Q representa la nueva coordenada y P el nuevo momento. La variación temporal de
Q y P viene dada por:

Ṗ = −∂K
∂Q

→ ωṖ = − ∂K

∂(Q/w)
,

Q̇ =
∂K

∂P
→ Q̇

ω
=

∂K

∂ (ωP )
.

De este modo en lo que sigue emplearemos como nuevas coordenadas y momentos:

Q′ =
Q

ω
, P ′ = ωP . (6.25)

En estas nuevas variables (6.24) se reescribe como:

θ =
1

l

√
2Q′

mω
sen (ωt− P ′) ,

p = l
√

2mωQ′ cos (ωt− P ′) .

(6.26)

Considerando la primera corrección a H0 a partir de (6.16) se tiene:

K = ∆H = −mglθ
4

24
= −mgl

24l4

(
2Q′

mω

)2

sen4 (ωt− P ′)

= − Q′2

6ml2
sen4 (ωt− P ′) . (6.27)

154
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Para la evolución temporal de Q′ y P ′ a primer orden resulta:

Q̇′ =
∂K

∂P ′ =
2Q′

0
2

3ml2
sen3 (ωt− P ′

0) cos (ωt− P ′
0) ,

Ṗ ′ = −∂K
∂Q′ =

Q′
0

3ml2
sen4 (ωt− P ′

0) .

(6.28)

Calculando el promedio de Ṗ ′ sobre un peŕıodo:〈
Ṗ ′
〉

=
Q′

0ω

6πml2

∫ 2π
ω

0

dt sen4 (ωt− P ′
0) =

Q′
0

8ml2
. (6.29)

De este modo P ′ tiene un comportamiento secular. De modo que la fase P ′ en (6.26) oscila alrededor
del valor,

〈P 〉 =
〈
Ṗ (t)

〉
t+ P ′

0 =
Q′

0

8ml2
t+ P ′

0 , (6.30)

Este resultado introducido en (6.26) da un cambio promedio en la frecuencia angular:

ω′ = ω − Q′
0

8ml2
= ω − E0

8mωl2
= ω

(
1− θ2

1

16

)
, (6.31)

y efectivamente la frecuencia angular pasa a depender de la amplitud.
Por contra: 〈

Q̇′
〉

= −2Q′
0

2

3ml2
〈
sen3 (ωt− P ′

0) cos (ωt− P ′
0)
〉

= 0 . (6.32)

Por lo tanto, Q′(t) es periódica a primer orden (con peŕıodo igual a π/ω, es decir, 1/2 del peŕıodo
del movimiento sin perturbar) y se tiene un comportamiento oscilatorio. Aśı, en promedio, y a primer
orden, el valor de la enerǵıa no perturbada no cambia.

6.3. Teoŕıa de perturbaciones directa

Sea el Hamiltoniano H(ξ, λ, t) = H0 + (H −H0), donde H0 es el Hamiltoniano sin perturbar y el
resto es la perturbación que es proporcional al parámetro adimensional λ � 1. Buscamos soluciones
de las ecuaciones canónicas en la forma de un desarrollo en serie en potencias de λ, ξ = ξ(0) + λξ(1) +
λ2ξ(2) + . . .. Sin embargo, puesto que dado un Hamiltoniano todav́ıa hay que proceder a la obtención
mediante derivación de las ecuaciones canónicas del movimiento, procedemos a realizar el desarrollo en
potencias de λ de las ecuaciones de movimiento canónicas,

ξ̇ = Γ
∂H

∂ξ
. (6.33)

Derivando,

d

dλ

∂H

∂ξα
=

(
∂

∂λ
+
∂ξβ
∂λ

∂

∂ξβ

)
∂H

∂ξα
=

∂2H

∂λ∂ξα
+
∂ξβ
∂λ

∂2H

∂ξα∂ξβ
.

d2

dλ2

∂H

∂ξα
=

∂3H

∂λ2∂ξα
+
∂2ξβ
∂λ2

∂2H

∂ξβ∂ξα
+ 2

∂ξβ
∂λ

∂3H

∂ξα∂ξβ∂λ
+
∂ξγ
∂λ

∂ξβ
∂λ

∂3H

∂ξγ∂ξβ∂ξα
,
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y aśı sucesivamente. Finalmente se toma el ĺımite λ = 0 en las expresiones anteriores dado que el
desarrollo en serie de potencias de λ se realiza entorno a λ = 0. Igualando entonces los coeficientes de
una cierta potencia de λ a ambos lados de (6.33) se tiene:

ξ̇(0)
ρ = γρα

∂H0

∂ξα

∣∣∣∣∣
λ=0

,

ξ̇(1)
ρ = γρα

(
∂2H

∂λ∂ξα

∣∣∣∣∣
λ=0

+ ξ
(1)
β

∂2H

∂ξα∂ξβ

∣∣∣∣∣
λ=0

)
,

= γρα

(
∂2H

∂λ∂ξα

∣∣∣∣∣
λ=0

+ ξ
(1)
β

∂2H0

∂ξα∂ξβ

)
,

ξ̇(2)
ρ =

1

2
γρα

(
∂3H

∂λ2∂ξα

∣∣∣∣∣
λ=0

+ 2ξ
(1)
β

∂3H

∂ξα∂ξβ∂λ

∣∣∣∣∣
λ=0

+ 2ξ
(2)
β

∂2H

∂ξβ∂ξα

∣∣∣∣∣
λ=0

+ ξ(1)
γ ξ

(1)
β

∂3H

∂ξγ∂ξβ∂ξα

∣∣∣∣∣
λ=0

)

=
1

2
γρα

(
∂3H

∂λ2∂ξα

∣∣∣∣∣
λ=0

+ 2ξ
(1)
β

∂3H

∂ξα∂ξβ∂λ

∣∣∣∣∣
λ=0

+ 2ξ
(2)
β

∂2H0

∂ξβ∂ξα
+ ξ(1)

γ ξ
(1)
β

∂3H0

∂ξγ∂ξβ∂ξα

)
. (6.34)

Del mismo modo se pueden obtener los órdenes superiores al segundo. A diferencia que en la sección
anterior los términos de la derecha no son funciones dadas de t, aun cuando la ecuación diferencial
resultante para la corrección a un cierto orden (n > 0) es lineal en ella. Téngase en cuenta que una
vez evaluadas las derivadas del Hamiltoniano en (6.34) sólo ξ(0) aparece puesto que finalmente λ = 0.

Las expresiones (6.34) se pueden simplificar más aún si el Hamiltoniano H(ξ, λ, t) se expresa como
serie de potencias en λ:

H(ξ, λ, t) = H0(ξ, t) + λH1(ξ, t) +
λ2

2
H2(ξ, t) + . . . (6.35)

De este modo tenemos para ξ̇(1) y ξ̇(2),

ξ̇(1)
ρ = γρα

(
∂H1

∂ξα
+ ξ

(1)
β

∂2H0

∂ξα∂ξβ

)
,

ξ̇(2)
ρ =

1

2
γρα

(
∂H2

∂ξα
+ 2ξ

(1)
β

∂2H1

∂ξα∂ξβ
+ 2ξ

(2)
β

∂2H0

∂ξβ∂ξα
+ ξ(1)

γ ξ
(1)
β

∂3H0

∂ξγ∂ξβ∂ξα

)
. (6.36)

6.4. Invariantes adiabáticos

Consideremos un Hamiltoniano H (q, p, λ), que se puede tratar mediante variables acción-ángulo
para todos los valores de λ en algún intervalo. Supongamos ahora que λ no es una constante sino
que vaŕıa con el tiempo en dicho intervalo. Pero se supone que lo hace lentamente, aśı veremos que
las variables acción siguen siendo útiles ya que se mantienen constantes de forma muy aproximada.
Más precisamente, si λ cambia en ∆λ en un intervalo de tiempo T , el cambio en J es proporcional a
∆λ/T . Esto implica que, independientemente de lo grande que sea el cambio en ∆λ, el cambio en J se
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puede hacer arbitrariamente pequeño haciendo que suceda en un intervalo de tiempo T suficientemente
grande.

Probemos nuestra afirmación anterior. Si λ = cte suponemos que ya hemos hallado las variables
acción-ángulo, aśı:

Ji (Q, λ) =

∮
pidqi , pi (qi, Q, λ) =

∂Wi

∂qi
. (6.37)

De la primera de ellas, invirtiéndola, se obtiene, Qi (J, λ) y Ŵ (q, J, λ) = W (q,Q (J, λ) , λ). También
está claro que:

pi =
∂Ŵi

∂qi
, wi =

∂Ŵi

∂Ji
, (6.38)

donde Ŵ = Ŵ (q, J, λ) es una función generatriz y aunque λ vaŕıe con el tiempo sigue dando lugar a
transformaciones canónicas dadas por las ecuaciones (6.38).

El nuevo Hamiltoniano viene dado por:

K(w, J, λ) = H +
∂Ŵ

∂t
= H (J, λ) +

[
∂Ŵ (q, J, λ)

∂λ

]
λ̇ . (6.39)

H no depende de w ya que, para λ constante, tenemos variables usuales de acción-ángulo donde H
no depende de w y la relación funcional entre (q, p) y (J, w) no cambia independientemente del valor

de λ. Por otra parte, una vez evaluada ∂Ŵ/∂λ la expresamos como una función de (w, J) en lugar de
(q, J) y la llamamos Wλ (w, J, λ):

K(w, J, λ) = H (J, λ) +Wλ (w, J, λ) λ̇ . (6.40)

Hallemos las ecuaciones de movimiento:

ẇi =
∂K

∂Ji
=
∂H

∂Ji
+
∂Wλ

∂Ji
λ̇ = νi (J, λ) +

∂Wλ

∂Ji
λ̇ . (6.41)

A las funciones νi (J, λ) se las llama frecuencias locales (si λ fuese constante seŕıan las frecuencias del
sistema). Además,

J̇i = −∂K
∂wi

= −∂Wλ

∂wi
λ̇ , (6.42)

que no son constantes de movimiento (sólo lo son si λ̇ = 0).
Calculemos a continuación el cambio de Wλ en un ciclo de qi:

∆iWλ =

∮
∂Wλ

∂qi
dqi =

∂

∂λ

∮
∂Ŵi (qi, J, λ)

∂qi
dqi =

∂Ji
∂λ

= 0 , (6.43)

ya que en Ŵ se toma la derivada parcial respecto de λ manteniendo (q, J) constantes. Aśı, Wλ es
una función periódica en las wi, que siguen cumpliendo que vaŕıan en una unidad cuando qi hace un
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ciclo y cero en cualquier otro ciclo. Recuérdese que estos ciclos se toman en el espacio de fase (qi, pi),
dado que el sistema se supone separable, y que no involucran cambios en el resto de variables ni en el
tiempo. De este modo, Wλ admite el desarrollo de Fourier que ya hemos visto con anterioridad en las
variables wi, análogo a (5.112), y, por lo tanto, ∂Wλ/∂wi carece de términos con mi = 0, para todo
i, aśı que: ∫ wi+1

wi

∂Wλ

∂w′
i

dw′
i = 0 . (6.44)

Supongamos que λ es una función que vaŕıa lentamente con el tiempo tal que:

|λ̇| < ε , (6.45)

con ε arbitrariamente pequeño. Sea t = 0 el tiempo inicial, tomemos wα(0) = 0 por conveniencia.
Entonces:

|∆TJi| =
∣∣∣∣∫ T

0

∂Wλ

∂wi
λ̇dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ wi(T )

0

λ̇

ẇi

∂Wλ

∂wi
dwi

∣∣∣∣∣ , (6.46)

donde hemos supuesto que de wi(t) se puede despejar t = t(wi). Recordemos además (6.41), con lo
que:

1

ẇi
=

1

νi +
∂Wλ

∂Ji
λ̇

=
1

νi

1− ∂Wλ

∂Ji

λ̇

νi
+

(
∂Wλ

∂Ji

λ̇

νi

)2

+ . . .

⇒

∣∣∣∣ 1

ẇi

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1νi
∣∣∣∣+O (ε) . (6.47)

Introduciendo este resultado en (6.46) se tiene:

|∆TJi| < ε

∣∣∣∣∣
∫ wi(T )

0

∂Wλ

∂wi

dwi
ẇi

∣∣∣∣∣ = ε

∣∣∣∣∣ 1νi
∫ wi(T )

0

∂Wλ

∂wi
dwi

∣∣∣∣∣+O(ε2) . (6.48)

En virtud de (6.44) la integral (6.48) está acotada:

|∆TJi| < ε
B

νi
, (6.49)

ya que: ∣∣∣∣∣
∫ wi(T )

0

∂Wλ

∂wi
dwi

∣∣∣∣∣ ≤ B no depende de T , (6.50)

y viene dada por el remanente del último ciclo que todav́ıa no se ha completado tras el tiempo T en
virtud de (6.44). Haciendo ε arbitrariamente pequeño en (6.49) aśı resulta el correspondiente cambio
en Ji, puesto que el resto de factores a la derecha de (6.49) son finitos y no crecen con T .
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A lo largo del desarrollo hemos supuesto que ẇi era suficientemente pequeño, siendo éste el “punto
débil” del razonamiento. Es decir, hemos supuesto que νi tuviese inversa para todo λ y que en el
intervalo 0 → T no se hace arbitrariamente pequeña al variar λ de modo que (6.48) quede justificada.

Ejemplos

Consideremos el Hamiltoniano:

H =
1

2

(
p2 + λ2q2

)
. (6.51)

De aqúı obtenemos:

W =

∫ √
2Q− λ2q2 dq ,

J =

∮ √
2Q− λ2q2 dq =

√
2Q

∮ √
1− λ2q2

2Q
dq .

(6.52)

Por lo tanto:

J =
2π

λ
Q , Q =

λJ

2π
, ν =

∂Q

∂J
=

λ

2π
. (6.53)

Entonces,

Ŵ =

∫
λ

√
J

πλ
− q2 dq , (6.54)

de donde se deduce,

q =

√
J

πλ
sen (2πw) . (6.55)

Ahora:

∂Ŵ

∂λ
=

∂

∂λ

∫ √
Jλ

π
− λ2q2 dq =

(
J

4λπ

)
sen (4πw) . (6.56)

Y recordemos que:

K = H +
∂Ŵ

∂λ
λ̇ . (6.57)

Entonces, es inmediato obtener,

ẇ =
∂K

∂J
=

λ

2π
+ λ̇

sen (4πw)

4πλ
,

J̇ = −∂K
∂w

= −Jλ̇
λ

cos (4πw) .

(6.58)
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Supongamos que para t ≥ 0, λ(t) = λ1 + εt. De (6.58) se tiene:

ẇ =
λ1

2π
+ ε

t

2π
+ ε

sen (4πw)

4π (λ1 + εt)
. (6.59)

Calculemos ahora la variación de ln J en un ciclo,∣∣∣∣∣
∫ T

0

J̇

J
dt

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣log

(
J (T )

J (0)

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ T

0

λ̇

λ
cos (4πw) dt

∣∣∣∣∣ =

= ε

∣∣∣∣∣
∫ w(T )

0

cos (4πw)

ẇλ
dw

∣∣∣∣∣ = ε

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ w(T )

0

cos (4πw) dw

(λ1 + εt)

(
λ1

2π
+ ε

t

2π
+ ε

sen (4πw)

4π (λ1 + εt)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ .

(6.60)

Fijemos nuestra atención en el denominador, desarrollando tenemos:

λ2
1

2π
+ ε

{
λ1t

2π
+

t

2π
λ1 + λ1

sen (4πw)

4π (λ1 + εt)

}
+O(ε2)

=
λ2

1

2π
+ ε

{
λ1t

π
+

sen (4πw)

4π

}
+O(ε2) =

1

2π

(
λ2 +

ε

2
sen (4πw)

)
+O(ε2) , (6.61)

donde se ha tenido en cuenta:

λ2 = (λ1 + ε)2 = λ2
1 + 2εt+O

(
ε2
)
. (6.62)

Entonces hasta orden ε2 (6.60) queda:∣∣∣∣∣
∫ T

0

J̇

J
dt

∣∣∣∣∣ = ε

∣∣∣∣∣2π
∫ w(T )

0

dw
cos (4πw)

λ2
1

∣∣∣∣∣+O(ε2) . (6.63)

Se deduce por tanto,∣∣∣∣ln J(t)

J(0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ T

0

J̇

J
dt

∣∣∣∣∣ =
ε

2λ2
1

∣∣∣∣4π ∫ T

0

dw cos (4πw)

∣∣∣∣ ≤ ε

2λ2
1

. (6.64)

Aplicación

Una aplicación del ejemplo anterior es considerar un péndulo simple cuya longitud vaŕıa lentamente
(Péndulo de Ehrenfest). De nuevo con el Hamiltoniano (6.51), en t ≤ 0 se tiene:

q = Ai cos (λit) , p = −λiAi sen(λit) . (6.65)

La variable acción es:

Ji =

∮
pdq =

∮
(λiAi sen (λit))

2 dt = λ2
iA

2
i

π

λi
= λiA

2
iπ , (6.66)
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resultado que también se obtiene por simple inspección de (6.53). Después de iniciarse la dependencia
temporal λ cambia con el tiempo, tal que tras un tiempo T la elongación final es λf . La nueva variable
acción viene dada por,

Jf = πλfA
2
f , (6.67)

con λf el valor de λ(t) caracteŕıstico para un ciclo alrededor de t = tf dado que λ vaŕıa lentamente.
Entonces, igualando los valores de la variable acción para los tiempos inicial y final:

λfA
2
f = λiA

2
i ⇒

Af
Ai

=

√
λi
λf

, (6.68)

que da la relación entre las elongaciones. Para la enerǵıa, teniendo en cuenta que,

E =
1

2
λ2A2 ,

{
Ef ∝ λ2

fA
2
f

Ei ∝ λ2
iA

2
i

(6.69)

Realizando el cociente:

Ef
Ei

=
λ2
fA

2
f

λ2
iA

2
i

=
λ2
fλi

λ2
iλf

=
λf
λi

, (6.70)

luego:

Efλi = Eiλf (6.71)

Sustituyendo λf = λi + ∆λ en (6.71) tenemos:

Efλi = Ei (λi + ∆λ) ⇒ Ef = Ei + Ei
∆λ

λi
⇒ ∆E =

∆λ

λ
E . (6.72)
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Caṕıtulo 7

Teoŕıa clásica de campos

7.1. Introducción: Transición de un sistema continuo a

otro discreto

Los campos son sistemas f́ısicos con un número infinito de grados de libertad en la forma de sistemas
continuos, tal que cada punto ~x en el sistema evoluciona independientemente de cualquier otro punto
aunque sujeto a ciertas condiciones de continuidad. El sistema se puede describir por una función o
conjunto de funciones continuas ψA (~x, t), que junto con sus derivadas primeras, especifican el estado
en el instante t. Es habitual denominar a las funciones anteriores como las componentes del campo o
funciones campo.1

7.1.1. La cadena lineal

A través de la cadena lineal, podemos observar la transición de la mecánica de un sistema discreto
de part́ıculas a la mecánica de un continuo.

Supongamos una cadena lineal cerrada formada por N part́ıculas idénticas de masa m. Estas part́ıcu-
las están unidas por muelles con la misma constante k y representan las fuerzas elásticas entre dichas
part́ıculas. En el equilibrio la cadena es un anillo de radio R y la distancia entre part́ıculas contiguas es
la misma para todas ellas e igual a a.

Las desviaciones respecto a la posición de equilibrio sólo ocurren a lo largo de la circunferencia del
anillo y aśı dichos desplazamientos son unidimensionales. Si designamos la desviación de la part́ıcula
i-ésima para ui, la enerǵıa cinética viene dada por:

T =
N∑
i=1

1

2
mu̇2

i , (7.1)

y el potencial, en el ĺımite de pequeñas oscilaciones, corresponde a:

V =
N∑
i=1

1

2
k (ui+1 − ui)

2 , (7.2)

1En este caṕıtulo empleamos el convenio de suma sobre ı́ndices latinos repetidos.
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i + 1

i

i− 1

1

Figura 7.1: Cadena lineal.

donde u̇i = dui/dt y se impone la condición de periodicidad uN+1 = u1. Por tanto, el Lagrangiano del
sistema viene dado por:

L = T − V =
N∑
i=1

1

2
miu̇

2
i −

N∑
i=1

1

2
k (ui+1 − ui)

2 , (7.3)

y la acción es:

S =

∫ t2

t1

Ldt . (7.4)

Las ecuaciones de movimiento se obtienen imponiendo que la acción sea estacionaria:

δS = δ

∫ t2

t1

Ldt = 0 , δui (t1) = δui (t2) = 0 , i = 1, . . . , N , (7.5)

dando lugar a las ecuaciones de Euler-Lagrange,

∂L

∂ui
− d

dt

∂L

∂u̇i
= 0 . (7.6)

Realizando las derivadas:

d

dt

∂L

∂u̇i
= müi ,

∂L

∂ui
= k (ui+1 − ui)− k (ui − ui−1) ,

(7.7)

müi = k (ui+1 − ui)− k (ui − ui−1) . (7.8)

Para llegar al caso en que la masa de la cadena se distribuye de forma continua, consideremos el
ĺımite en que a → 0, m → 0 pero ρ = m/a (densidad lineal de masa) y ε = ka (módulo de Young)
permanecen finitos.
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Dado que la longitud de la cadena no cambia, el número de part́ıculas (2πR/a) tiende a infinito
y, por tanto, aśı también el número de los grados de libertad. El sub́ındice discreto i que indicaba la
part́ıcula pasa ahora a la variable continua x, que especifica la posición sobre el anillo, aśı:

i→ x , a→ dx . (7.9)

El desplazamiento ui(t) → u(x, t) pasa ahora a ser una función de dos variables continuas cumpliendo
la condición de periodicidad:

u (x+ 2πR, t) = u (x, t) , (7.10)

el análogo al caso discreto cuando se impuso que uN+1 = u1. Entonces, teniendo en cuenta que:

ui − ui−1 = a
∂u

∂x
+

1

2
a2∂

2u

∂x2
+O(a3) , (7.11)

se deduce fácilmente que,

(ui+1 − ui)− (ui − ui−1) = a2∂
2u

∂x2
. (7.12)

Las ecuaciones de movimiento (7.8) quedan como:

ρa
∂2u

∂t2
= ka2∂

2u

∂x2
, (7.13)

Por tanto:

ρ
∂2u

∂t2
− ε

∂2u

∂x2
= 0 (7.14)

Que se trata de una ecuación de ondas longitudinales de velocidad (ε/ρ)1/2.
Consideremos a continuación el paso al ĺımite N → ∞ a nivel del Lagrangiano y deduzcamos la

ecuación (7.14) directamente mediante el empleo del Lagrangiano en un principio variacional en el
ĺımite de sistema continuo.

LN =
N∑
i=1

1

2
ρau̇2

i −
N∑
i=1

1

2
a (ka)

(ui+1 − ui)
2

a2
. (7.15)

Para N →∞,

ĺım
N→∞

LN =

∫
dx

[
1

2
ρ

(
∂u

∂t

)2

− 1

2
ε

(
∂u

∂x

)2
]

=

∫
dxL . (7.16)

La integral se extiende sobre el anillo y L es la densidad Lagrangiana. En este ĺımite la acción (7.4)
viene dada por:

S =

∫ t2

t1

dt

∫
dxL =

∫
dt

∫
dx

{
1

2
ρ

(
∂u

∂t

)2

− 1

2
ε

(
∂u

∂x

)2
}

. (7.17)
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Dado un cambio en la función u(x, t) → u(x, t) + δu(x, t), la acción vaŕıa en la forma:

δS =

∫ t2

t1

dt

∫
dx

{
ρ
∂u

∂t

∂δu

∂t
− ε

∂u

∂x

∂δu

∂x

}
=

∫ t2

t1

dt

∫
dx

{
−ρ∂

2u

∂t2
δu+ ρ

∂

∂t

(
∂u

∂t
δu

)
+ ε

∂2u

∂x2
δu− ε

∂

∂x

(
∂u

∂x
δu

)}
=

∫ t2

t1

dt

∫
dx

{
−ρ∂

2u

∂t2
+ ε

∂2u

∂x2

}
δu+

∫
dx

[
ρ
∂u

∂t
δu

]t2
t1

− ε

∫ t2

t1

dt

[
∂u

∂x
δu

]x0+2πR

x0

.

(7.18)

Dado que u(x, t) satisface la condición de periodicidad (7.10) aśı lo hará δu(x, t) y, además, al igual que
en mecánica de un sistema discreto de part́ıculas, δu(x, t1,2) = 0. Siguiendo con la generalización del
caso discreto al continuo, imponemos igualmente que la acción sea estacionaria bajo tales variaciones
en u(x, t). Resumiendo imponemos:

δS = 0 ,

δu (x, t1) = δu (x, t2) = 0 ,

δu (x, t) = δu (x+ 2πR, t) .

(7.19)

Como consecuencia de las condiciones anteriores es directo comprobar que las dos últimas integrales en
(7.18) se anulan idénticamente. Por otra parte, dado que δu es arbitrario, excepto por las condiciones
de frontera (7.19), se deduce la correcta ecuación de ondas a partir de la primera integral en (7.18).2

ρ
∂2u

∂t2
− ε

∂2u

∂x2
= 0 (7.20)

El sistema concreto que hemos considerado hasta ahora se extiende en un dominio finito en una
única dimensión. Es mucho más habitual encontrarnos con sistema en un dominio infinito. En tales
casos no tendremos condiciones de contorno periódicas (muy naturales en nuestro presente ejemplo)
sino otras, por ejemplo, que los campos se anulen de forma suficientemente rápida para |~x| → ∞,
cuando éstos se propaguen con una velocidad finita.

7.2. Formulación Lagrangiana de la teoŕıa de campos

Procedamos a la generalización de los resultados expuestos en la sección anterior y consideremos el
problema variacional general correspondiente a la dinámica de un continuo.

2También llegamos a las ecuaciones correctas haciendo:

δu
∣∣∣
Γ

= 0 ,

siendo Γ la frontera del dominio de la integración doble (sobre el tiempo y sobre el anillo) en la acción (7.17)
t ∈ [t1, t2] y x ∈ [0, 2πR]. La frontera constituye el conjunto de puntos (x, t) con t = t1 o t = t2 para ∀x ∈ [0, 2πR]
y para ∀t ∈ [t1, t2] con x = 0 o x = 2πR. Éste es un caso particular de las condiciones (7.19) innecesariamente más
generales. Además, tiene la ventaja de que establece un tratamiento completamente simétrico entre las variables
espaciales y el tiempo.
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∂R = B
x0

R

1

Figura 7.2: Las dimensiones espaciales vienen representadas por el plano inferior y el tiempo por
el eje x0.

Se quiere determinar los campos en R, ver figura 7.2, una vez conocidas sus componentes sobre la
frontera B de R, siendo ésta última una región del espacio-tiempo en dos, tres, cuatro, etc dimensiones,
una de las cuales siempre es el tiempo. Planteamos ahora el problema mediante la generalización del
principio de Hamilton visto en la sección 2.1. Las funciones del campo ψA (x), A = 1, . . . , f (por
ejemplo, para caracterizar el movimiento de un fluido f = 3) son aquellas que verifican las condiciones
de contorno adecuadas en B y para las cuales la acción S es estacionaria.

S =

∫
R

Ldt =

∫
R

L
(
x;ψ (x) ,

∂ψ (x)

∂x

)
dnx (7.21)

Por ejemplo, para los casos más habituales n = 2: x = (x0, x1), d2x = dx0dx1; n = 3: x =
(x0, x1, x2), d3x = dx0dx1dx2; n = 4: x = (x0, x1, x2, x3), d4x = dx0dx1dx2dx3, y aśı sucesivamente
para dimensiones superiores, con x0 = t. Nótese que la densidad Lagrangiana sólo es función de las
componentes y de sus derivadas primeras.

Como se han de verificar las condiciones de contorno adecuadas se toma:

δψA(x) = 0 ,∀x ∈ B , (7.22)

con lo que se garantiza que ψ′A(x) = ψA(x) + δψA(x) también satisfaga las correctas condiciones de
contorno.

La variación de la acción es:3

δS =

∫
R

(
∂L
∂ψA

δψA +
∂L
∂ψA,α

δψA,α

)
dnx , (7.23)

3Aclaramos que en lo que sigue, los sub́ındices o supeŕındices en letras griegas van de 0 a n− 1, y los sub́ındices
o supeŕındices en letras latinas van de 1 a n− 1.
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donde ψA,α = ∂ψA/∂x
α. Desarrollando el segundo sumando del integrando, aplicando la regla de

derivación del producto de funciones, tenemos:

∂L
∂ψA,α

δψA,α =
∂

∂xα

(
∂L
∂ψA,α

δψA

)
− ∂

∂xα

(
∂L
∂ψA,α

)
δψA . (7.24)

Sustituyendo la expresión anterior en (7.23) resulta:

δS =

∫
R

[
∂L
∂ψA

− ∂

∂xα

(
∂L
∂ψA,α

)]
δψAd

nx+

∫
R

∂

∂xα

(
∂L
∂ψA,α

δψA

)
dnx =

=

∫
R

[
∂L
∂ψA

− ∂

∂xα

(
∂L
∂ψA,α

)]
δψAd

nx+

∫
B

∂L
∂ψA,α

dBαδψA =

=

∫
R

[
∂L
∂ψA

− ∂

∂xα

(
∂L
∂ψA,α

)]
δψAd

nx = 0 .

(7.25)

Donde se ha hecho uso del teorema de Gauss y de que δψA = 0 sobre la frontera B, por tanto:

∂L
∂ψA

− ∂

∂xα

(
∂L
∂ψA,α

)
= 0 (7.26)

Éstas son las ecuaciones de Euler-Lagrange, que son ecuaciones diferenciales de segundo orden en
derivadas parciales. Si la densidad Lagrangiana dependiera de derivadas de las componentes del campo
de orden superior al primero, las ecuaciones resultantes seŕıan de orden superior al segundo y no seŕıa
suficiente el conocimiento de las componentes sobre B para proceder a su cálculo mediante la resolución
de las ecuaciones diferenciales correspondientes. La solución de (7.26) proporciona la evolución real del
sistema ψA(x), A = 1, . . . , f . Además, al ser deducidas de un principio variacional se garantiza que
(7.26) sean mutuamente compatibles, aspecto éste no trivial.

Merece la pena indicar que si realizamos un cambio de coordenadas tal que x′ = x′(x), entonces de
(7.21), teniendo en cuenta que

dnx =

∣∣∣∣ ∂x∂x′
∣∣∣∣ dnx′ , (7.27)

llegamos a:

S =

∫
R

∣∣∣∣ ∂x∂x′
∣∣∣∣L(x;ψ (x) ,

∂ψ (x)

∂x

)
dnx′ ≡

∫
R

L′
(
x(x′);ψ′ (x′) ,

∂ψ′ (x′)

∂x′

)
dnx′ , (7.28)

donde ψ′A(x′) = ψA(x(x′)) y L′ es la nueva Lagrangiana en las nuevas coordenadas. La densidad
Lagrangiana L está indeterminada en la divergencia de una función arbitraria:

L → L′ = L+
∂λα (x;ψA)

∂xα
,

S → S ′ = S +

∫
R

∂λα

∂xα
dnx = S +

∫
B

λαdBα .
(7.29)

Esta última integral está fijada por las condiciones de contorno, con lo que:

δS ′ = δS . (7.30)
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Aśı, tanto S ′ como S conducen a las mismas ecuaciones de Euler-Lagrange cuando la variación anterior
se iguala a cero.

Identificar los grados de libertad elementales, que corresponderán a campos determinados, y formular
la densidad Lagrangiana correspondiente es uno de los grandes problemas de la f́ısica teórica para
conseguir describir las interacciones fundamentales.

Supongamos que tenemos un sistema compuesto de dos campos de componentes ψA y χB, respec-
tivamente. Sean L1 (ψ) y L2 (ψ) las densidades Lagrangianas de cada sistema por separado. Entonces,

L0 = L1(ψ) + L2(χ) , (7.31)

conduce a las mismas ecuaciones de Lagrange que L1 y L2 por separado. La interacción entre los
campos ψA y χB se puede generar a partir de un término de interacción LI (ψ, χ) que acopla los
campos ψA y χB y que se añade a L0,

L = L1(ψ) + L2(χ) + LI(ψ, χ) . (7.32)

Para sistemas cerrados, por invarianza bajo traslaciones espacio-temporales, las densidades Lagrangia-
nas no pueden depender expĺıcitamente de punto espacio-temporal.4 En el caso general de un sistema
no aislado, su densidad Lagrangiana puede depender además expĺıcitamente de x.

Ejemplo

Apliquemos este formalismo al sistema de muelles acoplados (n = 2) cuya densidad Lagrangiana se
obtiene directamente a partir de (7.16):

L =
1

2
ρ

(
∂u

∂t

)2

− 1

2
ε

(
∂u

∂x

)2

. (7.33)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange (7.26) para este caso son:

∂L
∂u,0

= ρu,0 ,
∂L
∂u,1

= −εu,1 ,
∂L
∂u

= 0 .

Por lo tanto,

∂

∂xα

(
∂L
∂u,α

)
= 0 ⇒ ρ

∂2u

∂t2
− ε

∂2u

∂x2
= 0

y de nuevo se recupera (7.14).

7.2.1. Derivada funcional

La acción es un funcional de ψA(x). Dadas unas funciones ψA(x) se establece una aplicación sobre
R mediante la integral:

S [ψA] =

∫
R

dnxL
(
x;ψ,

∂ψ

∂x

)
, (7.34)

4Para simplificar la notación sólo se ha indicado la dependencia de las densidades Lagrangianas con las compo-
nentes del campo.
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siendo R una región cerrada. Dada una variación en ψA tal que ψA → ψA + δψA con ψA(x) = 0
∀x ∈ δR, escribimos:

δS = S [ψA + δψA]− S [ψA] =

∫
R

dnx
δS

δψA (x)
δψA(x) +O

(
(δψA)2) , (7.35)

donde δS/δψA (x) es la derivada funcional de S respecto de ψA(x). De su definición está claro que en
general la derivada funcional puede depender expĺıcitamente del punto x además de las componentes
del campo ψA y de sus derivadas primeras y segundas.

De (7.25) es directo deducir que:5

δS

δψA(x)
=

∂L
∂ψA

− ∂

∂xα

(
∂L
∂ψA,α

)
. (7.36)

De este modo las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden expresar simplemente como:

δS

δψA(x)
= 0 (7.37)

En general, dado un funcional F [ψA] se define su derivada funcional tal que:

δF =

∫
R

dnx
δF

δψA(x)
δψA(x) +O

(
(δψ)2) , (7.38)

una vez se han eliminado las contribuciones en la frontera imponiendo que tanto δψA como sus deriva-
das, hasta el orden suficiente, sean nulas en ∂R.6 Por supuesto, dnx se ha de especificar de antemano y
puede no contener el tiempo en el caso genérico. Para la acción S, dnx = dx0dx1dx2dx3 en coordena-
das cartesianas, siempre el tiempo es una de la dimensiones, pero incluso aqúı el número de dimensiones
espaciales puede variar. Como ejemplo de un funcional F donde no aparezca el tiempo, tómese por
ejemplo:

Q[ρ; t] =

∫
dx ρ (x, t) , (7.39)

que es un funcional de ρ, que depende de t pues no aparece como variable de integración. Trivialmente,
δQ/δρ(~x, t) = 1.

7.3. Teorema de Noether e integrales de las ecuaciones de

campo

Consideremos una transformación continua de las variables independientes y de las componentes del
campo:

x→ x′ , ψA (x) → ψ′A (x′) , A = 1, . . . , f . (7.40)

5Siempre teniendo en cuenta las condiciones de contorno: δψA = 0 en ∂R.
6Para el caso genérico téngase en cuenta que el funcional F puede depender de derivadas de ψA de orden superior

al primero.
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Las nuevas variables y componentes del campo dependen de uno o varios parámetros continuos que
caracterizan la transformación. Por ejemplo, 3 parámetros son necesarios para caracterizar las rotaciones
y traslaciones en R3, etc.

Diremos que dicha transformación es una simetŕıa si:

∆S =

∫
dnx′L

(
x′;ψ′A (x′) ,

∂ψ′A (x′)

∂x′

)
−
∫
dnxL

(
x;ψA (x) ,

∂ψA (x)

∂x

)
=

=

∫
dnx

∂λα (x;ψA)

∂xα
,

(7.41)

donde seguimos el mismo convenio que en la sección 2.5 para un sistema discreto de part́ıculas y

aśı L
(
x′;ψ′A (x′) ,

∂ψ′A(x′)

∂x′

)
tiene la misma dependencia funcional en las nuevas variables y componentes

del campo que la densidad Lagrangiana original L
(
x;ψA (x) , ∂ψA(x)

∂x

)
. Dado que para una simetŕıa

∆S = S ′ − S =

∫
dnx

∂λα (x;ψA)

∂xα
, (7.42)

según (7.41), al aplicar el principio de Hamilton (δψA = 0 en ∂R):

δS = δS ′ = 0 , (7.43)

Aśı, si las funciones de campo ψA (x) son soluciones de las ecuaciones de movimiento, las ψ′A (x′) lo
serán de las mismas ecuaciones de movimiento, expresadas en las nuevas variables y componentes del
campo.

Distinguimos en lo sucesivo la variación debido al cambio de las variables x (x→ x′) y la variación
local debida al cambio de forma de las funciones de campo:

x′
α

= xα + δxα cambio en las variables ,

ψ′A (x) = ψA (x) + δψA (x) cambio local .
(7.44)

El cambio total de las componentes del campo a primer orden puede escribirse como:

δψA(x) = ψ′A(x′)− ψA(x) = ψ′A(x′) + ψ′A(x)− ψ′A(x)− ψA(x)

= (ψ′A(x′)− ψ′A(x)) + δψA(x) = (ψA(x′)− ψA(x)) + δψA(x)

= ψA,αδx
α + δψA(x) ,

δψA,α =
∂ψ′A(x′)

∂x′α
− ψA,α(x) =

∂(ψA + δψA + ψA,Bδx
β)

∂x′α
− ψA,α(x)

= ψA,β
∂xβ

∂x′α
+ δψA,α + ψA,αβδx

β + ψA,β
∂δxβ

∂xα
− ψA,α .

(7.45)

Introduciendo en la expresión anterior que:

∂xβ

∂x′α
=

∂

∂x′α
(x′

β − δxβ) = δβα −
∂δxβ

∂xα
, (7.46)

170
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llegamos finalmente a que,
δψA,α = δψA,α + ψA,αβδx

β . (7.47)

Por otra parte,

dnx′ = dnx

∣∣∣∣det

(
∂x′

∂x

)∣∣∣∣ . (7.48)

Se deja como ejercicio para el lector el siguiente resultado (teniendo en cuenta el orden de aproximación
que se está considerando):

det

(
∂x′

∂x

)
= 1 +

∂δxα

∂xα
+O

(
(δx)2) . (7.49)

Por tanto, sustituyendo en (7.41),

∆S =

∫
dnx

(
1 +

∂δxα

∂xα

)
L
(
x′;ψ′A (x′) ,

∂ψ′A(x′)

∂x

)
−
∫
dnxL

(
x;ψA(x),

∂ψA(x)

∂x

)
=

∫
dnx

{
L
(
x′;ψ′A (x′) ,

∂ψ′A(x′)

∂x′

)
− L

(
x;ψA (x) ,

∂ψA(x)

∂x

)}
+

∫
dnx

∂δxα

∂xα
L
(
x;ψA,

ψA
∂x

)
. (7.50)

Fijémonos en la primera integral:

L
(
x′;ψ′A (x′) ,

∂ψ′A(x′)

∂x′

)
− L

(
x;ψA (x) ,

∂ψA(x)

∂x

)
=

∂L
∂ψA

δψA +
∂L
∂ψA

ψA,αδx
α +

∂L
∂ψA,α

δψA,α +
∂L
∂ψA,α

ψA,αβδx
β +

∂L
∂xα

δxα

=
∂L
∂ψA

δψA +
∂L
∂ψA,α

δψA,α +
dL
dxα

δxα ,

(7.51)

donde la última derivada es total. Por lo que,∫
dnx

{
L
(
x′;ψ′A (x′) ,

∂ψ′A(x′)

∂x′

)
− L

(
x;ψA (x) ,

∂ψA(x)

∂x

)}
=

∫
dnx

{
∂L
∂ψA

δψA +
∂L
∂ψA,α

δψA,α

}
+

∫
dnx

dL
dxα

δxα

=

∫
dnx

{
∂L
∂ψA

− ∂

∂xα
∂L
∂ψA,α

}
δψA +

∫
dnx

(
d

dxα

(
∂L
∂ψA,α

δψA

)
+
dL
dxα

δxα
)
. (7.52)

Teniendo en cuenta que el primer término entre llaves es igual a δS/δψA e introduciendo la expresión
anterior en (7.50),

∆S =

∫
dnx

{
δS

δψA
δψA +

d

dxα

[
∂L
∂ψA,α

δψA + Lδxα
]}

=

∫
dnx

dλα (x;ψA)

dxα
. (7.53)
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Es en la última igualdad donde se está suponiendo que la transformación (7.44) es una simetŕıa. Para
los ψA que representan el movimiento real del sistema se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange
(7.37). Además, como la región de integración es arbitraria, se tiene la igualdad entre los integrandos,

d

dxα

[
∂L
∂ψA,α

δψA + Lδxα
]

=
d

dxα
λα (x;ψ) . (7.54)

Si ∆S = 0,

d

dxα

[
∂L
∂ψA,α

δψA + Lδxα
]

= 0 . (7.55)

En el caso en que ∆S 6= 0 tenemos:

d

dxα

[
∂L
∂ψA,α

δψA + Lδxα − λα
]

= 0 . (7.56)

Suponemos en lo que sigue de esta sección que ∆S = 0, y que además la transformación es de la
forma:

δxα = (Axi )
α δai

δψA =
(
Aψi

)
A
δai , i = 1, . . . , γ ,

(7.57)

donde los δai son parámetros infinitesimales que caracterizan a una transformación próxima a la iden-
tidad. Volviendo a (7.55), siguiendo la nueva notación y dado que δψA = δψA − ψA,αδx

α, se sigue
que:

d

dxα

[
∂L
∂ψB,α

[(
Aψi

)
B
− ψB,λ (Axi )

λ
]

+ L (Axi )
α

]
= 0 . (7.58)

puesto que los δai son independientes y sus coeficientes se han de anular por separado. Las i = 1, . . . , γ
cantidades entre corchetes (salvo signo) se conocen como las corrientes de Noether, expĺıcitamente:

Jνi = −L (Axi )
ν +

∂L
∂ψB,ν

(
ψB,λ (Axi )

λ −
(
Aψi

)
B

)
. (7.59)

Vemos de (7.58) que cada una de las corrientes de Noether satisfacen una ecuación de continuidad,

∂Jνi
∂xν

=
∂J0

∂x0
+
∂Jk

∂xk
= 0 . (7.60)

Como consecuencia hay i = 1, . . . , γ cargas de Noether que vienen dadas por:

Qi =

∫
dxJ0

i , (7.61)
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donde la integral se realiza sobre toda la extensión espacial del sistema. En el caso en que éste sea
periódico la integral se realiza t́ıpicamente sobre un periodo. La evolución temporal de la carga es:

dQi

dt
=

∫
dx
∂J0

i

∂t
= −

∫
dx
∂Jki
∂xk

= −
∫
R→∞

dσkJ
k
i = 0 , (7.62)

Donde se ha empleado el Teorema de Gauss para realizar el penúltimo paso y pasar de una integral
de volumen a otra de superficie y hemos supuesto que el sistema se extiende por todo el espacio. La
última integral se anula si los campos se desvanecen suficientemente rápido para r → ∞. El mismo
resultado se obtiene para sistemas periódicos en las variables espaciales, por ejemplo la cadena lineal,
dado que la penúltima integral se reduce a la diferencia de una función en dos puntos separados por
múltiplos enteros del peŕıodo. En ambos casos tenemos γ cargas de Noether que son conservadas.

Notas

1. Si en lugar de integrar en (7.61) sobre todo el volumen se integra sólo sobre un cierto elemento
V , definimos,

QV
i (t) =

∫
V

dx J0
i (x

0, ~x) . (7.63)

Su evolución temporal, siguiendo los mismos pasos que en (7.62), viene dada por:

dQV
i

dt
=

∫
V

dx
∂J0

i

∂x0
= −

∫
∂V

dσkJ
k
i . (7.64)

La relación anterior indica que Jki son las componentes de la corriente vectorial Ji, tal que si su
flujo a lo largo de la superficie que cierra V es positivo entonces hay perdida de carga y si es
negativo hay ganancia. En virtud de (7.63) a J0

i se le llama densidad de carga.

2. Las corrientes de Noether no están definidas de forma uńıvoca ya que siempre podemos añadirles
la divergencia de cualquier tensor antisimétrico fµνi = −f νµi :

Jνi → J ′
ν
i = Jνi +

∂f νµ

∂xµ
. (7.65)

De lo que se sigue que las nuevas corrientes también tienen divergencia nula:

∂J ′νi
∂xν

=
∂Jνi
∂xν

+
∂2f νµ

∂xν∂xµ
=
∂Jνi
∂xν

= 0 . (7.66)

Sin embargo, las cargas de Noether quedan invariantes por el cambio (7.65):

Q′
i =

∫
dxJ ′

0
i =

∫
dxJ0

i +

∫
dx
∂f 0k

∂xk
=

∫
dxJ0

i +

∫
R→∞

dσkf
0k = Qi , (7.67)

dado que la última integral se anula por las mismas razones que ya han sido expuestas anterior-
mente en relación con (7.62).
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3. Si en el lado derecho de (7.53) se integra sobre toda la extensión espacial del sistema y se tiene
en cuenta que se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange y se aplica el teorema de Gauss,
eliminándose la integral de frontera resultante, entonces se obtiene:

∆S = −
∫
dnx

d

dx0
J0
i δa

i = −δai
∫
dx0dQi

dx0
, (7.68)

donde también se ha empleado la definición de corriente y carga de Noether. Por lo tanto, la
variación del Lagrangiano es:

δL = −δaidQi

dt
. (7.69)

Esta expresión es muy útil ya que nos permite identificar de forma directa el significado f́ısico
de las cargas de Noether aśı como fijar adecuadamente la normalización de las mismas. Baste
para ello recordar los resultados del caṕıtulo 2 en relación con la mecánica Lagrangiana de un
sistema de part́ıculas. Alĺı se mostró que los coeficientes que multiplican a los parámetros δai,
que caracterizan la transformación infinitesimal, corresponden a las derivadas temporales de las
componentes de importantes observables, como el momento lineal (δai son las componentes del
vector del desplazamiento) o el momento angular (δai son el producto del ángulo de giro por las
componentes del vector de giro), véanse las secciones 2.7 y 2.8, respectivamente. Análogamente,
también se puede mostrar que la derivada de la enerǵıa es el coeficiente que multiplica a δt ≡ δa
para un desplazamiento temporal. Este mismo resultado, salvo por el signo menos, es el contenido
de (7.69). Aśı, por ejemplo, cuando la simetŕıa sea una rotación llamaremos momento angular a
las cargas de Noether cuya derivada temporal vaya multiplicada por −δφi en (7.69), siendo δφ
el ángulo de giro.

7.3.1. Teorema de Noether aplicado a una rotación global de la cadena
lineal

Consideremos una rotación global de la cadena lineal cerrada. Se tiene:

x′ = x+ δa , δa = Rδφ . (7.70)

Dado que u(x, t) es un escalar, entonces,

u′ (x′, t) = u(x, t) = u(x, t) + δu+
∂u

∂x
δa⇒ δu = −∂u

∂x
δa , (7.71)

(Axi )
α ≡ δα1 , Aψi ≡ 0 . (7.72)

Obviamente la densidad Lagrangiana del sistema dada en (7.33) es invariante bajo la transformación
anterior, luego efectivamente es una simetŕıa. La corriente de Noether resultante es:

Jν = −Lδν1 +
∂L
∂u,ν

u,x . (7.73)
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De la forma expĺıcita de la densidad Lagrangiana tenemos:

J0 =
∂L
∂u,t

u,x = ρ
∂u

∂t

∂u

∂x
,

J1 = −L+
∂L
∂u,x

u,x = −

(
1

2
ρ

(
∂u

∂t

)2

+
1

2
ε

(
∂u

∂x

)2
)

.

(7.74)

La carga de Noether conservada

Q = R

∫ 2πR

0

dxJ0(x, t) = R

∫ 2πR

0

dxρ
∂u

∂t

∂u

∂x
, (7.75)

es el momento angular del sistema alrededor del eje perpendicular al anillo. Se ha multiplicado la
densidad de carga J0 de (7.74) por R dado que la derivada del momento angular por δφ, y no por δa,
da lugar a δL, tal y como hemos discutido en la nota segunda en torno a (7.69).

Otra simetŕıa del Lagrangiano (7.33), consistente también con la condición de periodicidad, es:

x′ = x ,

u′(x′, t) = u(x, t) +Rδφ . (7.76)

En este caso la corriente de Noether resultante es,

Jν = − ∂L
∂u, ν

Rδφ . (7.77)

Expĺıcitamente las componentes son:

J0 = −ρ∂u
∂t
R , J1 = ε

∂u

∂x
R . (7.78)

Es interesante mencionar que la segunda transformación de simetŕıa (7.76) es la propia del caso
en que consideremos un sistema discreto de part́ıculas a lo largo de la cadena lineal. Ya que entonces
tenemos:

u′i(t) = ui(t) +Rδφ , (7.79)

análogo a (7.76), siendo la corriente de Noether conservada para el caso discreto
∑

iRmu̇i, que es
la tercera componente del momento angular orbital y que coincide, salvo signo, con (7.78) cuando el
sistema se torna denso.

La transformación para el caso de un sistema discreto de puntos materiales que conduce a (7.70) y
(7.71) en el ĺımite en que se torne denso es:

i′ = i+m ,

u′i′ = ui , (7.80)

con m un número natural. En este caso:

δui = u′i′ − ui = ui−m − ui . (7.81)
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En el ĺımite en que el sistema se torna denso la expresión anterior se puede escribir simplemente como,

δu(x) = −∂u
∂x
Rδφ , (7.82)

y aśı la corriente de Noether resultante es:

Q = −
∑
i

mu̇i
∂ui
∂x

Rδφ⇒ −
∫ 2πR

0

dxρ
∂u

∂t

∂u

∂x
R , (7.83)

que salvo signo coincide con (7.75).

Comentamos algunas propiedades generales de las corrientes de Noether:

• Las corrientes que surgen de simetŕıas para las cuales δxµ = 0, se llaman simetŕıas internas, y
por tanto δψA = δψA.

• Suele ser habitual que,

(Axi )
α = (Axi )

α
µ x

µ ,(
Aψi

)
B

=
(
Aψi

)C
B
ψC .

(7.84)

Se trata de transformaciones lineales y homogéneas en las variables y funciones de campo.

Para el ejemplo de la cadena lineal es más sencillo considerar la notación habitual de (Axi )
α.

Algunas simetŕıas importantes, que podemos destacar son :

• Traslaciones:

x′
α

= xα + δaα

ψ′A (x′) = ψA(x)

}
Para cualquier campo. (7.85)

• Rotaciones:

• Campo escalar: φ′(x′) = φ(x) ,

• Campo vectorial: V ′
i (x

′) = RijVj (x) ,

• Tensor cartesiano: T ′i1i2...in(x′) = Ri1j1 · · ·RinjnTj1...jn(x) , etc.
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7.4. Tensor de enerǵıa-momento

Consideremos la traslación:

δxα = δaα , x′
α

= xα + δaα , ψ′A(x′) = ψA(x) . (7.86)

Los parámetros continuos que caracterizan la traslación son los aα, por lo tanto, el ı́ndice i en (7.59)
pasa a ser en este caso un ı́ndice espacio-temporal. El estudio de las traslaciones espacio-temporales
son de especial importancia dado que todo sistema cerrado es invariante bajo tales transformaciones.

Comparando (7.86) con (7.57) es evidente que:

(Axi )
α → (Axβ)

α = δαβ ,

(Aψi )A → (Aψβ )A = 0 . (7.87)

Tenemos entonces a partir de (7.59) las siguientes corrientes de Noether,

Jνi → Jνα = −Lδνα +
∂L
∂ψA,ν

ψA,λδ
λ
α

= −Lδνα +
∂L
∂ψA,ν

ψA,α .

(7.88)

En lugar de Jνα se suelen representar por T να que recibe el nombre de tensor canónico de enerǵıa-
momento. Dicho tensor verifica:

∂

∂xν
T να = 0 , (7.89)

T 0
0 =

∂L
∂ψA,t

ψA,t − L = H , (7.90)

con H la densidad Hamiltoniana, en virtud de (7.69) e identificando δa = δx0.
La notación del formalismo Lagrangiano para los sistemas continuos, que trata similarmente las

variables espaciales y el tiempo, es del todo análoga a aquélla del espacio de Minkowski y, por tanto,
de la relatividad espacial. Aśı, definimos en esta sección y en la siguiente:

x0 = ct , T να = gαµT νµ . (7.91)

Donde gαβ viene dado por:

gαβ =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , (7.92)

y que sólo emplearemos para subir o bajar ı́ndices en tensores. Las cargas P µ =
∫
dxT 0µ son conservadas

y de (7.90):

P 0 =

∫
dxH = H es el Hamiltoniano. (7.93)
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Aśı T 00 es la densidad de enerǵıa del sistema y P 0 es la enerǵıa total del sistema (para sistemas
cerrados).

Como los P µ son cantidades covariantes, y P 0 es la enerǵıa, entonces los P k representan las com-
ponentes del momento total del sistema.

P k =

∫
dxT 0k , (7.94)

donde T 0k es la densidad de la componente k-ésima del momento del sistema. Sea V una región
espacial cerrada y calculemos: ∫

V

dxT 0α , (7.95)

entonces, teniendo en cuenta (7.89),

d

dt

∫
V

dxT 0α =

∫
V

dx
∂T 0α

∂t
= −

∫
V

dx
∂T kα

∂xk
= −

∫
S

dskT
kα . (7.96)

Aśı T kα representa el trivector flujo de la componente α del cuadrivector de enerǵıa-momento.

Ejemplo: campo escalar relativista de masa m.

Supongamos la densidad Lagrangiana:

L =
~2

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2c2φ2 =

1

2
~2gµα∂µφ∂αφ−

1

2
m2c2φ2 , (7.97)

con φ(x) un campo escalar real. Notemos,

∂L
∂φ,α

= ~2gαµ∂µφ . (7.98)

Recordemos que a partir de (7.91) hemos hecho x0 = ct, convenio habitual en relatividad.7 Aplicando
(7.88) para calcular el tensor de enerǵıa-momento, se tiene:

T να =
(
−~2

2
∂µφ∂

µφ+ m2c2

2
φ2
)
δνα + ~2gνβ∂βφ∂αφ⇒

Tνα =

(
−~2

2
∂µφ∂

µφ+
m2c2

2
φ2

)
gαν + ~2∂αφ∂νφ (7.99)

Y vemos que Tνα es simétrico, aunque no siempre es aśı para una densidad Lagrangiana arbitraria. Para
la componente H = T 00,

H = T 00 = ~2∂0φ∂0φ−
~2

2
(∂0φ)2 +

~2

2

(
~∇φ
)2

+
m2c2

2
φ2

=
~2

2

[(
∂φ

∂ct

)2

+
(
~∇φ
)2

+
m2c2

~2
φ2

]
.

(7.100)

7En unidades naturales, t́ıpicas de Teoŕıa Cuántica de Campos, c = ~ = 1.
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Por tanto:

H =

∫
dx

~2

2

{(
∂φ

∂ct

)2

+
(
~∇φ
)2

+
m2c2

~2
φ2

}
. (7.101)

Para el resto de densidades de carga:

T0k = ~2∂kφ∂0φ . (7.102)

Para hallar el significado del parámetro m, ya obvio de (7.101), podemos considerar las ecuaciones
de Euler-Lagrange a partir de la densidad Lagrangiana (7.97):

(~2∂µ∂
µ +m2c2)φ(x) = 0 . (7.103)

Expresando φ(x) mediante una transformada de Fourier:

φ(x) =

∫
dp

(2π~)d
ϕ(p)e−ipx/~ , (7.104)

con d el número de dimensiones espaciales. Sustituyendo en (7.103) se tiene:

p2 −m2c2 = 0 . (7.105)

Dado que p = (E/c, ~p) llegamos a,

E(p)2 = m2c4 + p2c2 → p0 = ±
√
m2c2 + p2 = ±E(p)/c , (7.106)

que es la relación entre trimomento y enerǵıa de una part́ıcula de masa m. Por lo tanto, en la integral
(7.104) p0 está fijado tal que p2 = m2c2 en virtud de (7.105). Este hecho da lugar a la delta de Dirac
δ(p2 −m2c2), que es invariante Lorentz, como parte de la transformada de Fourier ϕ(p). Teniendo en
cuenta que,

δ(p2 −m2) =
δ(p0 − E(p)/c)

2E(p)
+
δ(p0 + E(p)/c)

2E(p)
, (7.107)

reescribimos (7.104) como:

φ(x) =

∫
dp

(2π~)d
√

2E(p)

(
ϕ1(p)e−ipx/~ + ϕ2(p)eipx/~

)
, (7.108)

con p0(p) = +
√
m2c2 + p2. Imponiendo que φ(x) sea real se llega a que ϕ2(p)∗ = ϕ1(p), por lo

tanto reescribimos (7.108) como:

φ(x) =

∫
dp

(2π~)d
√

2E(p)

(
ϕ(p)e−ipx~ + ϕ∗(p)eipx/~

)
, (7.109)

eliminando los sub́ındices 1 y 2 en ϕ(p). Por otra parte, si introducimos la expresión anterior para φ(x)
en (7.101) obtenemos que la enerǵıa total es:

H =

∫
dp

(2π~)d
E(p) |ϕ(p)|2 . (7.110)
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x0

x3

x0 = 0

Σ

Σ

∂W2

x′0 = 0

1

Figura 7.3: Planos x0 = 0 y x′0 = 0 unidos en los bordes por los planos verticales Σ. Recuérdese
que x′0 = γ(x0 − vx3/c) y x′3 = γ(x3 − vx0/c) con γ =

√
1− v2/c2.

Aśı, cada modo de oscilación caracterizado por un trimomento p aporta E(p) pesado por |ϕ(p)|2 a la
densidad de enerǵıa.8

Veamos que Pµ =
∫
T0µdx, el cuadrimomento de enerǵıa-momento, es efectivamente un vector bajo

transformaciones de Lorentz.
Para la prueba consideremos una corriente vectorial Sµ que sea conservada, es decir, que satisfaga

∂Sµ/∂xµ = 0. Veamos que la carga
∫
S0dx no es sólo independiente de t sino que es invariante bajo

transformaciones de Lorentz, ∫
S0dx =

∫
S ′

0
dx′ . (7.111)

Tomemos por conveniencia que la primera integral se calcula para x0 = 0 según el observador O y la
segunda para x′0 = 0, pero según el tiempo del observador O’, donde O y O′ son dos observadores
inerciales. Dada la velocidad relativa ~v entre ambos observadores, siempre se pueden elegir los ejes de
coordenadas de ambos observadores tal que ~v = v3ẑ.

Para la demostración considérese la figura (7.3). Sea la superficie ∂W2 formada por x0 = 0, x3 > 0
y x′0 = 0 junto con los planos verticales Σ y apĺıquese el Teorema de Gauss a su interior W2,

0 =

∫
W2

∂Sµ

∂xµ
dnx =

∮
∂W2

SµdBµ =

∫
x0=0

SµdBµ +

∫
x′0=0

SµdBµ +

∫
Σ

SµdBµ . (7.112)

Con Bµ el cuadrivector superficie que para las distintas superficies viene dado por:

Bµ = (−dx, 0, 0, 0) en x0 = 0 , (7.113)

donde dx es el elemento de volumen espacial y

Bµ =
(
0, dx0d~Σ

)
, (7.114)

8Recuérdese que en la normalización de caja para un sistema periódico de longitud L se tiene que 1
V

∑
p =∫

dp
(2π~)d .
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siendo d~Σ un elemento de superficie espacial multiplicado por dx0 dado que la superficie ~Σ tiene siempre
una dimensión paralela al eje x0 tal y como se muestra en la figura 7.3. Para la superficie x′ 0 = 0,
dado que SµBµ es invariante Lorentz, podemos escribir:

SµdBµ = S ′
µ
dB′

µ y dB′
µ =

(
dx′,~0

)
. (7.115)

Por lo tanto:

0 = −
∫
S0dx +

∫
S ′

0
dx′ +

∫
Σ

SµdBµ . (7.116)

Al hacer Σ → ∞ la última integral tiende a cero. Procediendo de idéntico modo para la parte con
x3 < 0, se tiene finalmente: ∫

x0=0

S0dx =

∫
x′0=0

S ′
0
dx′ . (7.117)

Dado que ambas integrales son constantes en el tiempo, esta identidad se mantiene para todo x0 y
x′ 0. Apliquemos este resultado para concluir que efectivamente Pµ =

∫
T0µdx es un cuadrivector. Para

ello tomemos un cuadrivector wµ constante cualesquiera y tomemos Sν = wµT νµ. En virtud de (7.89),
∂νS

ν = wµ∂νT
ν
µ = 0. Aplicando (7.111),∫

S0dx = invariante =

∫
wµT0µdx = wµPµ, (7.118)

aśı que Pµ es un cuadrivector.

7.5. Tensor de momento angular

El grupo de Poincaré se compone de las traslaciones espacio-temporales, estudiadas en la sección 7.4
y que han dado lugar al tensor de enerǵıa-momento, y de las transformaciones de Lorentz (homogéneas),
que van a dar lugar al tensor de momento angular.

7.5.1. Transformaciones de Lorentz

Las transformaciones lineales y homogéneas generales que dejan invariantes el cuadrado de los
cuadrivectores en el espacio de Minkowski son las transformaciones de Lorentz:

x′
µ

= Λµ
νx

ν , x′
2

= x2 . (7.119)

Esto implica que la métrica gµν queda invariante en una transformación de Lorentz,

gαβ = Λµ
αgµνΛ

ν
β = Λµ

αΛ
ν
βgµν , (7.120)

ya que del cuadrado de un cuadrivector se tiene:

x′
2

= x′
µ
x′
ν
gµν = Λµ

αΛ
ν
βx

αxβgµν = xαxβgµν . (7.121)
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Seguimos la convención dada en (7.92) para la métrica gαβ.
Calculemos la inversa de Λµ

α:

gραgαβ = δρβ = gραΛµ
αΛ

ν
βgµν = (gραgµνΛ

µ
α) Λν

β , (7.122)

entonces: (
Λ−1

)ρ
ν

= gραgµνΛ
µ
α = Λν

ρ ,

Λν
ρΛν

β = δρβ . (7.123)

De forma expĺıcita:

Λ = (Λν
β) ≡


Λ0

0 Λ0
1 Λ0

2 Λ0
3

Λ1
0 Λ1

1 Λ1
2 Λ1

3

Λ2
0 Λ2

1 Λ2
2 Λ2

3

Λ3
0 Λ3

1 Λ3
2 Λ3

3

 ,

Λ−1 = (Λν
ρ) ≡


Λ0

0 −Λ1
0 −Λ2

0 −Λ3
0

−Λ0
1 Λ1

1 Λ2
1 Λ3

1

−Λ0
2 Λ1

2 Λ2
2 Λ3

2

−Λ0
3 Λ1

3 Λ2
3 Λ3

3

 .

(7.124)

De la relación fundamental (7.120), y dado que g es simétrica, se tienen 10 ecuaciones o condiciones
que han de satisfacer las matrices Λµ

α con lo que sólo 6 de sus elementos de matriz son independientes.
Aśı pues, dichas matrices se caracterizan por 6 parámetros libres continuos.

7.5.2. Clasificación de las transformaciones de Lorentz

Tenemos que:

gαβ = Λµ
αΛ

ν
βgµν ⇒ det g = (det Λ)2 det g ⇒ det Λ = ±1 . (7.125)

En ambos casos det Λ 6= 0 y Λ tiene inversa, como ya se ha demostrado también por construcción en
(7.123). El que | det Λ| = 1 implica la invariancia del elemento de volumen del espacio tetradimensional:

d4x′ =

∣∣∣∣∂x′∂x

∣∣∣∣ d4x = | det Λ|d4x = d4x . (7.126)

Las transformaciones de Lorentz con detΛ = +1 se llaman propias y aquéllas con detΛ = −1 se llaman
impropias.

De la relación básica gαβ = gµνΛ
µ
αΛ

ν
β, tomemos α = β = 0:

g00 = 1 = gµνΛ
µ
0Λ

ν
0 =

(
Λ0

0

)2 − (Λ1
0

)2 − (Λ2
0

)2 − (Λ3
0

)2 →(
Λ0

0

)2
= 1 +

(
Λ1

0

)2
+
(
Λ2

0

)2
+
(
Λ3

0

)2 ≥ 1 . (7.127)

Por lo tanto, o bien Λ0
0 ≥ 1, son las llamadas transformaciones de Lorentz ortocronas, o Λ0

0 ≤ −1, son
las llamadas transformaciones de Lorentz no-ortocronas. Si tenemos en cuenta este resultado, junto
con que detΛ = ±1, se llega a la clasificación de las transformaciones de Lorentz de la tabla 7.1.
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L↑+ L↓+ L↑− L↓−
Λ0

0 ≥ 1 ≤ −1 ≥ 1 ≤ −1
det Λ +1 +1 −1 −1

Cuadro 7.1: Clasificación de las transformaciones de Lorentz según que Λ0
0 ≥ 1 o ≤ −1 y de que

detΛ = +1 o −1. En la primera fila se indica el śımbolo que designa el subconjunto correspondiente
de transformaciones de Lorentz.

Debido a los saltos discontinuos en Λ0
0 y en det Λ, las transformaciones de Lorentz de un subconjunto

a otro de la tabla 7.1 no se pueden conectar de forma continua, variando los parámetros de que dependen
las transformaciones de Lorentz, ya que se violaŕıa continuidad. La identidad sólo está incluida en Λ↑

+,
que es el subgrupo de las aśı llamadas transformaciones propias de Lorentz ortocronas y, por tanto,
son las únicas que se pueden conectar continuamente con la identidad. El resto de subconjuntos en la
tabla 7.1 no contiene la identidad y no son, por tanto, subgrupos. Todas las interacciones conocidas
son invariantes bajo el subgrupo Λ↑

+ de transformaciones de Lorentz.
Veamos a continuación que las transformaciones de Lorentz ortocronas no cambian el signo del

tiempo para los cuadrivectores de tipo temporal,

x2 = x0 2 − ~x2 > 0 . (7.128)

Siendo la componente temporal transformada

x′
0

= Λ0
0x

0 + Λ0
1x

1 + Λ0
2x

2 + Λ0
3x

3 . (7.129)

Apliquemos la desigualdad de Schwartz al producto escalar:

(
Λ0

1x
1 + Λ0

2x
2 + Λ0

3x
3
)2 ≤ ( 3∑

k=1

Λ0
k

)2( 3∑
i=1

xi

)2

<
(
Λ0

0

)2 (
x0
)2

, (7.130)

donde hemos tenido en cuenta que de (7.128) x0 2 > ~x2 y también de (7.127) (Λ0
0)

2 >
∑

k(Λ
k
0)

2.
Aśı pues,

∣∣Λ0
0x

0
∣∣ > ∣∣∣∣∣

3∑
k=1

Λ0
kx

k

∣∣∣∣∣ . (7.131)

Teniendo pues en cuenta el resultado anterior en la expresión (7.129) para x′0 se deduce, por tanto,
que para Λ0

0 > 0, x′0 y x0 tienen el mismo signo. Análogamente podemos deducir que para Λ0
0 < 0,

x′0 y x0 tienen distinto signo.

Ejemplos de transformaciones de Lorentz

• Rotaciones:

x′
0

= x0 ,
(
x0
)2 − ~x2 = (x′

0
)2 − (~x′)

2
, ~x′ = R~x , (7.132)

con R una matriz ortonormal.
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• Boosts: Relacionan dos observadores inerciales que se mueven con una velocidad relativa ~v con
ejes de coordenadas paralelos.

~x′⊥ = ~x⊥ ,

x′‖ = γ
(
x‖ − vt

)
,

t′ = γ

(
t− ~v~x

c2

)
,

(7.133)

con γ =
√

1− v2/c2. Estas transformaciones son parte del grupo de transformaciones propias y

ortocronas de Lorentz L↑+:

Λ0
0 ≥ 1 , det Λ = +1 . (7.134)

7.5.3. Generadores infinitesimales

Consideremos las transformaciones de Lorentz (7.133) de L↑+ infinitesimales próximas a la identidad:

~x′⊥ = ~x⊥ , ~x′‖ = γ
(
~x‖ − ûvx0/c

)
, x0 = γ

(
x0 − ~v~x/c

)
,

γ =
1√

1− v2

c2

= 1 +O
(
v2/c2

)
, û =

~v

|~v|
=
~v

v
. (7.135)

Por lo tanto, hasta orden v/c inclusive,

~x′‖ = ~x‖ − ûvx0/c , x′
0

= x0 − vû~x/c→
~x′ = û (~x′û) + (~x′ − (~x′û) û) = û

(
~xû− vx0/c

)
+ (~x− (~xû) û)

= ~x− ûvx0/c = ~x− ~vx0/c ,

x′
0

= x0 − ~v~x/c . (7.136)

En forma matricial: 
x′0

x′1

x′2

x′3

 =


1 −v1 −v2 −v3

−v1 1 0 0
−v2 0 1 0
−v3 0 0 1




x0

x1

x2

x3

 (7.137)

Por tanto:

Λ = I− vkAk , (7.138)

con A1, A2 y A3 los generadores de los boosts:

(A1)
ν
µ =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , (A2)
ν
µ =


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 , (A3)
ν
µ =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 . (7.139)
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Si ~v ‖ î tenemos un boost a lo largo del eje x,
x′0

x′1

x′2

x′3

 =


coshφ1 − senhφ1 0 0
− senhφ1 coshφ1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




x0

x1

x2

x3

 . (7.140)

donde:

senhφ1 =
v√

1− v2

c2

, (7.141)

comparando con (7.133). Si hacemos consecutivamente dos de dichas transformaciones:
coshφ′1 − senhφ′1 0 0
− senhφ′1 coshφ′1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




coshφ1 − senhφ1 0 0
− senhφ1 coshφ1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



=


cosh (φ′1 + φ1) − senh (φ′1 + φ1) 0 0
− senh (φ′1 + φ1) cosh (φ′1 + φ1) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

(7.142)

y el parámetro φ es aditivo, siendo ésta la razón por la que se emplea para caracterizar los boosts
en lugar de la velocidad. No obstante a nivel infinitesimal, O (v), φ = v, y por eso para obtener los
generadores no ha sido necesario introducirlo y a primer orden tenemos de (7.138):

Λ = I− δφkAk . (7.143)

Un boost finito se obtiene sin más que aplicando sucesivamente boosts infinitesimales,

ĺım
N→∞

(I− φk

N
Ak)

N = e−φ
kAk . (7.144)

Consideremos las rotaciones (7.132) infinitesimales para las que x′0 = x0 y

~r ′ = ~r + δθ (n̂× ~r) , (7.145)

siendo n̂ el eje de giro y θ el ángulo de giro. En componentes:

r′
k

= rk + δθεklmnlrm = rk +
(
δθnl

)
εklmrm =

= rk + εklmδθlrm =
(
δkm + εklmδθl

)
rm ,

(7.146)

con δθl = δθnl. En lenguaje matricial,

R = I + δθlÃl , (Ãl)
k
m = −εlkm , (7.147)
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expĺıcitamente,

(Ã1)
ν
µ =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , (Ã2)
ν
µ =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 , (Ã3)
ν
µ =


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 .

(7.148)

Y por tanto:

Λ = I + δφlÂl . (7.149)

Para una rotación finita se tiene,

ĺım
N→∞

(I +
θlÃl
N

)N = eθ
l
eAl . (7.150)

Los boosts han dado lugar a tres generadores, y las rotaciones propias a otros tres. Dado que las
transformaciones de Lorentz vienen dadas por seis parámetros ya hemos obtenido los seis generadores
infinitesimales de L↑+. Es conveniente emplear notación covariante que agrupe tanto a rotaciones como
a boosts. Para ello definamos:

Aik = −Aik = εikjÃj , Ai0 = −A0i = Ai , i, k, j = 1, 2, 3 . (7.151)

Se comprueba expĺıcitamente que:

(Aαβ)
µ
ν = δµαgνβ − δµβgνα (7.152)

Una forma más sencilla de recordar esta ecuación es:

(Aαβ)µν = gµαgνβ − gµβgνα . (7.153)

Siendo directo comprobar que,

(Aαβ)µν = − (Aαβ)νµ , (Aαβ)µν = − (Aβα)µν . (7.154)

Empleando esta notación, tenemos que toda transformación propia y ortocrona de Lorentz infinitesimal
se puede escribir en la forma:

x′
µ

= xµ + δaσρ(Aσρ)
µ
νx

ν , (7.155)

y al ser δaσρ antisimétrico sólo hay seis parámetros independientes. Comparando expĺıcitamente con
las expresiones (7.143) y (7.149) para boosts y rotaciones, respectivamente, se deduce que:

δak0 = −δφk/2 , δa12 = δθ3/2 , δa23 = δθ1/2 , δa13 = −δθ2/2 . (7.156)
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7.5.4. Conmutadores

Calculamos a continuación los conmutadores de los generadores infinitesimales de L↑+. Éstos vienen
definidos por:

[Aαβ, Aµν ]
ξ
σ = (Aαβ)

ξ
ρ(Aµν)

ρ
σ − (Aµν)

ξ
ρ(Aαβ)

ρ
σ . (7.157)

Mediante cálculo directo se comprueba que:

[Ai, Aj] = −εijkAk ,[
Ãi, Aj

]
= −εijkAk ,[

Ãi, Ãj

]
= εijkÃk . (7.158)

7.5.5. Tensor de momento angular

Al ser seis el número de parámetros continuos que determinan una transformación de Lorentz deben
existir seis corrientes de Noether que a partir de (7.59) y (7.155) podemos escribir como:

Jναβ = −L(Aαβ)
ν
µx

µ +
∂L
∂ψA,ν

(
ψA,λ(Aαβ)

λ
µx

µ − (Aαβ)
B
AψB

)
. (7.159)

Consideremos la contribución a Jναβ debida al cambio en las coordenadas que es proporcional a

(Aαβ)
ν
µx

µ =
(
δναgβµ − δνβgαµ

)
xµ , (7.160)

y llamemos a esa contribución Lναβ,

Lναβ = −L
(
δναgβµ − δνβgαµ

)
xµ +

∂L
∂ψA,ν

ψA,λ
(
δλαgβµ − δλβgαµ

)
xµ

= −Lδναxβ + Lδνβxα +
∂L
∂ψA,ν

ψA,λ
(
δλαxβ − δλβxα

)
=

= −Lδναxβ + Lδνβxα +
∂L
∂ψA,ν

ψA,αxβ −
∂L
∂ψA,ν

ψA,βxα =

= xβT
ν
α − xαT

ν
β .

(7.161)

Y además:

Lναβ = −Lνβα , L0
αβ = T 0

αxβ − T 0
βxα . (7.162)

Para α, β, ı́ndices espaciales, dado que T 0
k es la densidad de la componente k-ésima de momento

lineal, entonces L0
ij tiene la estructura de una densidad de momento angular orbital.

Además de Lναβ se tiene la contribución debido al esṕın intŕınseco del campo y que en (7.159) es
proporcional a (Aαβ)

B
A y que designamos por Sναβ:

Sναβ = − ∂L
∂ψA,ν

(Aαβ)
B
AψB , (7.163)

Sναβ = −Sνβα .
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Esta fuente de momento angular es de naturaleza intŕınseca al propio campo, como el esṕın del electrón.
Este hecho no se observa en f́ısica clásica con part́ıculas pero śı con campos.

• Campo escalar: (Aαβ)
B
A = 0 → Sναβ = 0 .

• Campo vectorial: (Aαβ)
B
AψB → (Aαβ)µ

νψν , etc.

También tenemos campos espinoriales, con esṕın semientero, pero que no veremos aqúı.
La invariancia bajo las transformaciones de Lorentz implica la ecuación de continuidad:

∂

∂xν
(Lναβ + Sναβ) = 0 . (7.164)

Calculemos por separado la divergencia de las corrientes de momento angular orbital,

∂

∂xν
Lναβ =

∂

∂xν
[
xβT να − xαT νβ

]
=

= δβνT
να − δαν T

νβ = T βα − Tαβ ,
(7.165)

aśı, sólo cuando el tensor canónico de enerǵıa-momento sea simétrico Lναβ satisface la ecuación de
continuidad. Ya hemos visto que para el campo escalar Sναβ = 0, con lo que (7.165), junto con la
conservación del momento angular total, muestra que el tensor canónico de enerǵıa y momento de un
campo escalar es simétrico. Vimos un ejemplo de este resultado en (7.99). Otro importante resultado
se sigue sustituyendo (7.165) en (7.164),

Tαβ − Tβα =
∂Sναβ
∂xν

. (7.166)

Este resultado muestra que en general el tensor de enerǵıa-momento no es simétrico para un esṕın
arbitrario. No obstante, siempre le podemos sumar a Tαβ la divergencia de un tensor antisimétrico:

T νµ → T νµ +
∂

∂xα
fµ[να] , (7.167)

y convertirlo en simétrico sin modificar el valor de las cargas de Noether, como ya vimos en la sección
7.4. El corchete en fµ[να] indica que el par de ı́ndices que encierra es antisimétrico. El tensor simétrico
resultante se le llama entonces el tensor métrico de enerǵıa-momento. Veamos haciendo uso de (7.166)
que

fµ[να] = −1

2

(
(Aνα)BAψB

∂L
∂ψA,µ

− (Aνµ)BAψB
∂L
∂ψA,α

+ (Aαµ)BAψB
∂L
∂ψA,ν

)
, (7.168)

es adecuado. El tensor (7.168) es obviamente antisimétrico bajo el intercambio de los ı́ndices ν ↔ α
como se requiere. Teniendo en cuenta (7.166) tenemos:

T̃ νµ = T νµ +
∂fµ[να]

∂xα
=

1

2
(T νµ + T µν) +

1

2

[
∂Sµνα

∂xα
− Sναµ

∂xα

]
. (7.169)

Desarrollando los dos sumandos del término entre corchetes del lado de la derecha de la ecuación
anterior, teniendo en cuenta la expresión expĺıcita de Sναβ a partir de (7.163), es directo comprobar
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que la contribución entre corchetes es simétrica bajo el intercambio de ν ↔ µ. Dado que el primer
sumando es expĺıcitamente simétrico se sigue que T̃ νµ es simétrico y, por tanto, un tensor métrico de
enerǵıa-momento.

Las integrales:

Lαβ =

∫
dxL0

βα , Sαβ =

∫
dxS0

αβ , (7.170)

son tensores de rango dos, como se puede demostrar de forma análoga a la demostración en relación
con la figura 7.3, y se conocen, respectivamente, como el tensor de momento angular orbital y el tensor
de momento angular intŕınseco o esṕın del campo.

Lαβ = −Lβα , Sαβ = −Sβα ,
d

dt
(Lαβ + Sαβ) = 0 , (7.171)

dado que la suma de los tensores de momento angular orbital e intŕınseco satisfacen la ecuación de
continuidad (7.164). Al ser antisimétricos es conveniente agrupar las componentes espaciales de los
tensores de momento angular en trivectores,

Li =
1

2
εiklLkl , vector de momento angular orbital,

Si =
1

2
εiklSkl , vector de esṕın, (7.172)

siendo Ji = Li + Si las componentes cartesianas del vector de momento angular total y que son
constantes de movimiento.

7.6. Simetŕıas internas

Con el nombre de simetŕıas internas nos referimos a transformaciones de simetŕıa para las que las
variables espacio temporales quedan invariantes y, por tanto, (Axi )

α = 0. Estas simetŕıas juegan un
papel indispensable en las teoŕıas actuales de las interacciones fundamentales (electrodébiles y fuertes).

A modo de ejemplo consideremos de nuevo la densidad Lagrangiana de un campo escalar de masa
m:

L(φ,
∂φ

∂x
) = ~2∂µφ∂

µφ∗ −m2c2φφ∗ , (7.173)

pero en este caso el campo φ(x) es complejo y no real como en (7.97). Recordemos que ∂0 = ∂/∂ct.
Considérese la transformación

φ→ φ′ = eiαφ , x′ = x , (7.174)

se tiene:

L(φ′,
∂φ′

∂x′
) = ~2∂µφ

′∂µφ∗ −m2c2φ′φ′
∗

= ~2∂µφ∂
µ∂φ∗ −m2c2φφ∗ = L(φ,

∂φ

∂x
) , (7.175)
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luego ∆S = 0 y se trata de una simetŕıa. Por otra parte de (7.174),

(Axi )
ν = 0 ,

δφ = iδαφ→ Aψφ = iφ , δφ∗ = −iδαφ∗ → Aψφ∗ = −iφ∗ . (7.176)

La correspondiente corriente de Noether (7.59) viene entonces dada por:

Jν = − ∂L
∂ψB,ν

(
Aψ
)
B

= − ∂L
∂φ,ν

iφ+
∂L
∂φ∗,ν

iφ∗

= −~2 (∂νφ∗) iφ+ ~2(∂νφ)iφ∗ = i~2 (φ∗∂νφ− φ∂νφ∗) . (7.177)

La carga conservada de Noether es,

Q = i~2

∫
dx
(
φ∗∂0φ− φ∂0φ∗

)
. (7.178)

Tal que Qe es proporcional a la densidad de carga eléctrica del campo. El factor de proporcionalidad
se puede fijar estudiando la expresión anterior en el espacio de momentos, es decir, mediante el empleo
de la transformada de Fourier del campo φ(x) de modo similar a como se hizo en el ejemplo del campo
escalar real de masa m. Nótese que si φ(x) fuese real entonces Q = 0. El trivector corriente es,

~J = −i~2
(
φ∗~∇φ− φ~∇φ∗

)
, (7.179)

cuyo flujo a través de una superficie cerrada es la variación temporal de la carga encerrada en dicha
superficie.

Una generalización de la transformación (7.174) es cuando α pasa a ser una función de x, es decir,
se tiene α = α(x). Veamos que esta transformación no es una simetŕıa para la densidad Lagrangiana
(7.173).

L(φ′,
∂φ′

∂x
) = ~2(∂µ + i

∂α(x)

∂xµ
)φ(x)(∂µ − i

∂α(x)

∂xµ
)φ(x)−m2c2φφ∗ 6= L(φ,

∂φ

∂x
) +

∂λβ

∂xβ
. (7.180)

Sin embargo, si consideramos la densidad Lagrangiana,

L(φ,
∂φ

∂x
,Aµ) = ~2(∂µ − iAµ)φ(∂µ + iAµ)φ

∗ −m2c2φφ∗ , (7.181)

donde se ha añadido el campo vectorial y real Aµ(x), entonces la transformación:

x′ = x , φ′(x) = eiα(x)φ(x) , A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µα(x) , (7.182)

śı que es una simetŕıa de la densidad Lagrangiana (7.181) como se comprueba de forma directa.
A nivel general, las transformaciones continuas de los campos para las que los parámetros que fijan

dichas transformaciones dependan de x se denominan transformaciones de gauge. Por otra parte, los
campos vectoriales que se introducen para imponer que la densidad Lagrangiana sea invariante bajo
una transformación gauge se denominan campos de gauge. En el ejemplo que estamos considerando
la transformación (7.182) es un simple cambio de fase local del campo φ(x) y el campo vectorial de
gauge Aµ representa el campo electromagnético. Para el caso de las interacciones fuertes se tienen
ocho campos gauge y cuatro para las interacciones electrodébiles.
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7.7. Formulación Hamiltoniana

Comencemos de nuevo considerando el simple ejemplo de la cadena en la forma de anillo tomado
en la sección (7.1).

Planteemos el formalismo Hamiltoniano para el sistema de N part́ıculas y luego tomemos el ĺımite
N →∞. Las coordenadas y momentos vienen dados por:

qi = ui , pi =
∂L

∂u̇i
, H(p, q) =

N∑
i=1

piq̇i − L , (7.183)

con las ecuaciones de Hamilton,

q̇i =
∂H

∂qi
, ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, . . . , N . (7.184)

A partir del Lagrangiano (7.3) se tiene,

pi =
∂

∂u̇i

N∑
j=1

1

2
mu̇2

j = a
∂

∂u̇i

N∑
j=1

1

2
ρu̇2

j = aρu̇i
N→∞−→ dx

∂L
∂ (∂u/∂t)

, dx = a , (7.185)

con L dada en (7.33). Por lo tanto,

pi = dxρ
∂u

∂t
≡ dp(x) = dx π(x) , (7.186)

donde π =
∂L
∂u̇

es la densidad de momento canónico. Para el Hamiltoniano se tiene en el ĺımite de

sistema continuo,

H =
N∑
i=1

piq̇i − L→
∫
dxπ

∂u

∂t
−
∫
dxL =

∫
dx

[
π
∂u

∂t
− L

]
. (7.187)

Y la densidad Hamiltoniana H viene dada por:

H = π
∂u

∂t
− L . (7.188)

Como
∂u

∂t
=

1

ρ
π fácilmente podemos eliminar la derivada temporal de u en la densidad Hamiltoniana

resultando,

H =
1

ρ
π2(x)− 1

2
ρ

(
π

ρ

)2

+
1

2
ε

(
∂u

∂x

)2

=
1

2

π2(x)

ρ
+
ε

2

(
∂u

∂x

)2

. (7.189)

No hay dependencia en u sino sólo en π y ∂u/∂x.
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7.7.1. Generalización. Ecuaciones canónicas

Para obtener las ecuaciones canónicas planteamos el problema general de realizar una transformación
de Legendre tal y como se hizo en la dinámica de un sistema de part́ıculas.

Sea la densidad Lagrangiana L = L
(
x;ψA,

∂ψA
∂t

,∇ψA
)

, y consideremos la transformación,

ψA,
∂ψA
∂t

,∇ψA → ψA, πA,∇ψA . (7.190)

La densidad de momento canónico viene dada por:

πA =
∂L
(
x;ψA,

∂ψA

∂t
,∇ψA

)
∂ψA,t

, (7.191)

y de aqúı se puede expresar ψA,t como función de πA, ψA,∇ψA. Para que esta transformación sea
posible, el Hessiano:

det

(
∂2L

∂ψA,t∂ψB,t

)
6= 0 . (7.192)

Entonces:

H (x;ψA, πA,∇ψA) =

f∑
B=1

πB
∂ψB
∂t

− L̂ (x;ψA, πA,∇ψA) , (7.193)

que de hecho coincide con T 00 dada en (7.90). Obsérvese que la densidad Lagrangiana ha variado de
argumentos y de ah́ı que se haya incluido el gorro sobre L. El Hamiltoniano viene dado entonces por:

H =

∫
dxH (x;ψA, πA,∇ψA) . (7.194)

Hallemos ahora las ecuaciones canónicas a través de la variación de las densidades de los momentos y
la variación de las componentes del campo. En ambos casos la variación se anula sobre la frontera δR.
Tenemos:

• πA → πA + δπA ,

δH =

∫
dx

{∑
B

∂ψB
∂t

δπB +
∑
B,C

πB
∂ψB,t
∂πC

δπC −
∑
B,C

∂L
∂ψB,t

∂ψB,t
∂πC

δπC

}
. (7.195)

Los términos segundo y tercero del lado de la derecha se cancelan mutuamente dada la definición
de densidad de momento canónico (7.191). Entonces,

δH

δπA
=
∂ψA
∂t

(7.196)

que es el primer conjunto de ecuaciones canónicas.
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• ψA → ψ + δψA ,

δH =

∫
dx
{
πB
∂ψB,t
∂ψC

δψC + πB
∂ψB,t
∂ψC,k

δψC,k −
∂L
∂ψC

δψC

− ∂L
∂ψB,t

∂ψB,t
∂ψC

− ∂L
∂ψB,t

∂ψB,t
∂ψC,k

δψC,k −
∂L
∂ψC,k

δψC,k

}
. (7.197)

En la expresión anterior hemos empleado el convenio de suma sobre ı́ndices repetidos que man-
tendremos a lo largo de este caṕıtulo. A partir de (7.191) se deduce de forma directa que los
términos primero y cuarto, por una parte, y el segundo y el quinto, por otra, se cancelan en
parejas. Aśı,

δH =

∫
dx

{
− ∂L
∂ψC

δψC −
∂L
∂ψC,k

δψC,k

}
= (7.198)

= −
∫
dx

{
∂L
∂ψC

− ∂

∂xk

(
∂L
∂ψC,k

)}
δψC , (7.199)

donde se ha eliminado la integral de superficie tras integrar por partes. De este modo,

δH

δψC
= − ∂L

∂ψC
+

∂

∂xk

(
∂L
∂ψC,k

)
. (7.200)

Si tenemos en cuenta las ecuaciones de Euler-Lagrange,

∂L
∂ψC

=
∂πC
∂t

+
∂

∂xk

(
∂L
∂ψC,k

)
⇒ ∂L

∂ψC
− ∂

∂xk

(
∂L
∂ψC,k

)
=
∂πC
∂t

. (7.201)

Introduciendo este resultado (7.200) se deduce que,

δH

δψC
= −∂πC

∂t
(7.202)

que es el segundo conjunto de ecuaciones canónicas.
Vemos la gran analoǵıa entre (7.196) y (7.202) con las ecuaciones canónicas en mecánica de un

sistema de part́ıculas, intercambiando derivadas parciales del Hamiltoniano por derivadas funcionales.
Mientras que las ecuaciones de Lagrange son ecuaciones diferenciales de segundo orden tanto en t

como en ~x, las ecuaciones canónicas son de primer orden en t, aśı que su número se dobla. El tiempo
juega por tanto un papel privilegiado en la dinámica Hamiltoniana, mientras que en la mecánica La-
grangiana se trata de forma análoga que a las coordenadas espaciales, lo cual hace que la generalización
relativista de la mecánica Lagrangiana expuesta en la sección 7.2 sea directa. Sin embargo, el proceso
de cuantización canónica en mecánica cuántica para campos, que exige de la identificación de variables
canónicamente conjugadas, se realiza dentro de la formulación Hamiltoniana.

Ejemplo
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En el ejemplo anterior de la cadena lineal en forma de anillo, la densidad Hamiltoniana está dada en
(7.189), con lo que el Hamiltoniano viene dado por:

H =

∫
dx

{
1

2ρ
π2(x) +

ε

2

(
∂u

∂x

)2
}

. (7.203)

Aśı las ecuaciones canónicas (7.196) y (7.202) son,

δH

δπ
=
∂H
∂π

=
1

ρ
π =

∂u

∂t
,
δH

δu
= −ε∂

2u

∂x2
= −∂π

∂t
. (7.204)

Reexpresando π = ρ
∂u

∂t
queda:

ρ
∂2u

∂t2
− ε

∂2u

∂x2
= 0

7.8. Dependencia temporal de las variables dinámicas

Sea F un funcional de ψA y πA,

F =

∫
dxF (ψA, πA,∇ψA, ~x, t) . (7.205)

Queremos averiguar su evolución temporal. Su derivada temporal viene dada por:

dF

dt
=

∫
dx
∂F
∂t

+

∫
dx

{
δF

δψB

∂ψB
∂t

+
δF

δπB

∂πB
∂t

}
=

∫
dx
∂F
∂t

+

∫
dx

{
δF

δψB

δH

δπB
− δF

δπB

δH

ψB

}
=

∫
dx
∂F
∂t

+ [F,H] ,

(7.206)

dF

dt
= [F,H] +

∫
dx
∂F
∂t

(7.207)

Donde [F,H] es el paréntesis de Poisson de F y H. La expresión anterior es la generalización del
resultado (3.49) de la mecánica discreta al caso continuo. Para cualquier par de variables dinámicas R
y S del tipo (7.205) su paréntesis de Poisson se define como:

[R,S] =

∫
dx

{
δR

δψA

δS

δπA
− δR

δπA

δS

δψA

}
. (7.208)

Calculemos los paréntesis de Poisson fundamentales a tiempos iguales:[
ψA
(
x0, ~y

)
, ψB

(
x0, ~z

)]
,
[
πA
(
x0, ~y

)
, πB

(
x0, ~z

)]
,
[
ψA
(
x0, ~y

)
, πB

(
x0, ~z

)]
. (7.209)
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Dado que,

ψA
(
x0, ~y

)
=

∫
dx3δ(3) (~x− ~y)ψA

(
x0, ~x

)
,

πA
(
x0, ~z

)
=

∫
dx3δ(3) (~x− ~z)πA

(
x0, ~x

)
.

(7.210)

Es directo comprobar:

δψA (~y)

δψC (~w)
= δACδ

(3) (~w − ~y) ,
δψA (~y)

δπC
= 0 , (7.211)

δπB (~z)

δψC (~w)
= 0 ,

δπB (~z)

δπC (~w)
= δBCδ

(3) (~w − ~z) . (7.212)

Por tanto los paréntesis de Poisson fundamentales serán:[
ψA
(
x0, ~y

)
, πB

(
x0, ~z

)]
=

∫
δACδ

(3) (~x− ~y) δBCδ
(3) (~w − ~z) d3w =

= δABδ
(3) (~y − ~z) .

(7.213)

En lugar de una delta de Kronecker tenemos una delta de Dirac para los ı́ndices continuos. Análogamente
se puede demostrar: [

ψA
(
x0, ~y

)
, ψB

(
x0, ~z

)]
=
[
πA
(
x0, ~y

)
, πB

(
x0, ~z

)]
= 0 (7.214)

Es directo comprobar que los paréntesis de Poisson (7.208) son lineales, antisimétricos, verifican la
propiedad asociativa y la identidad de Jacobi.

Ejemplo

Consideremos de nuevo el ejemplo de la cadena lineal de la sección 7.1. Sea,

F = ρ
∂u

∂t

∂u

∂x
= π

∂u

∂x
, (7.215)

teniendo en cuenta la expresión para la densidad de momento canónico (7.186). Su evolución dinámica
(7.207) es:

dF

dt
= [F,H] , (7.216)

dado que F no depende expĺıcitamente de t. Puesto que:

δF

δπ
=
∂u

∂x
,
δF

δu
= −∂π

∂x
,

δH

δπ
=

1

ρ
π,

δH

δu
= −ε∂

2u

∂x2
,

(7.217)
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se sigue de (7.208) que,

[F,H] =

∫ {
−∂π
∂x

1

ρ
π +

∂u

∂x
ε
∂2u

∂x2

}
dx =

=

∫
dx

1

2

∂

∂x

{
−1

ρ
π2 + ε

(
∂u

∂x

)2
}

= 0 ,

(7.218)

la última integral es nula ya que el sistema es periódico en x con peŕıodo 2πR. Aśı, F es una constante
de movimiento. De hecho F no es más que la carga de Noether Q de (7.75) dividida por R, con lo
que hemos demostrado expĺıcitamente que en efecto es una constante de movimiento.

Se deja como ejercicio para el lector demostrar de forma expĺıcita la relación:

[R,ST ] = [R,S]T + S [R, T ] , (7.219)

con R, S funcionales del tipo (7.205).
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