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Capitulo 1

Dinamica Newtoniana y ecuaciones de
Lagrange

1.1. Mecanica de una particula

1.1.1. Momento lineal y fuerza

El momento lineal p, viene definido por:

F=mi, v="— . (1.1)

F=— (1.2)

F se debe a la interaccién de la particula con otras particulas y campos, p.e., interaccién gravitatoria,
electromagnética, etc. La expresidn anterior se conoce como segunda ley de Newton.
Tomando m constante:

- d*r

Es una ecuacién diferencial de segundo orden y, por tanto, para determinar 7"(t) se necesitan conocer

7(0), 7(0). Asi el estado de una particula viene

determinado una vez se conozcan 7y 7, en un tiempo t, ya que haciendo uso de las ecuaciones de
movimiento queda fijada su evolucién temporal.
Muchos resultados importantes se expresan en Mecdnica como leyes de conservacién:

Conservacion del momento lineal de una particula

Si la fuerza total que actiia sobre una particula es cero, F = 0, entonces, segin (1.2), ﬁ =0y
P es una constante de movimiento.
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Figura 1.1: Momento angular de una particula respecto a un punto O.

1.1.2. Momento angular

El momento angular de una particula respecto de un punto (depende del punto O que se tome),

viene dado por:

L=7xp, (1.4)
véase figura (1.1). B
Y el momento de una fuerza I respecto a dicho punto:
N=7xF. (1.5)
Observemos que como consecuencia de (1.2):
%:j—ﬁxﬁ+77x2—fzfxﬁ:]\7. (1.6)

CONSERVACION DEL MOMENTO ANGULAR DE UNA PARTICULA

Si el momento de la fuerza total es cero, N = 0, entonces L es una constante de movimiento.

1.1.3. Energia

El trabajo entre dos puntos, 1y 2, de una fuerza F es:
2 —
Wis :/ Fds . (1.7)
1

Luego:
—» d—»2
ng—/ —ds—/ m—ﬁdt m/ Ldt (v%—vf). (1.8)

Si definimos T' = %mv2 como la Energia Cinética, tenemos:

W12 = T2 — T1 . (19)
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Figura 1.2: El trabajo de una fuerza conservativa sobre una trayectoria cerrada es nulo.

Si el trabajo entre dos puntos W5 realizado por el campo de fuerzas no depende del camino seguido, el
campo de fuerzas se dice que es conservativo.l Alternativamente, puesto que en este caso el trabajo
realizado por la fuerza a lo largo de una trayectoria cerrada es nulo, véase la figura (1.2), se tiene:

ffwgz/kﬁxﬁmﬁzo, (1.10)
por el teorema de Stokes, y recordando que:
VxF=0=F=-VV(). (1.11)

Donde V(7)) es la energia potencial. Siempre podemos afiadir a V'(7') una constante y la fuerza derivada
de él, no cambia. Por lo tanto, el nivel de energia cero de V (r) es arbitrario. De hecho cuando
introdujimos la energia cinética también lo hicimos a partir de una diferencia entre energias cinéticas.
Esto es:

2
ngzTg—le—/ VVds=V, — Vs . (1.12)
1

Luego:
Ty +Va=Ty+Vs. (1.13)

TEOREMA DE CONSERVACION DE LA ENERGIA

Si las fuerzas que actian sobre una particula son conservativas, entonces la energia total £ =T +V/,
se conserva (constante de movimiento).

Ahora bien si la fuerza aplicada sobre una particula se deriva de un potencial dependiente ademas
del tiempo, entonces el trabajo entre dos puntos:

2
Wu:—/q§%ﬁ. (1.14)
1

No es el cambio total del potencial V(7,t), entre los puntos 1 y 2, debido al intervalo de tiempo
transcurrido. Por tanto, el trabajo no es la diferencia total de V. Asi aunque podamos definir una
energia total, 7'+ V/, ésta no se conserva.

1Se habla de campo de fuerzas dado que se supone que en cada punto del espacio opera una fuerza dependiente
de punto sobre la particula.
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1.2. Mecanica de un sistema de particulas

1.2.1. Momento lineal, fuerzas externas e internas

Es muy util distinguir entre fuerzas externas al sistema de particulas, y que actdan sobre cada una
de ellas, y fuerzas internas (p.e. la fuerza que la particula i sufre debido a la presencia de todas las
demds particulas del sistema). De esta forma':

5= F9+ Y Fy (1.15)

donde Fj; es la fuerza sobre la particula 7 ejercida por la particula j.
La posicion centro de masas del sistema viene dada por:

5 _Smi S
cm .
i i M

(1.16)

Entonces:

4R c
MW:Z dt? ZF< +Z s (1.17)

7
J#Z

siendo el dltimo término una suma que se cancela a pares puesto que suponemos que se verifica la ley
débil de accién y reaccién Fj; = —F;; (tercera ley de Newton en sentido débil). Luego:

dt2 Z F

El centro de masas se mueve, por tanto, sujeto a las fuerzas externas del sistema. Fijémonos ademas
que,

(1.18)

dR d (22,75 dr;
P — M Zmzdt j Zmz sz ptotal . (119)

CONSERVACION DEL MOMENTO LINEAL DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

Si la fuerza externa total es cero, el momento lineal total del sistema se conserva.

ISe sobreentiende, mientras no se explicite lo contrario, que las sumas se extienden sobre todas las particulas.
De la misma forma, se explicitara cuando se realice el uso del convenio de suma de Einstein.
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1.2.2. Momento angular

Analicemos el momento angular total del sistema de particulas. Este viene dado por:
L=Y 7xp. (1.20)
%

Hallemos la variacion respecto del tiempo:

%zZﬁXﬁi:ZﬁxﬁfWZﬁxﬁj. (1.21)
i ) 1,J
i

Considerando el dltimo término como una suma de pares:
T X By + 75 X By = (5 = 75) < Fyj (1.22)

Si las fuerzas internas, ademas de cumplir la tercera ley de Newton en su sentido débil, tal y como hemos
supuesto, cumplen que caen a lo largo del vector posicién relativo, 7; —;, entonces, (7; —7;) X F;; = 0.
Esta suposicién es la tercera ley de Newton o ley de accién y reacciéon en sentido fuerte. Por lo tanto:

dL - .
— =NO=3 7 x F (1.23)

CONSERVACION DEL MOMENTO ANGULAR TOTAL

L es una constante de movimiento si el momento total de las fuerzas externas es cero (supone la
ley de accidén y reaccién en su version fuerte).

Cuando no se cumple la tercera ley de Newton y estamos hablando de sistemas de particulas aislados,
sobre los que no actian agentes externos al sistema, siempre es posible encontrar una generalizacién
depy L que si que se conservan mediante el empleo del teorema de Noether, ver seccidén 2.5.

Es dtil separar el momento angular en las contribuciones del momento angular del centro de masas
y el relativo al centro de masas. Para ello, sea L el momento angular del sistema respecto a un punto

O:
E:Zrixﬁi.

Los vectores 7 y ¥; los podemos expresar como,

7 =1+ R con r'; relativo al centro de masas,

- . dR - dr (1.24)
v =v;+V conV:Eyv’i: ;t ,

10
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—

L= (rli+ R) x my(v; + V) =

7
= E T/Z' X miv’i + E mﬂ“’i xV + R x E mﬂ)/i + E R x sz

7
—_—— ——
=0 V/=0
Luego:
L= RxP + > vixyp, (1.25)
Momento del CM i
respecto a O —

Momento del movimiento
alrededor del CM

1.2.3. Energia

Al igual que en el caso de una particula, podemos analizar el trabajo para nuestro sistema de
particulas:

Wiy :Z/jﬁidgzz/jﬁé@>@+2/ﬁﬁ;jdgz
% ) b
2. 1.7&] d
=Y [ miid =y i -
i Y1 i

1
Lo 9 Lo
= ; (ﬁmivi)z - z@: <§mivi>1 . (1.26)
Y definiendo la energia cinética del sistema como 7" = Z 2m;v?, tenemos:
W12 - T2 - T1 5 (127)

como en el caso de una sola particula. Utilizando la descomposicién de las coordenadas y velocidades
dada en (1.24), tenemos:

L 1 L
T = Z m;(v'; +V)? = Z (V2 V2420,V =

2
f—MV2 Zmlvﬂ—i—VvaZ .

W

Relativo al
prop|o CI\/I

V/
Luego:
T = —Mv2 + Zmz 2 (1.28)

Mov. del CM
Mov. relativo al CM

11
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Supongamos ahora que todas las fuerzas son derivables de un potencial:

2
2
Z/Fﬁds: = —Z/ ViVds; . =— |3 Vi (1.29)
i i Y1 i 1
Ademas:
Fiy = =ViVi(Iri = 751) = VVi (I — rjl) = —Fji
por otra parte, también se cumple,
Nl _ =7 e e o VOV e
87?; i L= Vi Vi(Ir = 75)) = o, 87"ij'rij = ViVi(I7s = 750) -
(1.30)

Asi las fuerzas internas derivadas de un potencial V;;(|r; — 7;|) cumplen la tercera ley de accién y
reaccion en todas sus formas. Teniendo en cuenta que,

2 2
—/ (Vi‘/;jdgi + VjVjidgj) = —/ ViVi;(ds; — ds;) =
1 2 2 1 (1.31)
= —/ Vi Vijdrij = —/ Vi Vijdri -
1 1
Luego el trabajo realizado por las fuerzas internas vendra dado por:
2 1 2
S [ Fuasi= =53 [ Guvir, (1.32)
ij 71 ig U1
i i

El factor 1/2 proviene de sumar (1.31) sobre i y sobre j, con lo que cada par se suma dos veces. El
trabajo total, Wi,, sera:

2
1
1 i 1

Y ademas definimos
1
V:E VH—EE'VM, (1.34)
l 1’7J
i#£]

como la energia potencial total. El segundo sumando representa la energia potencial interna. Por lo
tanto, de (1.27) y (1.33) tenemos:

We=T-Ti=V(1)- V@) =T +V(1) =T+ V() =E. (1.35)

12
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CONSERVACION DE LA ENERGIA TOTAL

Si las fuerzas son conservativas, tenemos conservacion de la Energia total.

Hemos definido la energia potencial interna como:

1
5 > Vi (1.36)
,J
i#]
En el sélido rigido, tenemos |7;;| = constante, y, por tanto, los dr;; son perpendiculares a los 7;;, luego

serdn perpendiculares a las fuerzas Fj;. Asi las fuerzas internas no hacen trabajo, por lo que la energia
potencial interna se mantiene constante. En general, las fuerzas internas si realizan trabajo.

1.3. Ligaduras

Desde un punto de vista macroscépico existen ligaduras que restringen los valores posibles de las
coordenadas de las particulas del sistema o las relaciones entre ellas. Asi, ademas de tener en cuenta
las ecuaciones de Newton:

mﬂ?z = F:@'(e) + ZEJ ) (1-37)
i

hay que tener en cuenta las ligaduras.
Estas se suelen clasificar en:

1. Holonémicas: f;(7,7s,...,7y,t) =0, 1 = 1,2,..., K. Es decir, las ligaduras se pueden
expresar como K < 3N ecuaciones que sélo involucran el tiempo y las coordenadas de las
particulas.

Ejemplo: (75 — 7)* — ¢f; = 0, sélido rigido.
2. No holonémicas : El resto.

Ejemplo: 72 — a? > 0, movimiento sobre o fuera de una esfera.

Un subgrupo a considerar es el de las ligaduras semiholondmicas, que son relaciones del tipo:
f[(T’l,?"g,...,TN;Tl,TQ,...,TN,t) =0 ) I = 1,2,...,K .

Menos importante es la clasificacidn de si las ligaduras dependen del tiempo. Si dependen del tiempo
hablamos de ligaduras reénomas y si no dependen del tiempo de ligaduras esclerénomas. Aqui trata-
remos las ligaduras holonémicas y cuando introduzcamos el principio de Hamilton trataremos también
las semiholonémicas.

Coordenadas generalizadas. Son un conjunto cualesquiera de magnitudes que definen la posicién
de un sistema. Sus derivadas respecto del tiempo se llaman wvelocidades generalizadas.

13
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El estado de un sistema viene determinado por el conocimiento de las coordenadas generalizadas
y de sus velocidades generalizadas. Conociendo éstas y mediante las ecuaciones de movimiento, junto
con las ligaduras, se fija la evolucién temporal.

El nimero minimo necesario de magnitudes que fijan univocamente la posicién de un sistema es el
numero de grados de libertad.

Cuando hay ligaduras no holonémicas el nimero de grados de libertad del movimiento finito suele
ser mayor que el niimero de grados de libertad del movimiento infinitesimal. Pensemos por ejemplo en
las ligaduras semiholondmicas, en ellas el movimiento infinitesimal viene restringido directamente por
las ecuaciones que definen las ligaduras y estas serdn no integrables. Si fuesen integrables las ligaduras
pasarian a ser puramente holonémicas.

El problema de la presencia de ligaduras holonomicas se soluciona mediante una adecuada eleccién
de coordenadas generalizadas de forma que las ligaduras se satisfagan automaticamente.

Matematicamente, designando por ¢, las coordenadas generalizadas, tenemos:

Qo = Gu(T1,. .., TN, 1) , a=1,...,3N |
7 =7Ti(q,...,¢3n,t) i=1,...,N,

(1.38)
det % #0
or; ’
Con las K ligaduras independientes:
fr(P, v t)=0,1=1,... K. (1.39)
Tenemos:
n=3N—-K, An+1 :qn+f(f17"'7fK) )
On+1 (1.40)
det 0.
of |7
Al cumplirse las ligaduras:
K
/_H . .
Gni1 = Gnr1(0,0,...,0) = constante de movimiento. (1.41)
“Sélo” hemos de determinar la evolucién temporal de las n coordenadas generalizadas ¢, ..., ¢q,. En

lo que sigue supondremos que éste es el caso, y que nuestras coordenadas generalizadas son ¢,, con
a=1,...,n.

En fisica microscépica las fuerzas son elementales y se pretende conocerlas jtodas!. Asi que el
concepto de ligadura no suele jugar un papel importante y, cuando al no conocerse todas las fuerzas o
para simplificar los calculos en fisica microscépica se introducen ligaduras, en la mayoria de los casos se
trata de ligaduras holondmicas. Téngase en cuenta que las ligaduras, en ultima instancia, representan
fuerzas a priori desconocidas y sélo después de resolver el problema se pueden determinar.

14
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1.4. El principio de D’Alembert y las ecuaciones de La-
grange

Desplazamiento virtual infinitesimal: 675, i = 1,..., N. Se define como el cambio en la configura-
cién del sistema debido a desplazamientos infinitesimales de las coordenadas, d7;, consistentes con las
fuerzas y ligaduras del sistema en un instante dado t. Es decir, el tiempo permanece fijado en estos
desplazamientos virtuales.

Los desplazamientos reales, los denotamos por dr; y no son instantaneos, sino que ocurren en un
tiempo dt, durante el cual todo evoluciona.

Sistema en equilibrio estdtico: F, = 0. Por tanto:

> Fioi=0. (1.42)

— —

F, = Fi(a) + ﬁ, ﬁi(a) fuerza conocida, aplicada, (1.43)
f: fuerza debida a la ligadura, .

ST EYer+ Y for=0. (1.44)
Ahora realizamos la suposicion fundamental:

> i =0. (1.45)

Esto sucede cuando f; = S, Ai(t)Vifr (las fuerzas de ligadura son perpendiculares a la superficie
donde queda restringido el movimiento de la particula dentro del espacio R*”, p.e. en el sélido rigido),

ya que,
D fioF =) M(OVifioF =Y " A(t)difr =0 (1.46)
i i1 i,I

No sucede asi cuando tenemos rozamiento de desplazamiento (fenémeno macroscépico) pero si que
es cierto en el caso de rozamiento por rodadura dado que instantaneamente el punto de contacto con
la superficie estd en reposo, por tanto 67 = 0 para ese punto, y el trabajo es pues nulo.? Ademas el
trabajo sobre los desplazamientos virtuales de la fuerza normal a una superficie que varia con el tiempo

2En problemas propios de estética las fuerzas aplicadas incluyen todas las fuerzas ejercidas sobre el sistema
debidas a agentes externos, esto es, ademds de fuerzas conocidas o fundamentales, tanto interiores como exteriores
al sistema, incluyen las fuerzas normales a superficies y los rozamientos (tangenciales a dichas superficies). Las f;
representan entonces fuerzas interiores del sistema no conocidas, tipicamente se trata de las fuerzas que mantienen
cohesionado a un sistema no deformable, que como sabemos no realizan trabajo en un desplazamiento virtual del
sistema.
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es cero (ya que instantdnemante la fuerza es perpendicular a la superficie), pero no seria nulo el trabajo

en un desplazamiento real. Vedmoslo. Sea la superficie descrita por g(Z,t) =0, y F = aag tenemos:
x

W = /ﬁdf: /aa—gdf: —/%dt , puesto que,

g .. 99 1.47
dg axd + 5 dt =0 , (1.47)

dg dg

Ga:d 8tdt

En definitiva, de (1.44) y (1.45), tenemos que la condicién de equilibrio es:

Z F’i(a)éﬁ- = 0 — Principio de los trabajos virtuales. (1.48)
i
Dado que las 7; estdn relacionadas por las ligaduras no podemos igualar sin mas iﬁi(“) = 0!. Hay que
hacer uso de las coordenadas generalizadas, que como estamos en el caso holondmico estan libres de
ligaduras y son independientes.
También queremos ir mas alld e incluir dindmica, o sea, evolucién temporal. Teniendo en cuenta la
segunda ley de Newton,

—

Fy=p; =F;—p; =0

> (F = pi)or =Y (" = 5)ori + ) fiori =0 (1.49)

i i
El dltimo sumando es nulo por hipdtesis. Esto nos lleva a:

Z(ﬁi(“) _ @.)5771. =0 — Principio de D'Alembert. (1.50)

i
Es importante recalcar sobre la expresidon anterior que,
1. No aparecen las fuerzas de ligadura.
2. Tenemos una ecuacién dindmica.

Empleando coordenadas generalizadas, obtenemos que:

—~(a) ¢ - ~(a a_;
;FJ )57, = ZZF( >aga6qa - ;aqa@a .

Donde:

(a an
Qu=> F )8% , (1.51)

i
es la fuerza generalizada. Como dq, no tendrd, en general, dimensiones de longitud, tampoco @,
tendrd dimensiones de fuerza en general y puede ser, por ejemplo, un torque asociado a un angulo.
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Por otra parte,

7,
i S
9qa ¢

;b — = — :b a
§ Pi0T; = E mT;0T; = E m;r;
i i i,

(1.52)
Analicemos la suma en :
Zi:miﬁg—z = Z {% (miﬁg—Z) — mﬁ%?—ﬂ . (1.53)
Observemos que:
iion, =2 (W30, 1) o -
-2 (qﬂ;qﬂl) 0~ (Z qﬂgjf; ?%) = Ga o (59
7 = zﬁ:%g; %1;; gg; — g;; (1.55)

Combinando (1.54) y (1.55) en (1.53), tenemos:

LOF | d [ . oF . OF,
;mﬂ"ia—qa = Z [% (mﬂ"za—q_a> mln—]

- 0¢a

Llevando los anteriores resultados a (1.50) tenemos:

d oT oT
Son | (G5~ o0,) ~%) =0

(1.57)
Y dado que los d¢, son arbitrarios:

d (0T oT
— — —_— — . 1-
dt ( 4q ) 9qa Qo ( 58)

Que son n ecuaciones de segundo orden y, por lo tanto, tenemos 2n constantes de integracién. Nece-
sitamos conocer, por ejemplo, ¢,(0) y ¢, (0).

Si las fuerzas se derivan de un potencial, (atin cuando sea dependiente del tiempo),

F_:i = _ﬁzv(Fb FQ? 3) FN? t)

(1.59)
17



Mecdnica Tedrica José A. Oller

Tenemos que:

Qo= _F ori_ —Zﬁv@ _ v (1.60)

Luego, a partir de (1.58) se llega a que,

d (0T T oV
— — =— . 1.61
i (52) 50 = o0 (1-61)
Dado que V' no depende de las velocidades generalizadas (lo hemos supuesto):
d (0T -V) oT —-V)
— — =0, L=T-V 1.62
it ( 94 ) 54n ’ ’ (1.62)
donde L es el Lagrangiano del sistema vy verifica:
d (0L oL
— | =) —-—=—=0 1.63
dt (8%) 0qa (1.63)
que son las ecuaciones de Lagrange.
dF(q,t)

El Lagrangiano no es dnico. Asi L' = L + , nos permite obtener las mismas ecuaciones de

o dt
movimiento que L:

Z qg+

1i£_10_F_Z PE L PE
dt 0. dt_dt(?qa_ )

0 dF Z . 02F
0q, dt 8qa0q5 Oqoﬁt
Asi:
d 0 dF 0 dF

dt 0, dt gy di

En un ejercicio de clase veremos que es también condicién necesaria para obtener las mismas ecua-
ciones. Hagamoslo aqui para una sola variable.

Consideremos:
d (OL oL
E <—> A(q q, Q7t> )

aq 8q
d (oL'\ oL
%(8—(])—8—(] N(4,q,q,t) .
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Como las ecuaciones de movimiento son las mismas, tenemos que:

A=N—->A-AN=0

Por tanto:
P b
— —
dol-1) o@-1) _
dt  9q oqg
doy o) o

desarrollando,

82¢d+ oy . o O

521" ge00! T 950t g~ °

Esto es vélido como relacién funcional para cualesquiera G, ¢, g, y como v = (4, q,t), no depende
de ¢, entonces:

6%
g 0

Y = qF(q,t) +G(q,t1) .

Introduciendo ¢ en (1.64), tenemos:

OF oF _ OF _0G _
Yo "ot Yo g

or oG _,
ot 0Oq ’
9®(q,1) 0(q,1)
F p— f—
dq ' G ot

Es dtil, para andlisis posteriores, expresar la energia cinética del sistema en coordenadas generaliza-

19



Mecdnica Tedrica José A. Oller

das. Para ello:
2
1 ory . 0
T = Z ~Mm,;V; —Z—mz< a—qa—l—E) =
or; or; . . or; or; or; .
Xi: 5" [Z 8¢ 0gp P+ (815) T Z aqaq“]

(1.65)
:;%ml (an) Z 87‘2 an, Z ZSZ?—S;MF
—MO+ZMaqa+ zﬁ:Ma,@QaQB

Donde:

- ()
M, Z %ZZ gﬁ : (1.66)
= 525

Si la transformacién de cartesianas a coordenadas generalizadas no depende explicitamente del
tiempo, entonces My =0y M, = 0. Por lo tanto,

1 .
= 5 Z MaﬂQaQﬁ (167)
076

1.5. Potenciales electromagnéticos y funcién de disipacion
de Rayleight

1.5.1. Potenciales electromagnéticos

Habiamos obtenido (1.58),

a oy _or_,
dt \04a) 0qo

ou d [oU
Qo = o + p (8_%> ) (1.68)

Si tomamos:
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podemos definir el Lagrangiano L =T — U, donde U es un potencial generalizado dependiente de la
velocidad. Por ejemplo, en electromagnetismo, tenemos la fuerza de Lorentz:

F o= q(E+Ux§), (1.69)
. . A LS
E = —w—%—t  B=VxA (1.70)

Veamos que la fuerza de Lorentz se puede obtener del potencial generalizado:
U =q(¢ — Av) | (1.71)

que da lugar al Lagrangiano,

1 —
L:T—UzémUQ—(m—l—qAU.

Tomemos la coordenada z, andlogamente se realiza para el resto de coordenadas cartesianas,

oL

ox
dOL _ . 0A. 0A, 0, 0A,
at o Tor PTG, Y T g, =T
oL _ 06 0A, 04, 0A.
or q(?x q@xx qaxy qaxz'

Por tanto:
0A 0A 0A 0A,

L I SIS Y
00 A 0A, DA,
qax qax q@my q@xz

_ B —quxy'—quxz'—i—quyy'—l—quzz'
’ dy 0z ox Oox
—E+ai <8Ay B 8Ax) bz (8AZ B (9Ax)

e T4\ "5, oy Ox 0z )~

Teniendo en cuenta que,

o=\ . .y . (0A, 0A, . (0A, O0A,
(UXB)m_yBZ_ZBy_y(%_8y)_2(32_0x)'

mxqua:+Q<17><§> ZQ<E1+<17XB'> ) )

Por lo tanto,

en acuerdo con la fuerza de Lorentz.
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1.5.2. Funcién de disipaciéon de Rayleight

En general podemos escribir las ecuaciones de Lagrange como:

d (oL _QE_Q
dt \04a) 0qa "

(1.72)
donde @), representa las fuerzas que no se pueden obtener de un potencial. Por ejemplo, fuerzas disipa-

tivas o de rozamiento (fenémeno macroscépico). En muchas ocasiones estas fuerzas son proporcionales
a la velocidad de la particula:

Fro = —kav, . (1.73)
Se pueden obtener de:

1
F = 3 Z (/{;mvfx + /{:yv?y + k’zvfz)

]

(1.74)

Que es la llamada funcién de disipacion de Rayleight. Los coeficientes k,, k, y k. son en general de
posicién y tiempo, esto es, k,(7,t), k,(7,t) y k,(7,t). Es directo comprobar que,

oF
Fpin =— 1.
friz avix ’ ( 75)
~ Or; OF Or; OF 0v; oF
_ Fe. 2t — = _ = ——. 1.
o= i, = B0, w0 o .
Por lo que las ecuaciones de Lagrange quedan en la forma:
d (0L oL  OF
- — =0. 1.
i (5) o0 o7 0
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Capitulo 2

Simetrias y Teoremas de Conservacion 1.
Mecanica Lagrangiana

2.1. Principio de Hamilton

Sea un sistema de coordenadas generalizadas ¢1, o, ..., ¢, (suponemos, si las hubiere, ligaduras
holonémicas). Cada punto de coordenadas (¢, .. ., q,) fija la posicién del sistema univocamente en un
espacio de n-dimensiones que llamamos espacio de configuracion o g—espacio.

El Principio de Hamilton afirma que todo sistema viene caracterizado por una funcién de estado

L(q17QQ7"'7QH7q.17Q27"'7Qn7t) )

el Lagrangiano del sistema (mds brevemente, L (q,q,t)), tal que el movimiento del sistema cumple:

2)

e Ent=t;, t =ty ocupa posiciones dadas ¢V, ¢(?, respectivamente.

e El sistema se mueve tal que el funcional,

to
S= / Liqdt)dt . (2.1)
t

1

que llamamos accidn, es un extremo para la trayectoria real del sistema, ver figura 2.1.

Por otra parte, L no contiene derivadas superiores a la primera ya que el estado del sistema viene
definido por q y ¢.
Sea dq(t) la variacion del camino infinitesimal respecto a la trayectoria real del sistema, tal que

23



Mecdnica Tedrica José A. Oller

q(ty) = ¢V

g—espacio

Figura 2.1: La trayectoria real de sistema se indica mediante la linea continua. La linea discontinua

indica una trayectoria préxima a la anterior.

dq (t1) = dq (t2) =0,

f2 oL oL _. b2 oL oL d
(SS—/t1 Z{a—qa(sqa—i‘a—q,a(sqa}dt—/tl {a—qa5qa+ a—qaaé‘qa }dt—
o ——

integracién
por partes

— 4o |,
2 d 0L> oL }
= — | =—)—=—70q.dt=0.
\/t; a {dt (8(]04 8qOé
En la expresién anterior hemos tenido en cuenta que ddq,(t)/dt = d4,. Dado que los dq,(t) son
arbitrarios (ligaduras holonémicas),

a (oY oL _
dt \04o ) Oqn

Que son las ecuaciones de Lagrange. Como vemos, relaciona aceleraciones, velocidades y coordenadas.

Son ecuaciones de movimiento.
Estas ecuaciones son de segundo orden y necesitamos 2n constantes arbitrarias, que pueden deter-

minarse conociendo, por ejemplo, los valores iniciales de las coordenadas y sus derivadas.
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Si tenemos dos sistemas A y B, aislados, no interactuantes, no hay relacién entre las coordenadas
generalizadas de ambos sistemas. Con lo cual podemos tomar como Lagrangiano del sistema global,

L=L,+Lg, (2.2)

que es la propiedad aditiva del Lagrangiano. Al no interactuar entre si los dos sistemas,

dqpay  Odp(a)

0,

de este modo se recuperan las ecuaciones de Lagrange para cada sistema independientemente. A la
propiedad aditiva del Lagrangiano se le puede conferir un significado fisico sin mas que admitiendo que
dado un sistema cerrado compuesto de dos subsistemas A y B que se alejan, en el limite de separacion
infinita las interacciones mutuas desaparecen y el Lagrangiano del sistema global ha de tender a (2.2),

lme:LA+LB s (23)

fijando a cero en este limite a la posible derivada total respecto del tiempo que se puede afadir a (2.2).

El Lagrangiano de un sistema estd indeterminado por la adicién de la derivada total respecto al
tiempo de una funcién de punto f(q,1):

df(qt)

L'(G,q.t) = L(d.q.t
(4,q,t) (4,q,t) + o

Los Lagrangianos L' y L, conducen a las mismas ecuaciones de movimiento. A partir de la accién:

to to t2
S’:/ dtL’(q,q,t):/ dtL(q,q,t)+/ dtm

t1 t1 t1 dt

=S+ f(q®,t2) — f(g™M 1) .

Si S =0 = 65" = 0 para la misma trayectoria extremal.

2.2. Principio de Relatividad de Galileo

Un sistema de referencia inercial es aquel en el que una particula libre (que no interactde con ningtn
otro sistema, y que esté infinitamente lejana de cualquier otra particula) mantiene un movimiento libre
uniforme.

Dado un sistema de referencia inercial, hay infinitos sistemas de referencia inerciales que se mueven
a velocidad relativa V entre si (en ellos se sigue cumpliendo la ley de inercia).

Una transformacion de Galileo, viene dada por las expresiones,

Fl=r+Vt,
t'=t.
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El principio de relatividad de Galileo afirma que las leyes de la mecdnica son invariantes bajo una
transformacién de Galileo. Es decir, debemos obtener las mismas ecuaciones de movimiento, como
relaciones funcionales entre coordenadas, velocidades y aceleraciones, utilizando tanto L(, 7, t) como
L(v',7 ' t), donde el segundo Lagrangiano se obtiene sustituyendo en L directamente las variables
originales por las transformadas.! Por lo tanto, L(v,7,t) y L(¢'(¥),7'(7),t) difieren como mucho en
una derivada total respecto del tiempo de una funcién de punto. Como consecuencia, si 7(t) es una
solucién de las ecuaciones de movimiento entonces 7/(t) = 7(t) + V't es una nueva solucién de las
ecuaciones de movimiento.

En los sistemas de referencia inerciales el espacio es homogéneo (no depende de punto) e isétropo
(todas las direcciones son equivalentes). Ademas, el tiempo es homogéneo. Si eso no fuese asi, una
particula no mantendria su estado de movimiento estacionario, y por lo demds arbitrario, de forma
indefinida.

2.3. Lagrangiano de una particula libre

En un sistema de referencia inercial, L no puede depender de punto (7) ni de ¢. Tampoco puede
depender de ¥, ya que el espacio es isétropo (p.e. términos como ¥, con 7i dado, quedan excluidos ya
que no hay tal 77, no hay direcciones privilegiadas). Por tanto, L = L(v?). Hagamos una transformacién
de Galileo infinitesimal:

7= Pt
t'=t

L(v?) = L(v* + 260+ &%) =

oL
2 - 2
= L(v )—l—wZve—i-(’)(e )=
dF
=L(v*)+— .
(%) +—
Asi tenemos,
oL ___ dF(r,t) OF Sy oF
—2We=—7—"F=—T+ — .
ov? dt or ot
Dado que v es arbitraria y 0F /0t es independiente de ¥, se sigue que,
oL or
—26—— =0
02" oF ’
OF(T,t)
AL 0 2.5
at Y ( )

'En un sistema cerrado, dada una transformacién genérica de las coordenadas ¢/, = ¢/, (gg, ), el Lagrangiano
en las nuevas coordenadas viene dado por L'(¢',q',t) = L(¢(d',4q,t),q(¢’,t),t), puesto que L es un escalar. Di-
df (¢',t)

cha transformacién serd una simetria si L'(¢’,q¢',t) = L(¢',q',t) + . Es decir, el Lagrangiano transformado

es el Lagrangiano original sustituyendo directamente las variables originales por las nuevas coordenadas, salvo,
posiblemente, la adicién de una derivada total respecto del tiempo de una funcién de punto.
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y no hay dependencia temporal explicita, asi que F' = F(7'). Tomemos € = (¢, 0,0),

O, . _OF L OF  oF
’UIGJC—axe Uy az

Ov? dy

v, .

Como en la ultima ecuacién el término de la derecha sélo depende de posiciones y el de la izquierda
sélo depende de velocidad, se sigue que:

L) constante
= a = constante.
ov?
Luego:
L = av?
Obtenemos por tanto la ley de inercia:
doL 0L 0
dtov  o0r

N — —
2av = 0 = U = const.

Comprobamos a continuacién la invariancia de las ecuaciones de movimiento bajo una transformacién
de Galileo finita (tengamos en cuenta que una transformacién de Galileo finita se puede obtener a partir
de la aplicacién sucesiva de transformaciones de Galileo infinitesimales):

L(?) = av? = a(0+ V)? = av® + aV? + 2a0V

= av® + E(aVQt + 2a7V) . (2.6)
Haciendo a = m/2, tenemos que L = mu? (m es la masa de la particula). Si se impone que la accién
a lo largo de la trayectoria real no sélo corresponda con un extremo sino que sea minima, se llega a
que m debe ser positiva puesto que v? es positivo.?
El Lagrangiano para un sistema de particulas no interactuantes, en virtud de la aditividad de los
Lagrangianos, lo podemos tomar como:

1
Z imavg : (2.7)

a

Es de destacar que dado que las ecuaciones de movimiento quedan invariantes si se multiplica el
Lagrangiano por una constante arbitraria no nula, el concepto de masa sélo adquiere significado real
a partir de la propiedad aditiva del Lagrangiano (2.3). Asi, los cocientes entre las masas presentes
en (2.7), que tienen significado fisico independientemente de la unidad de masa adoptada, quedan
invariantes bajo la transformacién anterior.

2Si m fuese negativa no habria minimo.
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2.4. Lagrangiano de un sistema de particulas
Consideremos primero un sistema cerrado, donde las particulas interactian entre si pero no con

otras ajenas al sistema. No hay dependencia temporal explicita y describimos las interacciones entre
las particulas afiadiendo una cierta funcién de las coordenadas al Lagrangiano libre (2.7),

[

-~

]' — — — —
L= Zimivﬂ—‘/(rl,m,...,m\;z. (2.8)

\ , Energia potencial
Energia cinética
El que V sélo depende de punto hace que cualquier variacién en una de las coordenadas repercuta en
el movimiento del resto de las particulas instantaneamente. Es decir, hay una propagacién instantanea
de las interacciones. De hecho, si éstas se propagasen a velocidad finita dependeria del sistema de
referencia inercial en contra del principio de Galileo. Notemos que para que el Lagrangiano anterior sea
invariante bajo una transformacién de Galileo se requiere que V' sea funcidn de las posiciones relativas
entre las particulas, 7j; =7 —7; con i, 5 =1,..., N.
El Lagrangiano anterior vemos que también es invariante por los cambios: t — t +t' yt — —t
(reversibilidad de los movimientos de un sistema cerrado en mecanica clasica).
Las leyes de Newton se obtienen a partir del Lagrangiano anterior:

doL oL _
dtov,  oF,
an vV (29)
T Tem

Por otra parte, si la transformacién de coordenadas cartesianas a generalizadas no depende explicita-
mente del tiempo, sabemos a partir de (1.65) que:

L=} Zﬁj Mos(@)iuds — V(a) - (2.10)

Cuando una particula interacta con un campo externo, V' depende del tiempo. Consideremos ahora
un sistema A no cerrado, en interaccién con otro sistema B, que realiza en el tiempo un movimiento
conocido ¢p(t). A partir de (2.2) tenemos que:

L =Tx(qa,4a) + Tr(g5(t),4(t)s) — Ulqa, q5(t))
La=Ta(qa,q4a) — Ul(qa, qB(1))

Ya que T5(qp(t), p(t)) es una funcién conocida de tiempo que se puede poner como la derivada total
de su integral. Esto no ocurre para la energia potencial debido a su dependencia en ¢4.

2.5. Teorema de Noether

Sea la transformacién en el espacio de configuracién:

Qo — o = (h(€)q)a - (2.11)
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Donde h(e;) es un operador M M (M espacio de configuracién), que depende continuamente de
p parametros ¢; € R, i = 1,2,...,p. Decimos que h es una simetria si deja invariante las ecuaciones
de movimiento. Consideramos a continuacién transformaciones infinitesimales, y mantenemos hasta
primer orden en los pardmetros ¢; = de;. Tomamos el convenio de que para ¢; = 0 la transformacién
es la identidad y designamos por 6L = L(¢', ¢/, t) — L(q, 4, t).

Casos:
1. 0L=0.
0qa
(h<€z)q)a qa + ; (a—el(]> dEZ
OL (Oh OL [ Oh .
5L—;|:8—qa (aq > 8_(6€iq)Q:| de;
S () () ]
dt@qa de.) " Oqndi \o") |
oh
B Z dt [aqa <8_€z )a]dei =0
oL ([ 0h i =1,2,...,pctes.
* O (3_€zq> ~ de movimiento (2.12)
2. 5L:@7 OF = F,de; .
dt

Es claro, por el anterior desarrollo, que:

d5F dF;
oL = dt dt [Z 0o (66z ) ]dei N Edei

Luego la constante de movimiento sera:

oL [ Oh ,
Zaqa (661‘(])&_E7 2_1727"'7]9

En general dado un sistema mecdnico con n grados de libertad, éste contiene 2n constantes de inte-
gracién y, por tanto, tendremos 2n constantes de movimiento. En un sistema cerrado siempre podemos
reescribir dichas constantes de movimiento tal que una de ellas sea simplemente un cambio de origen

en el tiempo:

¢ =qi(t,c1, ¢, .. Chy) — @ = qi(t +to,¢1,C2, ..., Con1)
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con tg = to() y ¢; = ¢;(c’). De este modo, realmente tendremos 2n — 1 constantes de movimiento no
triviales.

Ejemplo.- El movimiento parabdlico:

U
a::x0+xot+§gt =

. 1
= $0+{L‘0(t+t0 —to) + Eg(t+t0 —t0)2 =

. . 1 1
=z + @o(t + to) — Toto + §g(t +t0)? + §gt3 — gto(t + to) =

) 1 ) 1
= 2o — Zoto + §gt(2) + (£o — gto)(t + to) + 5g(t + tg)?

Aparentemente tenemos mas constantes de integracién, sin embargo hay que recordar que t; es
arbitrario y puedo ser empleado en lugar de una de las constantes de integracién. Por ejemplo podemos
elegir:

1.t =22

g
En este caso tenemos:

1
= 29 — gl2 + §g2t8 + §g(t +t0)? .

2. O también, xy — Tty + %gt% = (', siendo C' una constante, en funcién de la cual expresar .

De especial interés son aquellas magnitudes conservadas que son aditivas (su valor es la suma de los
valores en los subsistemas cuando éstos no interactdian). Asi, si cada uno de estos sistemas o cuerpos
interactian durante un cierto intervalo de tiempo, podemos inferir conclusiones sobre el estado de los
sistemas durante y después de la interaccidn, ya que dichas magnitudes conservan durante el tiempo
su valor inicial, cuando los sistemas no interactuaban.

2.6. Teorema de conservacion de la Energia

Resulta de la homogeneidad del tiempo en un sistema cerrado. El Lagrangiano no depende explici-
tamente de t:

oL

E_O'
Luego:
AL _Nm 0Ly 0L m 0L, 0L, d (oL
&t~ 204, T A= 9g, 1 T 2 0g, T 2wt 9. T dr \ &= 94
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De aqui se sigue que:

A la cantidad:

oL

le lamamos energia del sistema.

La energia también se conserva para sistemas sometidos a la accién de fuerzas externas que no
dependan explicitamente del tiempo (es la dnica propiedad verdaderamente utilizada en la derivacién
anterior).

Los sistemas mecdnicos cuya energia se conserva se llaman conservativos. Veamos que nuestra
definicién anterior de energia coincide con la que teniamos antes, £ =T + V/, ver (1.35).

L=1T(q,q) - V(g ,

E:Za—L — _Z qa—T+V—2T T+V=T+V.

Ya que:

= 2 3" Mupiads
a,p

aT
0 ZMagqaqg = 2T,

ilustracién del teorema de Euler de las funciones homogéneas. En este caso, T es una funcién homogénea
de las velocidades generalizadas de grado 2.
En coordenadas cartesianas:

1 - = —
E = Zémzvf + V(7,7 .., TN) -

2.7. fmpetu

De la homogeneidad del espacio se sigue que el Lagrangiano de un sistema cerrado es invariante
bajo un desplazamiento global € de todo el sistema. Esto es:
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Hasta primer orden en €,
oL d OL
0L=0= 51— — =€y ————=0
Z o T Lo, {i: dt or;
Dado que € es arbitrario, se sigue que,
— =cte.=p. (2.14)

i

En el caso de particulas que no interactuan:
1 —
L = g §mivi2—>p: E m;v; .
i i

La forma de p es independiente de si el sistema es libre o interactuante para Lagrangianos del tipo
(2.8). Puede ser que incluso ante la presencia de un campo de fuerzas exterior alguna o algunas de
las componentes del momento lineal total se conserven, son aquellas asociadas a desplazamientos a lo
largo de direcciones bajo las cuales los campos externos son invariantes.

En coordenadas generalizadas llamamos a

oL

oy = —— 2.15
Pa = 5 (2.15)
impetus generalizados, y las derivadas del Lagrangiano con respecto a las coordenadas generalizadas:
oL

«a==, 2.16

Q=5 (2.16)

se denominan fuerzas generalizadas. De esta forma las ecuaciones de Lagrange pueden expresarse como:
a = Qa . (217)

Es interesante observar que a partir de (2.14), y aplicando las ecuaciones de Lagrangre, tenemos:

- oV d OL
ZE:_Z or; Zdtar (2.18)

Es decir que la suma de las fuerzas que acttan sobre todas las particulas en un sistema cerrado es nula.
Particularizando (2.18) al caso de dos particulas, obtenemos la ley de accién y reaccién (tercera ley de
Newton).

Si descomponemos el movimiento en una parte relativa al centro de masas y otra propia de éste,
tenemos:

7= 7' +V
luego,
- P .MU

DMy > im
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2.8. Momento angular

La conservacion del momento angular o cinético se infiere de la isotropia del espacio, que hace que
para un sistema cerrado el Lagrangiano del mismo sea invariante bajo una rotacién alrededor de un eje
dado ya que no hay direcciones privilegiadas. Considerando una rotacién infinitesimal de angulo d¢ y
eje de giro n, tenemos el siguiente cambio en las coordenadas y velocidades de las particulas a primer
orden en §¢,

57 = 8¢ X 7, 00 = 66 X T, |, (2.20)

donde 55 = nd¢. Ademas tenemos que:

SL=0=)" (g—éaﬁ + g—ééﬁi) =Y (@5&» +ﬁi5@-)

i .

S [ (5 7) 5 (56 )] =055 (7 < 7k ) =0
Es decir:

d - —
— D Fxp) =0=L=> 7 xp=cte. (2.21)
dt - -
Que es la ley de conservacién del momento angular o cinético, para sistemas cerrados. Aunque el
sistema no esté aislado, siempre que las fuerzas externas al sistema sean simétricas respecto a una
cierta direccién, los desarrollos anteriores conducen a que la componente del momento angular a lo
largo de dicha direccidn se conserva. Téngase en cuenta que las manipulaciones llevadas a cabo en ésta
y en la seccién anterior, una vez empleadas las ecuaciones de movimiento de Lagrange en coordenadas
cartesianas, sélo son validas ante la ausencia de ligaduras. No obstante, ante la presencia de ligaduras
holonémicas para sistemas cerrados siempre es posible definir un momento lineal y angular invariante
empleando el formalismo del teorema de Noether (2.12) y aplicandolo a traslaciones y rotaciones,
respectivamente, si las ligaduras son a su vez invariantes, en orden, bajo traslaciones y rotaciones.

2.9. Transformaciones de escala

La multiplicacién por una constante de la funcién de Lagrange no afecta a las ecuaciones de movi-
miento y esto, a su vez, da Iugar a importantes consecuencias.
Sea V' una funcién homogénea de las coordenadas de grado k, y a una constante cualquiera:

V(ar,...,arfy) = " V(7. .. Fx) . (2.22)
Una transformacién de escala vendrd dada por:

— — -/
ri — Qr; =1T;

gy (2.23)
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Por tanto:
d_; d—;/ 2
=g Tl == gh= T — T (2.24)
2

L(F 0 =T = V' = T = bV = oL, (2.25)

si y sélo si:

Oé2

E = ak = 6 = alik/Z , (226)

y entonces la transformacién de escala es una simetria.

El cambio en las coordenadas por un factor de escala da lugar a trayectorias geométricamente
equivalentes. Asi pues, si la energia potencial es una funcién homogénea de las coordenadas, dada una
solucién a las ecuaciones de movimiento, dichas ecuaciones de movimiento admiten otras (infinitas)
geométricamente equivalentes. De (2.26) los tiempos del movimiento entre puntos correspondientes de
las trayectorias estaran en la relacién:

t =/ (2.27)

siendo I'/l el cociente entre las dimensiones lineales de las dos trayectorias.
Igual que los tiempos, las relaciones para las velocidades, las energia y los momentos angulares seran:

o' o= EYE='/0F, L'/L=@"/)" (2.28)
Analicemos algunos ejemplos.

e Pequeias oscilaciones, k = 2.

t'/t=1
El periodo no depende de las oscilaciones.
e Campo de fuerzas homogéneo, F = ct—et, V= —ﬁf, k=1.

t/t =1L,

Los cuadrados de los tiempos de caida de un cuerpo en el campo de gravedad terrestre dependen,
en proporcién directa, de la altura inicial de caida de dichos cuerpos.

e Campo Newtoniano o Coulombiano, k = —1.

= (")) .

El cuadrado del periodo de revolucidn es proporcional a los cubos de las dimensiones lineales de
las drbitas (tercera ley de Kepler).
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TEOREMA DEL VIRIAL

Si el movimiento del sistema tiene lugar en una regién limitada del espacio, hay una relacién entre
la energia cinética y la potencial cuando la dltima es una funcién homogénea de las coordenadas. A
esta relacion se le llama teorema del virial.

En un sistema cerrado, hemos visto que 7" es un funcién homogénea cuadratica de las velocidades:

7
El valor medio de una funcién cualquiera del tiempo f(t) se define como:

f = lim 1 Tf(t)dt

T—00 T 0

F
Si f=—,y F(t) no toma valores infinitos:
- F F(r)—F
f:lim— d—dt h’mM:O.
oo T Jo dt T—00 T

Apliquemos este resultado para calcular el valor medio en el tiempo de (2.29). Suponiendo que el
movimiento estd acotado y las velocidades son finitas, el término Ziﬁiﬁ es finito, y, por tanto, el valor

: Vv
medio del primer sumando de (2.29) se anula. De este resultado y sustituyendo p; por —37 " (2.29)
T
tenemos:?
2T = ﬂ-a—Y =kV
3 (97“2-
ya que al ser V' una funcién de homogénea de grado k, tenemos
ov
P ’ 873 ( )
Por lo tanto,
— = = k= — k\ —
E:E:T+V:§V+V:(1+§)V. (2.31)
Se sigue pues:
— 2
V= T3 2E ,
. (2.32)
T=—F
k+2

Algunos ejemplos:

3Por tanto, suponemos a partir de este paso la ausencia de ligaduras.
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e Pequeiias oscilaciones, k = 2,

T=V=E)2.
e Interaccidon Newtoniana o Coulombiana, k = —1,
E=-T.

2.10. El problema de tres cuerpos: solucién de Lagrange

El problema de tres cuerpos se puede resolver de forma elemental y cerrada si se supone que el
triangulo formado por los tres cuerpos celestes siempre permanece semejante a si mismo.
Mostraremos en este caso que:

1. El plano que incluye los tres puntos masivos queda fijo en el espacio.

2. La resultante de las fuerzas Newtonianas sobre cada uno de los tres puntos pasa a través de su
centro de masa comun.

3. El tridngulo formado por ellos es equilatero.

4. Los tres cuerpos describen cdnicas semejantes unas a las otras con el centro de masa comun en
uno de los focos.

Sin pérdida de generalidad tomamos el centro de masa (CM), O, en reposo. Sea S el plano que pasa
a través de los tres puntos P;, P y P3 (masas my, mo y mg, respectivamente) y, por tanto, también
incluye el CM, O. El plano S rota alrededor de O, que es fijo. Esta rotacién tendrd, en general, una
componente a lo largo de la normal a S a través de O.

Consideremos un sistema de referencia fijo en S desde el que observamos el movimiento de los
puntos Py, k = 1,2,3. El sistema O fijo en S es no inercial, ya que respecto al espacio rota con una
velocidad angular &. Si llamamos v}, a la velocidad observada en S desde O y wj, a aquella observada
por el observador inercial, tenemos:

_)k = 17k: + @ X _)k , (233)
ya que durante el intervalo dt el sistema S rota respecto del sistema inercial. Del mismo modo en un
intervalo de tiempo dt tendremos,

donde el segundo y cuarto sumandos tienen en cuenta la variacién en los vectores v}, y 77, referidos al
sistema de referencia en S, debido a la rotacién del mismo. Con ello, la aceleracién desde el sistema
de referencia inercial en funcidén de las observaciones del sistema de referencia no inercial en .S viene
dada por,

dw, dv, dod I

— = — 4+ — X T+ 20 XU OX (0 X 1) =— 2.35
= b XTI X G+ (& x ) e (2.35)
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donde en la dltima igualdad hemos aplicado la segunda ley de Newton, vélida en el sistema de referencia
inercial, con F}, la resultante de las fuerzas Newtonianas sobre la particula k. Por otra parte,

W X (J)xfk):J)(Q-Fk)—Fk(ﬁ-&):Cu’(JJ-Fk)—wQFk. (2.36)
Luego:
E.  dv, -
Th Tk S X 20 X T+ B (@ T — W (2.37)
mi dt
Por ejemplo:
F Gmy 7 — 7 Gms 75— 7
my |7”1—7“2| ‘T2—7’1| ‘T3—7’1| |7‘3—7”1|

Fijamos el sistema de coordenadas cartesianas en S, con origen en O, con los ejes = e y arbitrariamente
orientados en el plano S. En O, el eje z es perpendicular a S. La componente w3 queda determinada
—

tal que la direccién de uno de los vectores O Py, esté fijada en S. Como hemos supuesto que el tridngulo
—_—

P, P, P5 se ha de mantener semejante ello implica que la direccién de cualquiera de los otros dos vectores
% .. - -

O P, tiene también direccién fija en S. Podemos entonces escribir:

Fk = )\(t) (ak, bk, 0) s (239)

en S, y donde ay, by, son las coordenadas iniciales de P en algtin tiempo dado. El factor A(t) determina
el cambio en las longitudes de los vectores,

Uk = /\<t)(ak7 bk,O) )
d < (2.40)
— = by, 0) .
dt (aka k> )
En S, ﬁk tiene una componente z nula, y componentes = e y inversamente proporcionales a A\?. En
forma abreviada:
Ey. 1

e = e Lo M 0) (2.41)

La componente z de las ecuaciones de movimiento (2.35) viene dada por:

2\ (wib, — waay) + Aws (apwy + brws) + A (Wb — Weag) =0

<—2).\(U2 + )\Wgu)l — /\Ldg) ar + (2).\(4)1 + )\wng + /\(.U1> bk =0, (242)
f(t) g(t)
donde fy g no dependen de a; y b,. La expresidn anterior se puede reescribir como,
& = —b—k . (2.43)
g(t) a
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Sin embargo, puesto que los puntos son no colineales se sigue que f = g = 0, puesto que de lo
contrario la pendiente seria la misma para las rectas que unen los puntos materiales con O vy serian por
tanto colineales. De este modo,

2}\0)1 = —)\(a}3u)2 + wl) s

. (2.44)
2)\(,()2 = )\(wgwl - WQ) .
Multiplicando por w; y wo, y luego sumando:
2A(WF + wi) = —A(Wiwr + Waws) |
2)\ . w’lwl + (Dzu)g (245)
A wi4ws
Con lo que obtenemos, resolviendo la ecuacién diferencial anterior:
1
2log A = —=log(wi +w3) + B,
2 (2.46)
C 2 2
Analicemos a continuacién las componentes z, y de las ecuaciones de movimiento (2.35):
;\ak — 2w3}\bk — w3>\bk + wl/\(wlak + WQbk)
L
— Aay(wf +wf +wi) = 55
by + 2wsAay, + wshay, + wol(wray + waby)—
M,
Agrupando factores:
A — A(w? + W 2w + A(w b= 2
{ — (w2+w3)}ak—{ w3 + (wg—wlwg)} vl
| ) e (2.47)
{2ng + Mwywy + w'g)} ar, + {A — AMw? + w§)} b = )\—; :

con k=1,2,3. Asi los {...} satisfacen tres ecuaciones lineales con coeficientes constantes y por tanto
deben ser constantes (si el determinante se anulase los vectores serian colineales). Se sigue entonces

que la diferencia del primer y cuarto paréntesis y del segundo y tercero, serdn constantes divididas por
A2,

, A B
Wy — Wy = ﬁ, 2(4}1(.02 = E s (248)
o} equivalentemente,
) A+iB
(wy % iwy)? = S (2.49)
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El médulo al cuadrado viene dado por,
wi+w; =vVA2+ B2/N°, D=+A2+ B2, (2.50)
Comparando esto con (2.46) tenemos,

A= % = cte. (2.51)

A no ser que tanto C' como D se anulen.? De acuerdo con (2.48), A = cte. harfa que w; y wy fueran
constantes, luego a partir de (2.44), ws tendria que ser cero o bien w; = wy = 0. Siwg = 0, y
como ws es constante en cualquier caso, por una eleccién adecuada de coordenadas x, iy podriamos
incluso hacer wy = 0. Pero entonces, de (2.47), obtendriamos que L; = 0. En ese caso los tres puntos
serian colineales, en contradicciéon con nuestra hipdtesis. Por lo tanto sélo queda la posibilidad de que
wi; =wy =0y asi C =D =0. Esto prueba nuestra primera afirmacién: el plano S gira segiin ws (eje
normal a si mismo) y se mantiene fijo en el espacio.

Como los puntos respecto de S sélo se contraen o dilatan, no contribuye este movimiento a la
velocidad areolar, es decir, al médulo de la tercera componente del momento angular del movimiento
de los tres puntos respecto de O segln el sistema de referencia inercial. Asi, sélo hay contribucién
debido al movimiento de rotacién de S a la tercera componente del momento angular que se conserva
al ser un sistema cerrado:

cte. = ws ka|Fk|2 = w3\’ ka(ai +b2) .
k k

Entonces podemos escribir:

Mws =7, 7 =cte. (2.52)
De lo que sigue:

22w + A5 =0 . (2.53)

De este resultado, y recordando que w; = wy = 0, las ecuaciones (2.47) se simplifican notablemente,

2
C Y LM,

M- L =ZF=_2 2.54
A Qe bk ( )

: Ly 1 :

En particular, — = —, por lo que para F} tenemos:

ay by
L =,m

‘7“1 X Fl‘ = Tl \alMl — b1L1| =0. (255)

Notemos que 7, X Fj sélo puede tener componente perpendicular al plano S. Asi que F} pasa por el
centro de masa O. Lo mismo ocurre para F, y F3. Esta es nuestra segunda afirmacién: la resultante
de las fuerzas que actian sobre P, pasa por el centro de masa de las particulas my,.

“De (2.46) y (2.50) est4 claro que si una de las dos constantes C o D es cero, entonces la otra constante también
se anula.
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Calculando explicitamente el momento de Fj respecto de O, teniendo en cuenta (2.38), tenemos:

F1XF1 F1><7_”2 F1><7?3
—:m2_»—_,3+m3_»—_,320-
mlG ‘TQ_Tll |T3—7’1’

Por definicién del centro de masa, y puesto que el origen coincide con éste,

m1r1+m27“2+m37“3:0 .

Por lo tanto:
mgfl ><77'2—|—m3771 xfgz—mlﬂ ><771:O.
Asi que:
7 x Fy L 1 1
= MaT X Ty | ———= — ————— =0,
mG (|7“1—7’2|2 |7’3—7“1|2>
luego,
7 — 7| = |73 — 7
Andlogamente para |75 — 75| = |1 — 7

triangulo formado por los tres puntos materiales es equilatero.

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

, etc. Luego hemos demostrado nuestra tercera afirmacién: e/

Los cocientes i—: y ]\g[—: de (2.54) pueden ser cada uno de ellos determinados. Para este fin, sea

A(t)s el lado del triangulo, donde s:

s = (ag —ay)® + (by — b1)* = (a3 — az)* + (by — az)* = - - -

De acuerdo con (2.38) y (2.41):
L1 . Gm2 )\(ag — al) Gm3 )\(&3 - al)

N2 \2g2 s 252 As ’
L G
B O st — o) ol — ) =
G
= 33_a1 {_m1a1 — Mol — mSal} =
G

23{—m1—m2—m3} .

(2.60)

(2.61)

Andlogos resultados se siguen para el resto de £ y también para % Sustituyendo en (2.54), tenemos:
ag k

2

. G G
AQA—T:—g(m1+m2+m3):—§M.

(2.62)

Donde M = > | m,. Esta ecuacién describe la variacién de X con el tiempo y con ello el ritmo con

el que el triangulo en S se contrae o dilata.

40



Mecdnica Tedrica José A. Oller

Hay una forma mas simple de determinar la forma de las trayectorias. Para ello, abandonamos el
sistema de referencia no inercial S y observamos el movimiento desde un sistema de referencia inercial
S’, que coincide con S pero fijo en el espacio (no rota). Entonces:

22 6
Gmk
A2g3

2 2 1/2
|Fil = 28 (13 + M) = T {aiG—MQ & MQ}
A2 56
. (2.63)

A2g3

M+ 237 = T a2 w2}

La tnica cantidad que varia con el tiempo en el miembro derecho es A%, que con (2.39), puede ser
expresada en términos de |7%]:

2:

(2.64)

Llevando (2.64) a (2.63) y haciendo m), = my,

GmiM

Fl=
£ |7%[?

(2.65)

Recordemos que las fuerzas estdan en el vector O—]5k apuntando al centro de masas. Asi, como en el
problema de dos cuerpos, cada una de los puntos P, describe una cénica con un foco en O.

Ahora debemos ver si estas cénicas son similares entre si. Para ello sea el instante de tiempo tal que
A = Aextr, donde la distancia de my, para todo k, a O alcanza su maximo, dado por,

Aextr(a + b7)'/2 (2.66)

En este instante la velocidad radial en S es cero, y en S’ es & X 7%, con 7 dado por (2.39). El factor
(ar + bx)/?, en esta distancia maxima, es una medida de la semejanza, no sélo de las velocidades
iniciales y distancias iniciales desde el CM comdin, sino del tamafo de las tres cdnicas resultantes de
estas condiciones iniciales. Las posiciones de las cdnicas se distinguen por los angulos que los O—ka
forma entre si. Con esto hemos probado la cuarta afirmacién. Si las masas son iguales m; = my = mg,
el CM coincide con la interseccién de las medianas y las cénicas estan desplazadas una respecto a la
otra 120°.

2.11. El principio de la ligadura minima de Gauss

Gauss inventd el método de los minimos cuadrados. Establecié el principio de la ligadura minima en
mecanica clasica, diciendo:

“Es remarcable que la Naturaleza modifique los movimientos libres incompatibles con
las ligaduras del mismo modo que el matematico utiliza los minimos cuadrados para poner
de acuerdo resultados que estan basados en cantidades conectadas entre si por relaciones
de necesidad.”

41



Mecdnica Tedrica José A. Oller

Construimos este “minimo cuadrado” de desviacién respecto al “movimiento libre" (aquel donde las
ligaduras no actdan):

Z= %mk (xk — ﬁ>2 = % 1 (meiy — X3)? (2.67)

k=1 M 1 Tk
Con la notacién, por ejemplo para la particula 1:
mip = Mg = M3 =M, 7?1 = (l’l,{EQ,Ig), ﬁfa) = (Xl,XQ,Xg) s (268)

y asi sucesivamente, en saltos de 3, para el resto de particulas. Ademas, F’i(a) son las fuerzas aplicadas
y myZ — Xy es la fuerza perdida (la parte de X} que no se aprovecha para producir movimiento).
Hagamos:

52 =0, (2.69)
con las condiciones:’
(a) dzp = dir =0
(b) Ligaduras holonémicas:

f[([L‘l,ZEQ,...,ZL‘gN,t):O ]:1,...7K,

Zaffdk_o

(c) O de forma mas general, ligaduras Ajpdxy =0, A = Ap(z,t) .

Diferenciamos dos veces respecto del tiempo en (b),
@2 fi , 0 I, 3 1 ofr .,
2 ——, =0, 2.70
ar Z 8xk8xl K Z ow, " o Z i (2.70)

y si tenemos en cuenta (a), la variacién de la expresién anterior debe satisfacer:

Ofr
Z axkéxk =0, (2.71)

que fija las relaciones de ligadura entre las aceleraciones. Aplicamos el método de los multiplicadores
de Lagrange:

—23 At )8f15xk_0 (2.72)

ox
Ik k

5Nétese que el principio de Gauss se refiere a un tiempo t fijo en el que el estado del sistema est4 dado y por
ende 51‘k = 5j7k =0.
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Luego volviendo a (2.69):

3N X (9f
z — 2 i — — ) 6 — 2 ! — (2

Agrupando términos:

3N af
k=1 1

Por supuesto la relacién anterior sélo se satisface para el movimiento real del sistema xy(t). Tenemos K
ligaduras y elegimos los A;(t) tal que cancelen K sumandos de (2.74), y el resto son ya independientes
y, por tanto, se anulan uno a uno. En ambos casos se sigue:

5f1

miLy — X — Z)\I 8xk

~0. (2.75)

Estas son las ecuaciones de Lagrange de primera especie. Tenemos por tanto 3N ecuaciones y K
ligaduras para 3N funciones xy(t) y K multiplicadores A(t).
Para el caso especial (c), tenemos, en particular:

> Apdy =0 (2.76)
k

Observamos que basta hacer el cambio en (2.75):

af

D — Ape(z,t) , (2.77)

para aplicar nuestros resultados también a este tipo de ligaduras.

2.12. El principio de Hamilton con ligaduras

Analizaremos los casos holonémico y no holonémico.

2.12.1. Ligaduras holonémicas

En este caso:
filg,t)y=0, I=1,..., K. (2.78)

Empleamos de nuevo el método de los multiplicadores de Lagrange, A;(t):

5f1=0= af} G | ZZAI% = (2.79)
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Ahora sumamos el anterior resultado a la variacién de la accién:
t2 d OL oL ofr

08 = — _— A= ¢ 0q,dt =0 . 2.80

/tl za:{dtaQa 9o Iz: "0qa [ (2:80)

Elegimos K multiplicadores A;(¢) tal que cancelen los correspondientes sumandos en (2.80), siendo el
resto linealmente independientes por ser ahora arbitrarios los d¢q,. Por lo tanto podemos escribir:

d 8L 0
— === ZAI r_y. (2.81)
Estas ecuaciones son las mismas que las ecuaciones de Lagrange obtenidas a partir del Lagrangiano,
K
L=L+Y Mt)fr, (2.82)
=1

con 6L = OL + Zﬁl Ar(t)d fr, imponiendo finalmente, tras la minimizacién de la correspondiente
accioén, que f; = 0, para todo I.

En definitiva tenemos n ecuaciones diferenciales, K ligaduras, n grados de libertad y K multiplicado-
res de Lagrange. Las n ecuaciones diferenciales de segundo orden dan a su vez lugar a las 2n constantes
de integracién arbitrarias que se determinan a partir de las condiciones iniciales del movimiento. De las
2n constantes de integracién sélo 2n — K son independientes dada la existencia de las K ligaduras.
Recordemos que los multiplicadores de Lagrange se ponen en funcién de las ¢, (t) y, al particularizar
las ligaduras a t = 0, éstas implican K restricciones que afectan a las coordenadas iniciales.

Este caso se generaliza de forma directa a un tipo especial de ligaduras no holonémicas, es decir,
aquéllas que son del tipo > A;q(q,t)0q, = 0. Basta hacer el intercambio on — Ajq, al igual que

«

n (2.77), y obtenemos:
d 0L OL
—————E:/\p‘hazo- (2.83)

Aunque ahora no se puede obtener un nuevo Lagrangiano L a partir del cual derivar las ecuaciones
anterior como ecuaciones de Lagrange puesto que las ligaduras son no integrables.
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2.12.2. Ligaduras no holonémicas

Supongamos ahora que las ligaduras son de la forma f7(q,¢,t) =0, [ =1,..., K, y apliquemos de
forma directa el planteamiento anterior mediante el uso de los multiplicadores de Lagrange. Tenemos:

0 0
5f = 0=%" (a—féqﬁa—?m) |

«

"2 d oL 0L &
55 = 0_—/tl dtza:(ﬂa_%_a_%)5qa+/ dty

(Alaffa +A]af15 )

t1 OL,I aq a Oé
f2 d 0L 0L 2 ofr d Ofr
- [ o (G ) o+, 3 (Va0 it [V ] ) om =0
(2.84)
Llegamos, por tanto, a las siguientes ecuaciones:

doL L <~ (,0fr d[ of:

—— - — = A= — — | As : 2.85

&t 94, B4, ;( o o) (285)

Estas n ecuaciones no tienen sentido fisicamente ya que en ellas los \;(t) han de satisfacer una ecuacién
diferencial de primer orden, con lo que se generan 2n+ K constantes de integracién. De las n ecuaciones
diferenciales K son empleadas para fijar los multiplicadores de Lagrange, y el resto, n — K, junto con
las K ligaduras, nos permiten determinar g, (t) en funcién de ¢,(0), G.(0) y A7(0). Sin embargo, sélo
nos es posible conocer el estado del sistema en un cierto instante de tiempo, que podemos tomar como
el inicial, y con ello determinar ¢,(0), 4. (0). Por ello, no hay posibilidad de conocer los valores iniciales
A7(0).°

En este caso, mas general, hay que modificar las restricciones impuestas sobre los dq,, en el principio
de Hamilton debido a las ligaduras semiholonémicas. Recordemos que en el caso holonémico obteniamos
una relacién de la forma:
Ofr

6fI: a_qa

5go =0 . (2.86)

Procedemos a reinterpretar y generalizar este resultado. Podemos, para ello, considerar que (2.86) es
un producto de vectores, siendo los dq, ortogonales a los vectores 0f;/0q,. Es decir, una relacién de

. . : ., 0 0
ortogonalidad en el espacio de configuracion entre los K vectores (a—fl, e ,afl) y los vectores de
q1 dn
posicién (g1, -+ , ¢n). Derivemos temporalmente las ligaduras,
dfr 3fz ofr
= = = t)=20
o TR TS =91(¢,4,t) =0,
2.87)
d*fr 8fl agl 391 (
W — a + 2 Z a + —_— = O .

6Nétese que por definicién si ¢, (t) = ¢a(q(0), (0), A;(0),t) entonces para t = 0 tenemos las identidades g, (0) =
4a(q(0),4(0), A1(0),0) = ¢0(0), Go(0) = Ga(q(0),G(0), A1(0),0) = ¢4 (0), con lo que no hay posibilidad de determinar
los A7(0) a partir del conocimiento del estado inicial del sistema. Las K ligaduras sélo nos permiten conocer K
constantes iniciales, relativas a ¢(0) y ¢(0), en funcién del resto.
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Justamente los d¢,, tal y como hemos visto de (2.86), son ortogonales a los vectores 0 f;/0q, que dan la
proyeccion de las aceleraciones en el espacio K -dimensional generado por los vectores (%, R %)

Hacemos la suposicién de que las ligaduras sélo afectan a las aceleraciones a través é]é la ecuag?én
anterior, o analogas, y que los desplazamientos dq, en el principio de Hamilton deben ser ortogonales
a los vectores sobre los que se proyectan las aceleraciones. Por lo tanto, para nuestras ligaduras no

holonémicas f; = fi(q,q,t) tenemos,

df1 - af[ 8fl %
= a+z “dat (2.88)

Asi, hemos de imponer que las ligaduras vecinas en las que se evalta la accién cumplan

(9ff B
Z 8qa (2.89)

que es una condicidn distinta al cumplimiento de las ligaduras. Es decir, estamos comparando la
trayectoria real del sistema, que si que cumple las ligaduras, con otras que no las cumplen en general,
sino que satisfacen la ecuacién anterior.

Llevando esta restriccidon a la variacién de la accién, y empleando multiplicadores de Lagrange:

t2 d OL OL ofr
(SS——/tl dt;{%é)_qa_a_qa_;ha_q@ 6Qadt' (290)

Y, de nuevo, elegimos K multiplicadores )\;, de forma que se anulen K sumandos de (2.90), por lo
que las ecuaciones de Lagrange quedan en la forma:

-z 2= A\~ (2.91)

. . 0 )
Si las ligaduras son de la forma f; = > Aj,(q,t)dg. = 0, entonces i = Ay, y se aplica entonces

o
(2.91).

Aunque hemos llegado a (2.89) por analogia con el caso holonédmico, dicha ecuacién puede ser de
hecho deducida a partir del principio de la ligadura minima de Gauss, seccién 2.11. En dicho principio
variacional el estado del sistema esta fijo con lo que se impone que dz; = di = 0y, asi, las ligagudras
semiholondmicas, f;(q, ¢,t) = 0 se cumplen directamente tanto para la trayectoria real del sistema como
para las trayectorias vecinas donde también se evalda Z, véase la ecuacién (2.67) para su definicién.
Téngase en cuenta que las coordenadas generalizadas ¢, son funcién de ¢, (z,t) y con ello ¢(z, %, 1),
por lo tanto, dq, = 04, = 0. Derivando respecto del tiempo la ligadura f;(q,q,t) = 0 y tomando su
variacién,” llegamos a que:

Ofr

77, 02 =0 (2.92)

"Recordando de nuevo que 6¢o = d¢o = 0.
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Figura 2.2: Disco que rueda sin deslizar en el plano.

Por lo tanto, anadiendo of
MY =66, =0,
21: 1( )Zaqa q
a 02, tenemos: 5
02 = At Z 851 =
T «

De 0 Z obtenemos las expresiones correspondientes a las ecuaciones de Lagrange,

que son las mismas que las ecuaciones (2.91).

Ejemplo: Disco que rueda sin deslizar en el plano
Las ligaduras (condiciones de rodadura), vienen dadas por, véase la figura 2.2:
—¢Rcosp =0 ,
— ¢Rsenty) =0,

equivalentemente, '
fi=d+i#5—-R¢" =0,

fo=121sent) — i9costh =0 .

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)
(2.99)

Consideremos 1 e I, los respectivos momentos de inercia asociados al giro del disco al rodar(¢) y al

girar sobre si mismo(v)), respectivamente. Entonces el Lagrangiano es:
e N CITIE T S ST R
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Aplicando (2.91) obtenemos las ecuaciones de Lagrange para cada coordenada. Pero antes de escribirlas
calculemos las siguientes derivadas:

e Coordenada ¢:

oL _ Ioé,a—ﬁ:—zR%,a—ﬁ:o,a—L:o,ia—L.zfoé.
0¢ 0¢ 0¢ o¢ dt 9¢
e Coordenada
oL _ J@,a—ﬁ:o,a—ﬁzo,a—L:o,ia—L.:mL.
oY oY o oY dt O
e Coordenada z;:
oL . O0fh . Ofy 8_L_ iﬁ_L_ .
o, Mgy, TH gy T 5 =0 gy, T
e Coordenada z5:
oL . 0fy . 0fy oL d 0L .
_ = —:2 _— = — _— = _—— =
i, T gy, T gy, T TV g =00 g, T

Combinando las derivadas segtin (2.91) obtenemos las ecuaciones de movimiento:
mi; = 2 1 + Agsen) | (2.101)

m[i'g = 2)\1j§'2 — )\2 COS’QD s (2102

Iodp = =20 R%*6 (2.103

LY =0. (2.104

Multiplicando (2.101) por &; y (2.102) por @5, y teniendo en cuenta las condiciones de ligadura (2.98
y (2.99), se deduce:

d .
L@+ = R
%% (R%Q) — 2\ R (2.105)
mo = 2\ ¢ (2.106)

En la expresién anterior, despejamos ¢ a través de (2.103) y agrupamos términos:

2
2)\1(1+mR):0
Iy

48



Mecdnica Tedrica José A. Oller

Luego:
A =0 (2.107)

Para A2, multiplicando (2.101) por sent) y (2.102) por cos v, tenemos:

Ao = m (I sent) — Fycost)) = me (1 sent) — &g cosh)

—m (&1 costh + Gosent)) ) = —m (&1 cost + Zosen)) i (2.108)
donde hemos tenido en cuenta la ligadura (2.99). Por otra parte, de (2.103)
) = cte. (2.109)

Ademas:

0—ligadura (2.99)

- - ~

d
p (1 cos) + Tosent)) = —1p (&1 sent) — Ty costh) +
+  Zicosy+dgsenyy =0. (2.110)

-~

0—de (2.107) y (2.101), (2.102)

Luego insertando (2.110) y (2.109) en (2.108) se sigue que Ay = mu = constante. Sustituyendo A\; = 0
y la expresidn anterior para Ay en las ecuaciones de movimiento:

mi; = mjpseny (2.111)
mia = —mpcosi (2.112)
Ip = 0 (2.113)
LY = 0 (2.114)

Integrando las ecuaciones:
o(t) = wt+¢o, (2.115)
(t) = Qt+o, (2.116)
x(t) = —% sen (Qt + o) + ant + fy (2.117)
oo(t) = % cos (Q + ) + agt + B | (2.118)
donde hemos supuesto que €2 # 0. Estudiemos a continuacién la verificacién de las ligaduras. Para ello:
i? 4+ i3 = R*? (2.119)

implica que,
2
2
%—l—a%—l—ag— P cos (Q + o) —
2/1062

sen (U + 1) = R2w? , (2.120)
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por tanto,
20y cos (U + o) + 2uag sen (Qt 4 1)y) =0 . (2.121)

Supongamos que a; = ay = 0, en este caso y puede ser distinto de cero, de la ligadura tenemos
pu? = Q?R%W?, y entonces:
I
o= sen(QUt + o) + 01
1

T2 = ; cos(Qt + 1) + B2 .
La segunda ligadura (2.99) se verifica de forma directa. EI movimiento corresponde en este caso a que
el disco rueda alrededor del punto (31, 3,) con un radio 1/Q%. El valor de i se puede determinar a

partir de las condiciones iniciales que fijan el radio de giro y las velocidades angulares.
En el caso en que a1 # 0 y/o ay # 0, entonces ;1 = 0, y o1 y x2, siguen movimientos lineales:

(2.122)

(1) wt + ¢p ,
U(t) Qt + 1o
T B+t
T Ba + ot .

Sustituyendo en las ligaduras:
(2.98) = ai+a; =R,
(2.99) = agsen(Qt + 1) — ag cos(Qt + 1) =0,

con lo que
] = Qg = 0 s (2123)
en contra de lo supuesto y este caso no es posible.
Supongamos ahora que 2 = 0. En este caso:
¢ = 1?07 ¢ZWt+¢07
1
ry, = [Bi+aqt+ éusenwotz ,
1
Ty = [o+ aot — §,u cos g t2 . (2.124)
Sustituyendo en (2.98):
(a1 + psenyt)” + (i — pcosihot)” = R2w? | desarrollando, (2.125)

u2t2 + a% + oz% + 2p0 sen Yot — 2ai it cos Yot = R*w? |

de donde se sigue que p = 0. Por lo que tenemos un movimiento de rodadura lineal, es decir, a lo largo
de una direccién fija.

T, = P+ ot
1=hAta (2.126)
Ty — 52 + Oégt .
Observando de nuevo (2.99), llegamos a la relacién trivial:
2 cotaly (2.127)
Qo
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2.13. Variables ignorables o ciclicas

Supongamos que el Lagrangiano no depende de una coordenada ¢;. Entonces dicha variable se llama
ignorable o ciclica.

En este supuesto, el momento generalizado o conjugado p; = 0 es una constante de movimiento
4;
puesto que de las ecuaciones de movimiento:
dt 8(]] ’

p; = cle. =¢j .

Asi ¢; se puede despejar en funcién de c; y del resto de coordenadas y velocidades generalizadas
(sin involucrar a g;, ya que no aparece),

oL . . . : .
cj = % — ¢; = q;(¢;,q,4,t) , sin g; ni g;. (2.128)
J

Supongamos que exista una sola coordenada ciclica (la generalizacién a mds de una coordenada
ciclica es trivial), y llamémosla g¢,:

oL
IGn
Qn :Qn(qla---7Qn—1;417---aQn—1;Cn;t) . (2'130)

=c,, (2.129)

Donde quiera que encontremos ¢, 0 §,, en las ecuaciones de Lagrange derivadas a partir del Lagrangiano
L(qi,--,qn_1,G1,---,qn,t) con n—grados de libertad, las sustituimos por (2.130), o su derivada, y
resolvemos el problema con n — 1 grados de libertad. Una vez resuelto, podemos integrar (2.130) y
obtener asi ¢, (t) por cuadratura. Este procedimiento es, sin embargo, a posteriori.

Nos podemos preguntar si podriamos eliminar el grado de libertad n—ésimo, esto es, ¢,, antes de
escribir las ecuaciones de movimiento, mediante el empleo de un Lagrangiano adecuado en términos
de sélo (n — 1)-grados de libertad, esto es, de ¢1, ¢o2,...,¢,_1 y sus derivadas primeras.

En la accién,

to
S:/ L<q17"‘7QTL717q'17“'7q.n7t>dt7
t1

sustituimos ¢, en funcién del resto de coordenadas y velocidades generalizadas despejando de:
oL
D
Al hacer esto para toda trayectoria, ¢, es entonces funcién del resto de coordenadas generalizadas, al

hallarlo por cuadratura de integrar (2.131). Asi dg,, no serd nulo en general en t; ni en ¢ cuando se
halle la variacién de la accién tomando dgy(t12) = 0 para k =1,...,n — 1. Efectivamente,

= ¢, = Cte. (2.131)

t
Qn<t> = /Qn(q1>"'7QH17Q17"'>Qn17t/)dt/7

0qa(t) = /t Y‘H

=1

0q; —0q; | dt’, 2.132
(aqi g + 9, q) ( )
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y 0Gi(t12) # 0 en general, y, por lo tanto, tampoco lo serd dg,(t12). En consecuencia, 4.5 a lo largo
de la trayectoria que minimiza la accién viene dada por:®

to
55:5/ L(q1, - Gty 1y - s s £)dE = [paa])? (2.133)
t

1

Con p, = ¢, = constante. El resultado (2.133) puede también expresarse como:

to to
[pnéqn]if = pné/ Gndt = 5/ Prlndt . (2.134)
t1 t1

Esto nos lleva a la ecuacion de extremos:
to
5 / (L = puin) dt =0 , (2.135)
t1

con el nuevo Lagrangiano dado por:

L<q17 s 7QTL717Q17 s 7q.n717t> = L(q17 s 7QTL717q.17 s 7Qn7t) - Cndn

(2.136)
Recordemos que ¢, = Gu(q1s- -+, @no1,G1,---,dn-1;Cn;t) y por tanto g,(t) se obtiene por cuadratura
una vez obtenidos ¢i(t), ..., g,-1(t). Es importante resaltar que las ecuaciones de Lagrange deducidas

a partir de L no contienen ni ¢, ni ¢, y directamente corresponden a un problema de n — 1 grados de
libertad. Esto justifica de forma clara el que las coordenadas ¢,, se llamen “ignorables”.
En el caso de varias variables, la generalizacion es:

L=L-> o - (2.137)
k
Esquematicamente el proceso a seguir para eliminar una variable ciclica mediante este método general
es:

1. Escribir la ecuacién para la variable ciclica:

oL y (a)
— = ¢, = cte. a
gy,

2. Intercambiar el Lagrangiano dado por L:

L=1L-c, (b)

8Notemos que esta variacién se toma sélo con respecto a n — 1 grados de libertad independientes y no respecto
a n como en el problema original, aunque, como en éste, sean las n coordenadas las que cambian en el proceso de
minimizacién, ya que, ¢, (t) es funcién de g (t) para k =1,...,n — 1, a partir de (2.131). Por eso, a lo largo de la
trayectoria real del sistema se obtiene (2.133) en lugar de 0, que se obtenia cuando los dg, también eran nulos en
los extremos.
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3. Eliminar la velocidad ¢, resolviendo la ecuacién (a) para ¢, y sustituyendo en (b). El nuevo
Lagrangiano ya no depende de la variable ciclica y el problema variacional original de n grados
de libertad se reduce a otro nuevo de n — 1 grados de libertad. La variable ciclica queda entonces
como:

Qn = Qn(Q1> cee 7(]n—1;Q1a ce >(jn—1;cn;t)

Siguiendo el anterior procedimiento podemos realizar un ejemplo sencillo, que obtenemos conside-
rando la energia cinética dada por (1.65) y suponiendo ademas que la coordenada ¢, es ciclica y, por
lo tanto, los coeficientes que multiplican las derivadas en (1.65) son independientes de ¢,,. Entonces:

n—1 n—1
1 . . 1 2
T= B Z Qikqiqr + Z WinGidn + 5 nndy, (2.138)
i,k=1 =1
con el Lagrangiano:
L=T-V(q,.,qn-1,t) . (2.139)

El primer paso para eliminar las coordenadas ciclicas es identificarlas y calcular los momentos genera-
lizados asociadas a ellas mediante las ecuaciones de Lagrange:

OL T <
Pn=%75—"=7."= am% + aann = am‘]z =Cp - 2.140
TS 2 210

Despejando de aqui ¢, en funcién del resto de coordenadas y momentos generalizados, tenemos:

n—1
. 1 .
o \i=1

Qn

Ahora ya podemos calcular el nuevo Lagrangiano, en el que se han eliminado las coordenadas ciclicas.
Para ello hacemos uso de (2.136):

n—1 n—1
_ . 1 .. 1 ..
L=1L-pug, = 5 Z Qi qiqr — % Z AinAjngdiq;—
ik=1 =1

1

205,

n—1
2 Cn .
—_— int; —V . (2.142
c, + ~ ;1 Aing ( )

Obtenemos términos lineales en ¢; y el término de potencial ¢? /2a,,,. La aparicién del término lineal
en L, > i GindiCy, se llama un “acoplo cinético” dado que involucra las velocidades. El nuevo término
cuadratico en las velocidades se puede considerar simplemente como una modificacién de la energia
cinética original.

En particular, el término ¢ /2a,,,(q1,- -, qn_1), €s famoso por aparecer en la llamada mecdnica sin
fuerzas de Hertz (“powerless dynamics”). En sus dltimos afios, Hertz intenté elaborar la Mecanica
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prescindiendo de la nocién de fuerza, de forma que toda energia potencial pudiese ser derivada a
partir de la presencia de variables “microscépicas” ignorables a través de los términos de potencial del
tipo ¢2/2a,,. De este modo desapareceria la dualidad existente en mecénica entre energia cinética y
potencial. Hertz murié en Bonn el 1 de Enero de 1894, poco después de terminar su obra Sobre los
principios de la Mecanica®, en la que exponia estas ideas.

2.14. El tiempo como variable ciclica o ignorable: el prin-
cipio de Jacobi y el principio de minima accién
Sea un sistema cuyo Lagrangiano no contiene el tiempo explicitamente. No tomamos ¢ como variable

independiente, sino que todas las n+ 1 variables ¢y, ..., ¢, y t se toman como funcién de un pardmetro
7. El sistema tiene ahora n + 1 grados de libertad. Con el cambio:

. dg;  dgdr g

;= — =2 2.143
T T drdt v (2.143)
la accidén viene dada por:
T2 / /
q dy
s :/ Ll D Byar (2.144)
T1

Es directo comprobar que las ecuaciones de movimiento en la variable 7 obtenidas a partir de la
accién anterior imponiendo que S = 0 con las condiciones dq;(11) = dg;(12) = 0,71 =1,...,ny
ot(m) = 0t(mz) = 0, son,

iaL B oL
dtdq¢;  Og;

-0, (2.145)

con L el Lagrangiano original, es decir, se recuperan las ecuaciones de Lagrange asociadas a las
coordenadas generalizadas. Para la nueva variable ¢ tenemos:

d I(L(g,¢' /1Y) o(Lt) _ d O(L(g, ¢ /t)) _

= =0 2.146
dr ot ot dr ot ’ ( )
que es equivalente a que:
dH
— =0, (2.147)
dr

asi la conservacion de la energia se obtiene como una ecuacién de movimiento mas. Vemos por tanto
que las ecuaciones de movimiento deducidas a partir de hacer estacionario (2.144) son equivalentes a
las ecuaciones de Lagrange obtenidas a partir del principio de Hamilton. En (2.146) y (2.147) se ha
tenido en cuenta que:

a(Lt') " 9L no
pt 8t/ Zzl 8(]1 t/ izlpiql ) ( 8)

YHertz, H., (1894). The Principles of Mechanics, Presented in a New Form. Dover, Nueva York, 1956.
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habiendo obtenido el resultado de que p, = H = cte.

La variable ¢ puede ser eliminada mediante las técnicas desarrolladas en la seccién anterior al tratar
con variables ciclicas o ignorables y reducir asi el problema a n grados de libertad. Se obtiene de este
modo un principio variacional que determina el movimiento en el espacio, pero no da, de forma directa,
la dependencia temporal de dicho movimiento. Por supuesto, ésta siempre se puede deducir una vez
conocido 7 = 7(t).

El nuevo Lagrangiano viene dado en virtud de (2.136) por,

L="Lt —pt' = (L—p)t = Zpiq'i . (2.149)
i=1
Por lo tanto:

S = / Zpiq'it/dT, (2.150)
1 =1

con t' expresada en términos del resto de variables despejandola de (2.148). Por ser ¢ variable ciclica no
existe dependencia temporal explicita en la energia cinética y entonces siempre se puede tomar como
una funcién cuadratica en ¢;, recordar (1.65). De esta forma:

D _opidit =) | Scdit' =20t (2.151)
i=1 im1 O
Luego podemos reescribir (2.150) como:

T2 t2
S = 2/ Ttdr = 2/ Tdt (2.152)
1 t1

recordando una vez mds que ¢ no es una variable independiente sino que se obtiene de integrar t'(7)
obtenida a partir de p; = —F = O(Lt')/ot' = —T(q,q) — V(q) =constante. Buscar los extremos
de (2.152), teniendo en cuenta que el tiempo no es una variable independiente, se conoce como el
principio de minima accion. La ecuacion £ = T + V es justo la ecuacién adicional necesaria para
hallar ¢’ en funcién del resto de variables.

Para obtener ¢ como funcién de 7, consideremos la expresién de la energia cinética:

1 .
T = 3 zk: ik Qi -

T es invariante y ademas independiente del sistema de coordenadas utilizado. Introduzcamos en el
espacio de configuracién una métrica tal que el elemento infinitesimal de longitud viene dado por:

ds’ = Zaikdqiqu ) (2.153)
ik

La energia cinética puede entonces expresarse en la forma,

o Lds 1@\ 1(ds\ (Nt 1 (asY (2154)
C2dez 2\dt) 2 \dr dt ] 2t2 \dr) '
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Despejando ', escribiendo T'= E — V, llegamos a:
) 1 ds 1 ds

T VETa T AE= V)

(2.155)

Volviendo de nuevo a (2.152):

. T2 oT % T o T2 o T2
S = ——dr = / V2T ds = / V2(E—-V)ds = / do (2.156
5 V2Tdr " SN ( - ) > . ( )

do

La notacién anterior puede dar lugar a la confusién de que S = o(72) — o (1), sin embargo do no es
la diferencial de ninguna funcién de punto S(q) ya que depende del camino recorrido. Por eso se ha
incluido la raya sobre do.

Véase que en (2.156) el tiempo ha desaparecido por completo. El pardmetro 7 puede ser incluso
una de las coordenadas. Siempre hay que elegir un pardmetro para caracterizar la curva en el espacio
de configuracién. Este parametro puede ser g,, por ejemplo, dando todas las demds variables como
funcién de ¢,. Esto reduce el problema variacional de n a n — 1 variables (trayectoria). El principio de
minimizar la accién S escrita segiin (2.156) para encontrar la trayectoria del sistema mecanico se llama
principio de Jacobi o de Maupertuis.

Para hallar la dependencia temporal habria que integrar:

1 —

dt' = ———ds , (2.157)
2(E-V)

con lo que se obtiene cdmo se mueve el sistema en el tiempo. Para el caso de una sola particula:
1 2 —2 2
T = oM ds = mdr* = mZaikdqiqu ) (2.158)
ik

La dltima ecuacidn representa el elemento de linea del espacio ordinario tridimensional expresado en
coordenadas curvilineas. El principio de Jacobi nos dice que:

EZ/TQ\/Q (E—V)ds , (2.159)

debe ser un minimo para la trayectoria real de la particula (como es bien sabido, para su derivacién
s6lo hemos impuesto que sea un extremo).!"
Asi, la aplicacién del principio de la minima accidén surge como resultado de los siguientes pasos:

1) T =T¢?,
_ T2 T/
2) S= 2/ —dr ,
n v

1

100bsérvese que este problema es andlogo al que también nos encontramos en 6éptica, en el Principio de Fermat
o . . oy 7 . . 7’ . ’. . .z .
se ha de minimizar [ = fnz nds, que determina el camino éptico, con n el indice de refraccion del medio. Por otro
parte, esta analogia jugdé un papel fundamental en el desarrollo de la mecéanica ondulatoria.
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T/
3) t,—2+V:E.

La ligadura 3) la podemos tratar también introduciendo los multiplicadores de Lagrange, de forma que
ahora t’ es una variable independiente del resto:

= [T T
S:/ {27+)\<t,—2+V)}d7, (2.160)

e imponiendo que 85 = 0. Minimizando respecto de t’ obtenemos,

T A

Sustituyendo en (2.160) tenemos:

T2 T/ ) T2 , to
:/ﬁ (t,—2—v>m:/n (T—V)th:/tl (T —V)dt . (2.162)

Como ya hemos minimizado respecto de ¢/, la accidn anterior debe ser minimizada respecto del resto
de n coordenadas generalizadas ¢, tal que dg, = 0 en t; y t5. De este modo, a partir del principio
de la minima accién hemos recuperado el principio de Hamilton, desde el que habiamos partido. Se
muestra asi la equivalencia entre los principios de Hamilton, minima accién y de Jacobi.

Wl

2.15. Pequenas vibraciones alrededor de un punto de equi-
librio

En este capitulo trataremos una teoria muy general aplicable al movimiento de un sistema alrededor
de su posicién de equilibrio cuando éste sea perturbado ligeramente.
Recordemos nuestra métrica en el espacio de configuracién:

n

ds’ = Z ai(q)dg;dgy . (2.163)

i k=1

Si no abandonamos la proximidad del punto de equilibrio, los coeficientes simétricos a;(q) se pueden
tomar como constantes. Esto es, que los a;; se pueden aproximar a sus valores en el punto de equilibrio
a;(P). El punto P de equilibrio siempre lo hacemos corresponder con ¢; = 0. En lo que sigue los
coeficientes a;;(P) los consideraremos como constantes en todo el espacio de configuracién, atin cuando
sepamos que sélo lo podemos hacer, en general, para puntos muy préximos a P.

Al ser los a;; constantes, nuestras coordenadas no son curvilineas sino rectilineas. Este espacio es
pues, plano.

La forma cuadratica finita:

s? = Z ainGiQr (2.164)

ik=1
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tiene una simple interpretacién geométrica: se trata del cuadrado de la distancia del punto P =
(0,...,0) al punto @ = (q1...,qn). Podemos pensar en un espacio Euclideo n-dimensional con un
conjunto linealmente independiente de vectores:

1 0 0
0 1 0

= |, ,a=| |, . a=] 1, (2.165)
0 0 1

de modo que dado un R, éste puede ser expresado como:

q1
q2

]

dn
Consideremos ahora dos puntos diferentes () y (' y construimos los vectores:

—

=2 — —
PQ = R:q1u1++Qnun7
/ D/ /= /=

El producto escalar de estos dos vectores viene dado por,

R-R'=Y" anqq), . (2.168)
ik

que es una aplicacién bilineal. Por definicién, cuando se anule el producto escalar se dice que los dos
vectores son ortogonales entre si. Dicho producto escalar, a partir de (2.166), también se puede expresar
como:

i,k

con lo que a;, = ay; = u; - Uy, como también se puede demostrar directamente de la definicién de
producto escalar (2.168) y de (2.165).
El producto de R consigo mismo:

n

R =" (t; i) qige = 5 (2.170)

ik=1

que es la norma al cuadrado de R, y como a;; es una forma cuadratica definida positiva resulta que
dicha cantidad serd positiva, y sélo cero cuando R = 0.
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Dada una métrica simétrica, definida positiva y de determinante no nulo siempre es posible hacer un
cambio de base tal que en efecto a;;, = d;;. En tal caso, los u; son vectores mutuamente perpendiculares
de longitud unidad y constituyen una base ortonormal,

Uy - U, = i, - (2.171)
Y el cuadrado de la distancia toma la forma candnica:
sS=q+-+4q, (2.172)

entonces hablamos también de coordenadas rectangulares. Como consecuencia, dados dos puntos Py
() su distancia no es nula a no ser que P = . Esto implica que la forma cuadrética (2.164) es una
forma definida positiva para cualquier valor de ¢;.

En el espacio de configuracién esta condicién se cumple ya que la energia cinética que determina
el elemento de linea (2.163), y con ello la distancia (2.164), nunca puede ser negativa, y ademas sélo
puede anularse cuando todos los dg; se cancelen. Esto garantiza el caracter definido positivo de la
métrica a;y.

Volvamos a nuestro problema fisico de pequefias oscilaciones. Sea V'(¢1, ..., ¢,) la energia potencial
de nuestro sistema fisico. Haciendo un desarrollo de Taylor de esta funcién en las proximidades del
punto de equilibrio (¢; = 0):

n

=~ (OV 1 a%
V—%+;<a—%)OQi+§Z <m>o%%+... (2.173)

ik=1

Nuestro punto de equilibrio esta en el origen, por hipétesis. Por tanto, V' debe ser tal que:

8V)
— ] =0. 2.174
(5). (2174)
Ademas si el potencial tiene de hecho un minimo en ¢; = 0 se debe cumplir que
0*V )
7 2.175
<3%‘an 0 ( )

sea una forma cuadratica definida positiva, aunque esta condicién no la impondremos en nuestros
siguientes desarrollos.

Los términos constantes en el potencial, como sabemos, no influyen en las ecuaciones de movimiento
y pueden ser eliminados. De este modo el desarrollo comienza con el término de segundo orden. Esto
es:

IR Y (AN IS o (2.176)
con :
o*V
by = by; = . 2.177
. ’ (3%‘3%)0 ( )
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Consideremos la ecuacién V(q) = 1/2, que se escribe como:

> bigige =1 (2.178)

ik=1

Geométricamente nos define una superficie de segundo orden en el espacio n-dimensional de configu-
racién. Podemos encontrar los ejes principales de dicha superficie determinando aquellos puntos cuyas
distancias desde el origen (el punto de equilibrio) son extremos (valores estacionarios). Entonces nuestro
problema es encontrar los valores estacionarios de

s = Z @;kqiqr (2'179)
i k=1
con la condicién auxiliar:
> bigigr =1 . (2.180)
i,k=1

Empleamos el método de los multiplicadores de Lagrange, y procedemos a minimizar la funcién®!:

n

1 n
G(qr, - qn) = Z @ikgiGr = Z bikqiqn (2.181)

ik=1 ik=1

Multiplicando por A, nuestro problema es equivalente a minimizar:

—AG(q1,---qn) = Flar,...,qn) = Z birGiqr, — A Z @ik qiqr - (2.182)

ik=1 ik=1

Con lo que nuestro problema de encontrar los ejes se puede reinterpretar como el de encontrar los
valores estacionarios de la funcidn,

2V = Z birdiQr (2.183)

ik=1

bajo la condicidn:

n

> awgige =1 (2.184)

ik=1

Esta condicién auxiliar significa que estamos en una esfera de radio unidad. En cada punto de esta
esfera la energia potencial V' posee un cierto valor. Nuestro problema es hallar los puntos (); de la
esfera unidad para los que V' es estacionario.

11 Aquf hemos sustituido nuestra notacién habitual de X por —1/\.
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Por lo tanto: . .
0F =2 Z bridqrqi — 2 Z aridqrq; = 0, (2.185)

ik=1 ik=1

Z brigi — A Z akigi = 0 . (2.186)
i=1 i=1
De este modo obtenemos las siguientes ecuaciones lineales:
511611 + ... + bann = )\(anql 4+ ... 4+ alnqn)
(2.187)

bn1q1 + ...+ bann - )\(anlql + ... + annqn)

La condicién necesaria para poder obtener una solucién ¢; no trivial viene dada por la ecuacién carac-
teristica, que nos permite obtener los A,

bll — )\QH Ce bln — )\aln

0. (2.188)

bnl — )\CLnl Ce bnn — )\ann

Esta es una ecuacién algebraica de grado n en A y en general tendremos n-raices:
A, Aoy ooy A (2.189)

Es posible que algunas de las raices sean iguales (raices multiples y diremos entonces que se trata de
un caso degenerado). Supondremos en lo que sigue que es posible eliminar estos casos modificando
los coeficientes b;. y a;, por pequenas cantidades infinitesimales, y tomando después el paso al limite,
en el buen entendimiento de que esto no es siempre posible. De esta forma consideraremos en lo que
sigue que todas las \; son distintas unas de otras (caso no degenerado).

Para cada \; tenemos un vector p; = (qii),...,qff)) que esta definido salvo signo al imponer
normalizacién a la unidad, p;p; = 1. Este vector recibe el nombre del i-ésimo eje principal de la
superficie (2.180). En total, tenemos un conjunto de n ejes principales p, ..., p, correspondientes a
los n valores caracteristicos (2.188).

Los ejes principales poseen las siguientes propiedades:

1. Las raices \; son invariantes con respecto a transformaciones lineales arbitrarias de las coorde-
nadas q;.

Multiplicando la ecuacién (2.186) por ¢x y sumando en k, tenemos:

> bigige =2V =X,

ik=1
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con A cualquiera de las raices \;. También hemos considerado (2.184). Dado que cualquier
transformacién general de coordenadas deja invariante V' (en particular las lineales), tenemos
que los A; son invariantes.

2. Las raices son todas reales, y de este modo los ejes principales son n vectores reales del espacio
euclideo n-dimensional.

Aunque en principio podriamos suponer que son complejos, resultan ser reales por la simetria de
los coeficientes a;, = ag; y by = bg;. De nuevo, de (2.186), tomamos complejos conjugados:

Z binq, = A\* Z Uik, - (2.190)

27]{;:1 1,]{3:1

Multiplicando (2.186) por ¢; y la expresién anterior por ¢; y restando, obtenemos:

n

A=) ) anqg; =0 . (2.191)

ik=1

Haciendo uso de la simetria de los coeficientes tenemos:

n

* 1 * *
(A=A )5 Z ain(Giqy + ¢ ar) =0 . (2.192)

ik=1
Tomando ¢; y ¢z como nimeros complejos de forma explicita:
¢ = a;tif;,
w = ar+ib,

y desarrollando resulta,

n

A= A) > ainlaicn + BiBk) = (A = A)(s7 +53) =0, (2.193)
ik=1
donde
3% = Z ARGl sg = Z ain i Ok - (2.194)
ik=1 ik=1
De esta forma, y dado que a;;, es una forma cuadrética definida positiva, (2.193) se verificard sélo
Si:
A= A", (2.195)
Luego, A € R.
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3. Los ejes principales son ortogonales entre si

Supongamos ahora que A; y Ay son dos raices distintas con ejes principales 'y p’, respecti-
vamente. Seguimos los mismos pasos del punto anterior realizando los intercambios, A — Ay,
A= Xy ¢ — ¢}, con ¢i(q)) las coordenadas de p(p”’), respectivamente. De este modo, en
lugar de (2.191) llegamos a:

> angigr =0 . (2.196)
ik=1

De acuerdo con (2.169) esta ecuacién podemos reescribirla como:
p-p =0 (2.197)

Lo que determina que p'y p’ son ortogonales, y por tanto linealmente independientes, por corres-
ponder a raices distintas.
4. Los p; son reales y forman una base ortonormal del espacio Euclideo n-dimensional.

De nuevo, a partir de (2.186) tomamos el complejo conjugado:

D big =AY amg; - (2.198)

ik=1 ik=1

Asi p; y p; pertenecen a la misma raiz. Como suponemos que ésta no es degenerada, se sigue
que:

7= ap; . (2.199)

Donde o € R, con o« = £1 para que asi ppF = 1. Asi, si & = +1 entonces el correspondiente
7 (2

i €s real y si & = —1 entonces es imaginario puro y por tanto i pj, es real. En definitiva, los

autovectores siempre se pueden tomar reales tal y como se queria probar.

Como el espacio es n—dimensional queda claro que los vectores p;, i = 1,...,n constituyen una
base ortonormal del espacio de configuracién.

Tomemos los n ejes principales asi determinados como los nuevos ejes del sistema de referencia, que
ahora es rectangular. El eje principal para un \; dado en la base original viene dada por:

Pi = (Qiry -, Qi) - (2.200)
Entonces, tenemos que:
— n L ==\ . n L ==
00 = <p¢ . OQ) =3 (m . OQ) (s - s an) - (2.201)
i=1 i=1 N——
U;
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—

Siendo las u; = p; - OQ) las nuevas coordenadas en el sistema de referencia rectangular. De la expresion
—

anterior resulta la siguiente relacién entre las vigjas coordenadas ¢; de OQ) y las nuevas:

1= wa + uone ..+ UpQag
(2.202)
Gn = U10p1 + U2 + ... + UpOpp -
Con esta transformacién la distancia de un punto () al origen viene dada por:
sS=ul+us+... +u. (2.203)

Es decir a;, — 9;,, adoptando la forma candnica. Por tanto, operamos con coordenadas cartesianas
ordinarias.

Veamos qué ocurre con nuestra energia potencial V' a consecuencia de nuestra transformacién. En
principio sélo sabiamos que V' debia ser una forma cuadrética:

1 &
V=g > by, . (2.204)

ik=1

Si planteamos en nuestro nuevo sistema de referencia las ecuaciones (2.186), tenemos:

> b = Au; | (2.205)
ik=1
junto con la condicién auxiliar:
up = 1. (2.206)
k=1

Los valores A de (2.205) pueden ser identificados con los valores \ obtenidos previamente, pues éstos son
invariantes bajo una transformacién lineal. Notemos que (2.205) en el nuevo sistema de coordenadas
se reduce a un problema ordinario de autovalores y autovectores. Mds aln, en el nuevo sistema de
referencia, dado que la misma base esta formada por los ejes principales sabemos la solucién a (2.205),
los mismos vectores que forman la base. Asi b, es diagonal en esta base tal que b, = ;. Luego la
energia potencial asume en el nuevo sistema de referencia la forma diagonal:

1
2

Asi que no sélo hemos obtenido que el cuadrado de la distancia s® asume una forma diagonal, sino
también que V' es diagonal en el mismo sistema de coordenadas y hemos diagonalizado simultdneamente
dos formas cuadréticas simétricas, siendo una de ellas definida positiva (a;). La energia cinética T
adopta la forma:

V== (Mul + Aaud + ..+ Aul) (2.207)

2

—— 2
1l fds\ 1, >
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Las ecuaciones de movimiento se simplifican, pasando a ser ecuaciones diferenciales de segundo orden
independientes para cada coordenada:

1-/;1 + )\1’&1 :O,

(2.209)
un + /\n'un =0,
de solucidn,
ui:A,'COS\//\_@'Zf—i-BZ'SGH\/)\_Z't,izl,...,n, (2.210)

con A; y B;, constantes de integracién.
Hay que distinguir dos casos:

1. Todas las \; son positivas.

El sistema oscila alrededor del punto de equilibrio P que es un minimo del potencial, dado
que (2.175) es una forma cuadrética definida positiva al ser todos sus autovalores positivos. Las
oscilaciones ocurren a lo largo de los eje principales, con frecuencias v; = v/, y se superponen en
modos normales (por ser cada vibracién independiente una de la otra), dando lugar al movimiento
total. Las v; cambian de eje a eje y se habla del espectro de vibraciones normales. En este caso
hablamos de equilibrio estable.

Como ya se ha indicado, el requisito de que (2.175) sea una forma cuadratica positiva no es ne-
cesario en las demostraciones anteriores donde sélo se ha considerado a;;, como forma cuadratica
definida positiva.

2. Al menos una de las raices caracteristicas \; es negativa o nula.

Esto ocurre cuando la forma (2.175) no es definida positiva. En este caso sea A; < 0, entonces
definimos v; = \/—M\;, y resolviendo la ecuacién de movimiento correspondiente de (2.209),
tenemos:

u; = Ae”i' + Be " (2.211)

Es decir, deja de ser una solucién periddica y tiene un comportamiento exponencial. EI mas
minimo impulso a lo largo del j-ésimo eje (\; < 0) es suficiente para producir un movimiento
que se aleja exponencialmente del punto de equilibrio con el tiempo. En este caso hablamos de
equilibrio inestable.'?

2Para v; = 0 entonces la solucién es u; = A;t + B;.
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Capitulo 3

Teoria de Hamilton

3.1. Transformaciones de Legendre

El matematico francés Legendre (1752-1833) descubrié una importante transformacién en sus estu-
dios conectados con la solucién de ecuaciones diferenciales.

Sea F' una funcién de n variables uq,...,u,, y v1,...,v, sus derivadas:
oF
i = . 3.1
U= S (3.1)
Asumimos que el Hessiano:
O*F
0. 3.2

Lo que garantiza la independencia de las variables v;. En este caso las ecuaciones (3.1) son invertibles
y podemos obtener:

v; =0 (Ur, .. uy), Uy =ui(vr, .., ) (3.3)

Definamos una nueva funcién G
Gor,. .., vn) = Y ui(v)v; — Flu(v)) . (3.4)
i=1

donde las variables wu; estdn dadas en funcién de las v;. Consideremos una variacién infinitesimal
arbitraria de las v;. En ese caso:

0G = 3 g—iavi = ;(uiévi + dugv;) — OF (3.5)
= OF
— ; [uiévi + <vz~ — aw) 5uz} , (3.6)
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y por (3.1), tenemos que:
oG
8Ui N
Este resultado, junto con (3.1), expresa una clara dualidad de las transformaciones de Legendre, por lo
que éstas reciben el nombre de transformaciones duales. El siguiente esquema muestra esta dualidad:

(T (3.7)

Sistema anterior Nuevo sistema
Variables: uy,...,u, Vlyevvy Un
Funcién:  F = F(uy,...,uy,) G=G(vy,...,v,)
(3.8)
v; = g—fz_ (a) u; = g—g
G=> uvi—F (b F=% uv—-G
G=G(vy,...,v,) (¢ F=F(u,...,u,)

La transformacion es enteramente simétrica. Podriamos intercambiar nuevo por viejo e ir de derecha a
izquierda.

Consideremos a continuacién la siguiente extension de las transformaciones de Legendre presentadas
hasta ahora. Para ello supongamos que nuestra funciéon F' es una funcién de dos conjuntos de variables,

F=F(wy,...,wp;ug, ... uy,),

y realicemos la transformacién de Legendre sélo sobre el conjunto de variables u;. En ese caso:
n
G(wy, ..., Wi U1, ..y V) = E wv; — F . (3.9)
i=1

Notemos que la nueva funcién GG, también contiene al conjunto de variables que no intervienen en la
transformacion. A estas variables las llamamos variables pasivas, mientras a las variables que si inter-
vienen las llamamos variables activas. De nuevo, considerando una variacion infinitesimal arbitraria de
las variables w; y v;, tenemos,

G-y {&jiui N (Ui _ a_F) m} = OF s: (3.10)

=1 =1

y teniendo en cuenta (3.1), que cancela los términos proporcionales a Ju;, resulta:

oG _ G __oF

T — S A1
8Ui i aU)j (9wj (3 )

3.2. Transformaciones de Legendre aplicadas al Lagran-
giano

Apliquemos ahora las transformaciones de Legendre a la funcién Lagrangiana:

L:L(le'--7Qn7Q1>"'aqnat> 5 (312)

67



Mecdnica Tedrica José A. Oller

tomando como variables activas las velocidades generalizadas (n variables), mientras que las variables
pasivas serdn las coordenadas generalizadas y el tiempo (n + 1 variables).

Siguiendo el procedimiento establecido en la seccién anterior relativo a las transformaciones de
Legendre, tenemos por tanto que:

1. Introducir nuevas variables, “momentos generalizados” o simplemente “momentos”:

oL
;= — . 3.13
=g (3.13)
2. Introducir la nueva funcién, que denotamos por H y la llamamos Hamiltoniano
H=> pigi—L. (3.14)
i=1
3. Expresar la funcién H como funcién de las coordenadas y momentos,
H:H(Qlu"'7Qn7p17"'7pn7t) 9 (315)

donde empleando la definicién de las nuevas variables p; (3.13), se expresan las derivadas ¢; =

A modo de resumen, y para mostrar la dualidad entre Lagrangiano y Hamiltoniano, presentamos el
esquema:

Sistema anterior Nuevo sistema
Funcién: L= L(q,q,t) H = H(q,p,t)
Variables activas: velocidades, ¢; momentos, p;
Variables pasivas: g¢;, t g, t (3.16)
_ oL ) |
bi = 5q ' 4 = 3p, '
H:ZipiQi_L LIZiPin—H
H = H(q,p,1) L=1L(q,q,t)
En este caso, para las variables pasivas tenemos:
oL OH oL OH
- _ L == (3.17)
Debemos tener en cuenta que para que (3.13) sea invertible se requiere que:
0%L
—— 1| #0 . (3.18)
Haqz‘a%‘
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3.3. Ecuaciones canonicas

De la transformacién de Legendre hemos obtenido:

0H
“= 3, (3.19)
Pero ademas de (3.17) tenemos:
oL OH
b dq; dq; ( )
Es decir, surgen 2n ecuaciones diferenciales de primer orden:
OH OH
= . p=— , 3.21
E Ip; P Iqi ( )
que se denominan ecuaciones canonicas de Hamilton o simplemente ecuaciones candnicas.
Las relaciones duales:
oL OH
i = o, (i = ) 3.22
Pi= g 6= (3.22)

no expresan ninguna ley de movimiento. Simplemente expresan los momentos en términos de las
velocidades y viceversa. Las ecuaciones de Lagrange estdn contenidas en:

OH
dq; '

pi = (3.23)

Ejemplo.- El oscilador arménico unidimensional.

Lagrangiano:

1 2 1 2,2

L= im:t — Emw T,
oL . . D
p=—=mi=1T="—.
0% m
Hamiltoniano:
2 2 2
. p p 1 2 2 p 1 2 2
H = - L= — 4+ - =—+ = .
b m am M Ty, TR
Ecuaciones candnicas de Hamilton:
i’—aL—p ) = 8[—[_ mw?x
9p om’ b=, = '
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Y dado que:
P =mi=mi=—mwzx
Tenemos:
i+ w'r =0

Que es justamente la ecuacién de Lagrange.

Esquematicamente, la transformacién de Legendre dando lugar al Hamiltoniano ha implicado:

e 2n ecuaciones diferenciales de primer orden en el tiempo.

e Las derivadas sélo aparecen ahora a la izquierda de las ecuaciones:

OH . OH

pi:_a_qi7 %Ia—pi-

e Se duplica la dimensién del espacio de variables n — 2n, ¢; — ¢;, p;. Pasamos asi del espacio
de configuraciéon al denominado espacio de fases, asociado con la formulacién Hamiltoniano de
la mecanica clasica.

e El espacio de fases, al disponer del doble de dimensiones que el espacio de configuracién, plantea
la posibilidad de ampliar el conjunto de transformaciones posibles sobre un sistema mecanico
mas alld de las transformaciones de punto de la mecdnica Lagrangiana asociada al espacio de
configuracién.

3.3.1. Notas
e El paso de n variables a 2n variables, podria realizarse de muchos modos, por ejemplo:

Sa = Qu,a=1....n (3.24)
Sa = Qa—n, ax=n+1....2n. (3.25)

De esta forma, las ecuaciones de Lagrange:

4oL oL _
dt 0Sesn 0S4 N

0,a=1,...,n, (3.26)

SCV n — Sa o = 1 oo, n 3.2l
+ Y ) Y Y

dan lugar a 2n ecuaciones diferenciales de primer orden en t, equivalentes a las ecuaciones
de Lagrange. Sin embargo, las nuevas variables introducidas en (3.25) no cumplen el objetivo
fundamental de dar lugar a transformaciones en 2n variables mas alld de las transformaciones
de punto de la mecanica de Lagrange, y en las que se mantengan ecuaciones de movimiento
del mismo tipo (3.26) y (3.27) que en las variables originales. Este proceso ha sido una simple
reescritura de las ecuaciones de la mecdnica Lagrangiana.
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e El Hamiltoniano depende de las coordenadas generalizadas empleadas para su célculo (no asi el
Lagrangiano que es invariante).

e Consecuencia de las ecuaciones candnicas (3.21) es la siguiente expresién para la dependencia
temporal de H:

dH OH . OH.\ O0H oH 0L
N (2, f ) et o8 2
dt Z (3qi it o pz) Yo T T w (3.28)

4 oL — 9L(g,4,1)
Téngase en cuenta que 5t = ot |q7p,t

dependencia temporal explicita.

. Asi H es una constante sélo si L(q,q,t) no tiene

e H no siempre serd equivalente a la energia total del sistema. Podemos decir que H es igual a
E=T+YV, sélosidado L =T —V, T es una funcién homogénea cuadratica en las velocidades.
Cuando el sistema no es aislado puede ocurrir que H no sea la energia total del sistema ya que su
variacién no sera igual, en general, al trabajo realizado sobre el sistema por las fuerzas externas
al mismo. Presentaremos varios ejemplos en los ejercicios.

3.4. La integral canodnica

El par de ecuaciones (3.21), poseen un doble origen. El primer conjunto, proviene de la transformacién
de Legendre y puede considerarse como una definicién implicita de los momentos p;. El segundo conjunto
de ecuaciones es consecuencia del principio variacional de Hamilton. La simetria del conjunto completo
de ecuaciones sugiere que pueden ser deducidas de un unico principio.

Recordemos la accidn,

to
S:/ L(Q17‘"7Qn7q1a"->q‘n7t)dta (329)
t1

a partir de la cual, e invocando el principio de Hamilton, se determina el movimiento real del sistema
tal que haga estacionario dicho funcional, 6.5 = 0 con las condiciones de que dq(t1) = dq(t2) = 0. De
(3.16) podemos también escribir:

i=1

y una vez eliminados los p;, al ser expresados como funciones de los ¢;, ¢; y t, a partir de (3.13),
tomar variaciones en (3.29) respecto a cambios en ¢;. Sin embargo, no es necesario proceder asi, ya
que la variacién de L respecto a un cambio de p;(q, ¢,t) es idénticamente nula para cualquier posible
trayectoria:

a OH - OH
0L = Z 0piqs — -—0p; = Z (q}; - —> op; =0, (3.31)
i—1 op; Op;

i=1
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debido a la propia definicién de transformacién de Legendre, mas explicitamente:

. 0H(g,p.1)

i o, (@@t =0 - (3.32)

Asi en el célculo de 0.5, una variacién de p;(q, ¢, t) es cero, y por tanto tomaremos variaciones arbitrarias
en los p; junto con las variaciones de las ¢; para la forma del Lagrangiano dada en (3.30). A partir
de (3.21) y (3.30) tenemos:

to n
tr Li=1

que recibe el nombre de integral candnica y que, imponiendo el principio de Hamilton, se llega a que
el movimiento real del sistema debe cumplir:

Pl (. 0H - . oH
6S = / [Z <Qi - %) opi + Z (pz'&h — 8—q59i)] dt=0. (3.34)
t1 i=1 v i=1 ¢

Este es nuestro nuevo problema variacional con 2n variables. Integrando por partes en (3.34) y recor-
dando que dq(t1) = dq(t2) = 0, tenemos:

2| H - H
S = / [Z (q - g ) opi— Y (p'i + g—> 5q,~] dt =0 . (3.35)
t1 Di qi

=1 =1

El primer sumatorio de la derecha se anula idénticamente debido a (3.32), mientras que los factores
que multiplican las variaciones arbitrarias e independientes de los d¢; se deben anular uno a uno, dando
lugar al segundo conjunto de ecuaciones candnicas.

No obstante, llegados a (3.35), podemos igualmente considerar el hecho de hacer estacionaria (3.33)
respecto a variaciones arbitrarias de p; y ¢;, tal que d¢q(t;) = 0q(t2) = 0, como un nuevo principio
variacional del que deducir las ecuaciones candnicas, independientemente del principio de Hamilton
ligado a la formulacién Lagrangiana de la mecanica. Asi, a partir de (3.35) llegamos de nuevo a las
ecuaciones candnicas:

_8H _‘__8H
B Op; P dq;

g (3.36)

sin suponer que H proceda de hecho de un Lagrangiano mediante una transformacién de Legendre,
con lo que (3.32) aparece ahora como una ecuacién de movimiento mas. De este modo se pone en pie
de igualdad la formulacién Hamiltoniana y la formulacién Lagrangiana de la mecanica.

Notemos que a cada coordenada g; le corresponde un momento py, es decir las variables se agrupan

€n pares:
(Q1>,(QQ>,...,(Q"). (3.37)
b b2 Pn
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7 i - - " aL [
Por esta razén a cada par (g, px) se les llama ‘"variables conjugadas”, y a p, = N el “momento
dk
conjugado” de gy.

Fijémonos que hemos llegado a ecuaciones de movimiento de la forma:

OH
QZ:fl q17"'7Qnap17"-7pn7t = )
( ) o,

) ( 0 0H
Pi=3gi\q1,---,qn; P15+ .-, Pn, = - .
dq;

Sin embargo, lo restrictivo en las ecuaciones candnicas es que las f; y g; son obtenidas por derivacién
de una Unica funcién, H(q,p,t).

Podemos explicitar el hecho de que las variables aparezcan en pares en las ecuaciones candnicas
introduciendo las variables complejas:

_ Bt 1Dk qr — 1Pk

En ese caso el par de ecuaciones (3.36) puede sustituirse por la tnica ecuacién:
— == i 3.39
idt ouy ( )
Comprobémosio:
T — = = — . 3.40
ou; g Ou;  Opg Ouff V2 (G +ipr) idt (3.40)

En el desarrollo anterior se ha tenido en cuenta que,

L (g + uf) A
= —(urtug) , pp=—7= U —uy) ,
gk \/5 k k Pk z\/§ k k

O _ 1 Op 1

ouy; V2 ouf iv2

ademads de las ecuaciones candnicas (3.36).
Dada la dualidad de una transformacién de Legendre, a cada problema Hamiltoniano le corresponde
un problema Lagrangiano, segtin se reflej6 en (3.16). Para ello, se expresan los momentos p; en funcidn

. . : H o
de ¢, ¢ y t a partir de p; = —, y los sustituimos en

Ip;’
A partir de este Lagrangiano obtenemos entonces las correspondientes ecuaciones de Lagrange.

73



Mecdnica Tedrica José A. Oller

Notacién: Las ecuaciones candnicas se pueden expresar de un modo mas compacto empleando la
notacion,

o = Qo ,a=1,...,n,

fa = Pan,x=n+1,....2n. (3.42)
Introducimos la matriz:
@’I'L H’I’L
['= , 3.43

donde I,, representa la matriz unidad de orden n, y ©,, la matriz nula de orden n. I' es una matriz
2n X 2n, cuyos elementos denotaremos por 7,3. Es directo comprobar que las ecuaciones candnicas
(3.36) se pueden expresar como:

2n
: OH
§a =D Napr— (3.44)
; 9¢s
Hay que familiarizarse con ambas notaciones, (¢,p) y &a.

Estudiemos las siguientes propiedades de la matriz I', que nos serdn Utiles para el desarrollo del
tema. Comenzamos con dos propiedades obvias a partir de (3.43):

1. I es ortonormal, I'T' =T'T" =1, o en componentes:

Z YapYap = Zﬁma’ypa = 6[3/) .

2. T es antisimétrica, T+ T =0,
YaB8 = —VBa - (345)

3. El determinante de I" es la unidad, ya que:

. 2 : 01...0nOn+1---02n,
det F - 61 ...... nn+l..... 2n ,Y].O'l tt W/nan’y(n+1)0'7z+l te 7277/0'271, .
g

De (3.43) es obvio que sélo contribuye la permutacién: oy = n+ 1,00 = n+2,...,0, =
2n 5 opy1 = 1,040 = 2,...,09, = n. La signatura de dicha permutacién es (—1)" que
multiplicada por (—1)", que resulta de la multiplicacién de los elementos de menos la matriz
identidad comprendida entre las filas n + 1y 2n, y columnas 1 y n, nos da 1.
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3.5. Los corchetes de Poisson

Apliquemos esta nueva notacién para analizar la dependencia temporal de una variable candnica
arbitraria. Sea ' = F'(£,t), una funcién que depende de las variables dindmicas &, y del tiempo. La
evolucién temporal de F' viene dada por:

dF _ OF

dF _ OF ; +0_F OF  OH _OF
dt 08,

ot~ oc. g, T e (3.46)

donde hemos empleado las ecuaciones candnicas. Ademds en lo que queda de tema se emplea el
convenio de Einstein para sumar sobre indices repetidos. Si analizamos el primer sumando:

OF OH z":(aFaH OF OH

or  OH _ _ —[FH] 3.47
T G o o, aqi) IF H] (3.47)

i=1

que se denomina corchete de Poisson de F'y H. En general dadas dos variables dindmicas cualesquiera
su corchete de Poisson se define como:

OR 0SS OROJS OROS

R,S] = . — - . 3.48
5= 56,7098 ~ 940 0pa 00 0, (3:45)
Asi la expresion (3.46) se puede reescribir como:
dF OF
—=|FH + — . 3.49
L+ (3.49)
Si = F(£), es decir, no depende explicitamente del tiempo:
dF
— = |FH]| . 3.50
=R (3.50)
En particular, si F' = &,,
: OH
o = o, H = Yap— 3.51
o H] = 055, (3.51)
y recuperamos (3.44).
3.5.1. Propiedades de los corchetes de Poisson
1. Linealidad:
[aS + BR,T] = a[S,T]+ B[R, T] (3.52)
2. Antisimetria:

de donde se deduce, junto con 1, que [S, o1 + BU| = a[S,T| + B[S, U] .
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3. Regla del producto:

[S,RT] = [S,R]T + R[S, T] , (3.54)

propiedad andloga a la derivacién de un producto de funciones, si consideramos S como el
operador derivada en la analogia. Demostracion.-

9S  O(RT) S OR

S, RT| = o = o T+
5 RT) = e 0o g, = ag. g,
0S oT
+ R—~ps— =|[S,R|T + R[S, T] .
5 g, = 1S RIT+ RIS, 7]
4. La identidad de Jacobi:
(R, [S,T]] + [S,[T,R]| + [T, [R, S]] = (3.55)
Demostracion.-
OR 0 oS oT
R[S, TN = 2 Yapr— | 5o tmpre ) =
RIT] = S (e ) ’
E)R7 0?8 y oT 8R/y 857 0°T
A T L T L TR T T
85 82T OR 0S5 8T 82
S, [T,R o 5 T e e b
oT 0’R os oT OR 0%S
[T,[R, S]] = (c)

€, " gz, " OE, T 0E, 0 0E, " D S0€,

Al sumar los tres corchetes, la suma se cancela a pares. A modo de ejemplo, observemos cémo
se anulan el primer sumando de (a) y el segundo sumando de (c):

OR 028 oT oT OR 028

A T T T T T T T
_OR_ S 9T OR PSS  OT _

0, " OE, 06, "7 0g, 08, " 950, P L, 550
_OROS  OT R OS  OT |
¢, " OE,0E, T ogs  9€, " €065 " OE,

_OROS OT _OR - O'S OT

9, " 9,06, “Togs O, " OE,DE, " DE

Donde hemos utilizado que I' es antisimétrica. De forma equivalente se calcula para los otros

pares de sumandos.
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5. Regla de la cadena:

Sea 1, = 14(§, 1), y siendo esta relacién invertible, se tiene entonces:

OoR oS
R, S = — [Na,mg] — . 3.57
(R, S] on. N> 5] s (3.57)
Demostracién.-
R _OR. 95 0RO, onos oR, 05
T 06,08, T o, 06, ags oy am, ™ By
6. Corchetes fundamentales:

[gaufﬁ] = Y8 - (358)

En la notacién (¢, p),
9i: 451 = [pi, 0] = 0, (3.59)
(9, pi] = dij - (3.60)

7. Si Ry S son constantes de movimiento (dR/dt = 0 y dS/dt = 0), entonces [R, S] es otra
constante de movimiento.

Demostracion.-
Lip s = k8 H+ 2R s
dt 9 - 9 ) 8t 9 )
en virtud de (3.49). Por la identidad de Jacobi (3.55) ,
HR’ S] >H] - = HS’ H]aR] - HH>R] 75] )
y tenemos,
LR 8= (R[S, H] + [[R, H], S|+ 2[R, §] =
dt 9 - 9 ) ) 9 815 9 -
oS OR
= {R, [S, H| +§] + [[R,H] +§’5] =0,
ya que,
0 0 [ OR oS 0’R oS
a1 = g7 (G g, = e g,
OR 0S8 OR oS
— V= = | — — 61
y por hipdtesis,
dR OR dsS 0S
%—[R,H]+§—O, E_[S’H]+E_O' (3.62)
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3.6. El teorema de los corchetes de Poisson

Las ecuaciones de movimiento candnicas se han generado a partir del Hamiltoniano H(§,t):

. OH
§

o= e, - (3.63)

Pero podriamos pensar en ecuaciones de movimiento mas generales:

ga - 1/)04(57 t) ) (3.64)
en los que no hubiere una funcién H(¢,t) tal que:

OH

'wa - Vaﬁa_é.ﬁ .

(3.65)

El problema que nos planteamos es averiguar cuando existe tal Hamiltoniano.

Teorema de los corchetes de Poisson

Sean &,(t) la evolucion de un sistema en el espacio de fases. Esta evolucion viene generada por algin
Hamiltoniano H ({,t) si' y sélo si para cada par de variables dindamicas arbitrarias R({,t) y S(&,t), se
satisface la relacion:

d . )
7 [R,S] =[R,S]+ [R,S] . (3.66)
Demostracion.-

Condicién Necesaria

Supongamos que la evolucién temporal viene generada por H(&,t). Entonces de (3.49) tenemos:

d 0
2 [R5 =[[R,S], H] + = [k, 5] .

Utilizando la identidad de Jacobi:
[[Rv S] 7H] = - HSv H] 7R] - HH7R] 75] = [Rv [S7H]] + [[Ru H],S] )

y teniendo en cuenta (3.61), llegamos a que efectivamente,

%[R, S) = [[R, H],S] +[R,[S, H|] + [%,5] n [R, Z_ﬂ _
- {[R,H] + %,S} + {R, S, H] + %} 7
y por tanto,
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Condicidén Suficiente

Nos preguntamos ahora si existe la funcién H tal que:

0oH _¢
(9£ aYag

relacién que es equivalente a (3.64) y a (3.65). Para ello se ha de satisfacer la condicién de integrabilidad:

8on o aXﬁ
fa’yaﬁa ag aga .

En ese caso podremos asegurar que existe una funcién H (¢, t) tal que:

_om
Xa—aga-

Comprobemos que éste es el caso:

d . .
[gaagﬁ] dt'yaﬁ = |:£oc7£ﬁi| + |:£Oc7§,3:| =

8¢a Ve 8€ﬁ et aga Vuret 3%&

85;1 65/\ afu 85)\

_ W 3¢

Multiplicando esta dltima ecuacién por 7,,7s, y sumando, se tiene:

M Mg
ap s o ap Ja\ 7~ O':O'
Y. pagu VuBVBo + Vap? )‘85)\ R

Teniendo en cuenta que I' es ortonormal y antisimétrica, tenemos que:

31% awﬂ o
e, g, 0 e

Puesto que,

Xp = ¢a’7ap s Xo = @Z)ﬁ’}/ﬁa )

vemos que se satisface la condicién de integrabilidad a partir de (3.67):

N _ Ne
o€ 0,

Ejemplo.- Consideremos las ecuaciones:
q=pq, p=-pq .
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Si este movimiento fuese generado por un Hamiltoniano:

,_8H_ . GH_
q—ap—anp— @q_ pq,
de donde se deduce,
oH B OH B

Las derivadas cruzadas son por tanto,

O*H  0*H
opog T agop 1

iLas derivadas cruzadas no son iguales y por tanto no hay tal Hamiltoniano!
Veamos que en este ejemplo no se cumple (3.66):

%[q,p] =0
[4,p] +[¢,2] = Ipg;pl —Ila,pq) = —1[p,pdl —la,pal =p—q#0,

y por tanto, en virtud del teorema de los paréntesis de Poisson, no existe tal Hamiltoniano.
Corolarios

1. Sean &,(t) la evolucién de un sistema en el espacio de fases. Esta evolucién viene generada por
algiin Hamiltoniano H(,t) si y sélo si,

5,6l = 0= i 5] + 60, 6s] (3.68)

cona, B=1,...,2n.
La demostracién de que es condicién necesaria es andloga a la realizada para el teorema de los
corchetes de Poisson, sustituyendo R — &, y S — &g. En cuanto a que es condicién suficiente,
la demostracién es exactamente la misma que la realizada para el teorema anterior.

2. Si Ry S son constantes de movimiento, entonces [R, S| es una nueva constante de movimiento

Demostracién.-

%[R, S = [R, 5] +[R, ] = 0= [R, S] = cte.
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3.7. El espacio de fases y el fluido de fases

En Mecanica Lagrangiana hemos trabajado en el espacio de configuracién, donde n coordenadas
generalizadas definen univocamente la posicién del sistema.

En mecdnica Hamiltoniana trabajamos en un espacio en el que conservamos las n coordenadas
generalizas, pero anadimos los n momentos p;. Es decir, estamos en un espacio 2n-dimensional, en
el que cada punto define univocamente el estado del sistema. El fisico americano Gibbs llamé a este
(q,p) espacio de 2n dimensiones, el espacio de fases.

Matematicamente, dado que las ecuaciones candnicas son de primer orden, en mecanica Hamilto-
niana tenemos que:

q = fl(q?a s 7q7017p?7 s 7p917t> 9
es decir, fijado el punto inicial en el espacio de fases el movimiento subsiguiente queda completamente
fijado. Pero ademds, dado que para cada estado inicial hay un movimiento Unico,

@ = q;(q(t),p(t),t)
P =i (q(t), p(t),t)

es decir, las relaciones (3.69) son invertibles.

Por otra parte, si aifadimos el tiempo como variable adicional, tenemos un espacio de 2n + 1
dimensiones llamado el espacio de los estados, en el que las curvas no se cruzan. Dicho espacio se
puede “visualizar” anadiendo una dimensién ortogonal al resto de 2n dimensiones candnicas asociada
al tiempo. En el espacio de los estados dadas unas condiciones iniciales (qo, po) €l sistema describe un
movimiento determinado que viene dado por una curva en dicho espacio, tal que las curvas no se cruzan
para distintas condiciones iniciales. De este modo, el conjunto de todo movimiento posible del sistema
queda completamente geometrizado como un conjunto infinito de curvas que no se entrecruzan y que
llenan el espacio de 2n + 1 dimensiones. Esto no ocurre en el espacio de configuracién, ya que cada
punto de este espacio n-dimensional sélo fija la posicidn pero no las velocidades.

La imagen geométrica y analitica del espacio de fases para un sistema cerrado estd en completa
analogia con el movimiento de un fluido en tres dimensiones, donde las lineas de flujo no se entrecruzan
en el transcurso del tiempo. En hidrodindmica tenemos dos descripciones posibles, “descripcion de
particula” y “descripcién de campo”. En la descripcion de particula se sigue el movimiento individual
de cada particula del fluido y se da su posicién en funcién del tiempo y de cierta posicién inicial:

Tr = 'T(an Yo, ZOat) )
Yy = y<x0a Yo, <0, t) ) (370)

z = Z(:COJ Yo, =0, t) .
Por otra parte, se define el “campo de velocidades” como:

. odx . dy . dz
r = — Y=

81



Mecdnica Tedrica José A. Oller

Resolviendo (3.70), se obtiene xg, yo y 2o en funcién de z, y, z, t, y sustituyendo en (3.71) tenemos,

T = u(x,y,z,t),

= U(x’ y? Z’ t) Y
2 = w(zr,y,zt), (3.72)

que es la llamada “descripcion de campo”.

Podemos pasar de una descripcién a otra. Ya hemos visto como es el paso de la descripcién de
particula a la de campo. Si tenemos las ecuaciones de campo, éstas se integran y obtenemos la des-
cripcién de particula. Ambos formalismos son equivalentes.

Esta imagen hidrodindmica se traslada directamente al espacio de fases. La unica diferencia es
que en lugar de un espacio 3-dimensional tenemos un espacio 2n-dimensional (g, p) con el campo de
velocidades dado por:

0OH 0OH
.Z-:—7 .i:__7.:]'""7 ; 373
! Op; P dq ' " ( )
de forma equivalente:
: 0H
o =Yap=—,a=1,....2n. 3.74
5 9E, (3.74)

Esta analogia entre el movimiento de un sistema en el espacio de fases y el movimiento de un fluido
hace que al primero también se le denomine movimiento del fluido de fase.

El movimiento de un fluido se dice que es estacionario si el campo de velocidades no depende
explicitamente del tiempo, es decir, en un punto dado la velocidad no depende del tiempo. Esto ocurre
en el espacio de fases si H no depende explicitamente del tiempo H = H(q1,. .., Gn,P1s--->Dn)-
Asi podemos decir que el fluido de fase asociado a un sistema conservativo esta en un estado estacionario
de movimiento.

El teorema de conservacién de la energia en los sistemas conservativos, H = FE, posee una interpre-
tacién geométrica en conexién con el movimiento del fluido de fase. La ecuacién:

H(le“'aqnapla"'7pn):E7 (375)

representa una superficie del espacio de fases 2n-dimensional. Si la constante E asume valores arbitrarios
obtenemos una familia infinita de superficies que llena el espacio. Asi, un fluido de fases que comienza
su movimiento en una determinada superficie de energia se mantiene contenido en dicha superficie.

3.8. El teorema de Liouville

Es muy ilustrativo seguir con la analogia hidrodindmica. Un fluido se dice que es “incompresible”
si el volumen de una porcién arbitraria del fluido se mantiene constante a lo largo del movimiento del
mismo, aun cuando la forma de dicha porcién cambie con el tiempo.

Sea
/ dxodyodZQ y (376)
Ro
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el volumen contenido en la regién R, de R3, y sea
/ drdydz | (3.77)
R(t)

el volumen de la regién R(t), que es la regidn evolucionada temporalmente de Ry. Para que el volumen
sea el mismo es necesario y suficiente que el médulo del Jacobiano de la transformacién

(%0, Y0, 20) = ((1),y(1), 2(1)) , (3.78)

tenga mddulo unidad. Esta es la condicién necesaria y suficiente para un fluido incompresible en la
descripcion de particula.

Descripcion de campo. Veamos de forma sencilla que la condiciéon de incompresibilidad es en este
caso:

-, Ou Ov OJOw

Vi= —+ —+—

or Oy 0z

Para ello, téngase en cuenta que la variaciéon del volumen V' encerrado por una superficie S en un
intervalo dt debido al movimiento de las particulas, cuyas lineas de evolucién forman la superficie .S,

€s:

~0. (3.79)

AV = dt / vdS =dt | Videdydz | (3.80)
S Rs
como dV = 0 para un fluido incompresible, sea cual sea la superficie .S, se sigue (3.79).

En el fluido de fases el volumen de una cierta region viene dado por la generalizacién a 2n dimensiones
de (3.77),

o= /dq1 ...dgudp; . . .dp, , (3.81)
y se mantiene constante a lo largo del movimiento del fluido de fases ya que:
=~ (04  Op [ o*H  o*H
’ ; (8%’ * (92%) ; (afhapi Op;i0g; 7 ( )

donde se han empleado las ecuaciones candnicas (3.36). Este resultado es equivalente a afirmar que e/
flujo total del fluido de fases, tomado para cualquier superficie cerrada del espacio de fases, es siempre
cero. El hecho de que el fluido de fases se mueva como un fluido incompresible fue descubierto por
Liouville en 1838 y se conoce como el teorema de Liouville. En la seccién 4.6 veremos otra demostracién
de este teorema en correspondencia con la descripcion de particula del fluido de fases.

El teorema de Liouville, nos ha llevado a la ley de conservacidon del volumen encerrado por una
superficie; aunque la regidén se deforme, su volumen permanece invariante durante el movimiento,
o = cte.

Poincaré llamé “invariante integral” a cualquier integral asociada al espacio de fase que se mantuviera
constante a lo largo del movimiento del sistema.

Ya hemos visto que el volumen o de un fragmento del espacio de fases, es un ejemplo de tales
invariantes integrales. Otro ejemplo es /a circulacién.
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A \ .

Figura 3.1: Evolucién temporal de la curva L, en el espacio de fases.

3.9. El teorema de la circulacion de Helmholtz

t2
S :/ Ldt
t1

entonces a lo largo de la trayectoria real del sistema la variacién de la accién es:

5S = [ OL s,

Tomemos la accidn:

= Odi

to n to
[ pi5Qi] ; (3.83)
=1 t1

t1

para cualquier variacién de ¢; y p;.

Dibujemos una curva cerrada arbitraria L1 en el espacio de fases en un cierto tiempo t;. En t = ¢,
esta curva evoluciona a Ly. También vemos de la figura (3.1) que My — My y Ny — Ny. Si My, Ny,
estan infinitesimalmente préximos en t; asi lo estaran M, y Ny en t9, con to — t1 un intervalo finito.
Una curva la podemos describir por:

con 7 un pardmetro. A lo largo de la curva cerrada, ver figura (3.1), se calcula la integral:
= %Zpidqi = priquT , (3.85)
i=1 i=1
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dg;
dr o - e y

Veamos que I' es un invariante de movimiento. Para dos curvas infinitesimalmente proximas en el
espacio de los estados, de (3.83) tenemos:

con ¢ =

n t2
dS = S [MpMy) — S [NoNy] = | " padas| (3.86)
=1

t1

Integrando esta ecuacidén entre dos puntos 7, y 7, obtenemos la variacién finita,
T2 N t2
=1 t

Si se da la vuelta completamente a L y a Ly, entonces AS es cero:

to

AS=0= j{Zpqui = é Zpid(h —j{ Zpid%‘ ; (3.88)
1=1

t 2 =1 Li=1

siendo t; y t5 dos instantes de tiempo arbitrarios. Por tanto,

]{Zpid%' =T = cte, (3.89)
i=1

con lo que la circulacién I' es una nueva invariante integral.

Helmholtz aplicé este teorema al movimiento de una particula en el espacio en tres dimensiones.
Aqui el espacio fasico tendria entonces 6 dimensiones. Podemos, no obstante, considerar sélo tres
dimensiones y a cada punto (z, y, z), para un cierto instante de tiempo, asociarle un vector de momento
lineal (p,,py, p.). Para tiempos posteriores este espacio, con el campo vectorial de momentos lineales
asociado, evoluciona segun las ecuaciones candnicas. De este modo, podemos tomar una curva cerrada
en el espacio ordinario y por el teorema de conservacion de la circulacién tenemos que:

= j{mﬁdf: cte. = /m (ﬁ X 17) ds (3.90)

es una constante a lo largo del movimiento de un fluido, cuyas lineas de flujo coinciden con las trayec-
torias posibles de la particula en el tiempo, en dicho espacio de configuracién extendido con un campo
vectorial de momentos lineales asociado. Si inicialmente I' = 0 para cualquier posible curva cerrada en
t = 0 en el espacio de configuracidén extendido, entonces no se generan vértices y el movimiento de
este fluido permanece libre de vértices, V x 7 =0.

3.10. Eliminacién de variables ignorables. La funcién de
Routh

El formalismo de Hamilton es especialmente adecuado para tratar con variables ciclicas o ignorables,
que ya fueron definidas en la seccién 2.13.
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Sea ¢,, una coordenada ignorable,

L(Qh -y 4n—1, q.h ce 7Qn7t) = H(Qla - qn-1,P1,-- -, Pn-1, Cn,t) ) (391)
con,
oL

Cp = %6, = p, = cte , (3.92)
ya que H, dado en (3.91), tampoco depende de ¢, y entonces,

. OH N ,

n — T3 Cp = Cte ,

P 94y

OH
. _ on 3.93
g % (3.93)

De este modo el formalismo Hamiltoniano es mas directo para tratar variables ignorables ya que ¢,
aparece ya despejado en funciéon del resto de las coordenadas y momentos. Asi, el problema queda

reducido a calcular ¢, (t) por simple integracién de (3.93), una vez que q1,...,¢n_1Y P1,---,Pn_1, S€
hayan obtenido como funciones del tiempo al resolver las ecuaciones candnicas,
OH OH
= . P = — ,i=1,...,n—1, 3.94
Gi=g 2P i (3.94)

que solo tnvolucran n — 1 grados de libertad.

En ocasiones es conveniente mantener un formalismo hibrido entre la dindmica de Lagrange y la de
Hamilton. Eso ocurre cuando en lugar de sustituir todas las velocidades generalizadas por sus impetus,
en la transformacién de Legendre que nos lleva de la dindmica de Lagrange a la de Hamilton, sélo
sustituimos algunas. Esto se consigue mediante /a funcién de Routh.

Sea el Lagrangiano:

L(q17 PN PPN ¢ RN I 7QH7QI7 s 7q‘9»q(9+17 s 7q.n7t) . (395)

Realizamos a continuacién una transformacién de Legendre tomando como variables activas (qsy1, - - -, Gn)
y variables pasivas (¢1, ..., qn), (¢1,--.,ds) y t. La funcion de Routh (o Routhiana) viene dada entonces
por:

n
R(Qla w5 s, Qst1y - - - 7Qn7q17~ .- 7q.saps+17 R 7pn7t) = Z qlpl —L (396)
i=s5+1

Realizando el esquema de la seccién 3.1:

Lagrangiano Funcién de Routh
Variables activas:  ¢si1,---,qn Dsils---sPn
Variables pasivas:  qi,...,¢qn;G1, -, 0sit Qs Gni Gy, Qs t (3.97)
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En este caso, para las variables pasivas tenemos:

oL 9R  OL  OR 9L _ OR

=, Z=-= . ==_-= 3.98
04 Iqi 9q; Jqi ot ot (3.98)
En cuanto a las ecuaciones de movimiento:
e Para las n — s lltimas variables, la funcién de Routh se comporta como un Hamiltoniano:
R R
'si:—a .si:_ ,izl,...,n—s. 3.99
ot Opsti Pat IGsti ( )
e Para las s primeras variables la funcién de Routh se comporta como un Lagrangiano:
d OR OR
——— ——=0,i=1,...,s. 3.100

Es especialmente dtil identificar las variables activas con variables ciclicas o ignorables y las pasivas
con aquellas coordenadas no ignorables. De este modo las variables activas (en la funcién de Routh
son momentos generalizados) son las constantes cgy1, ..., Cp:

R(q1,- -, Qs,G1y -+ 3 GQsy Cotly -y Cnst) (3.101)

Queda asi un problema de Lagrange con s-ecuaciones de segundo orden y una vez resuelto éste por
simple integracién de

OR
ori = i=1,...n—s, 3.102
firi = g =L n s (3102
tendremos q41(), ..., q.(t) (es decir, las coordenadas ciclicas).!

3.11. Forma paramétrica de las ecuaciones candnicas

Hemos visto como el concepto de “espacio de los estados” (espacio fasico junto con el tiempo),
geometriza completamente el problema del movimiento asociado con las ecuaciones candnicas. La
totalidad de las soluciones de las ecuaciones candnicas asociadas a un Hamiltoniano arbitrario se puede
ver como una familia infinita de curvas que no se intersectan y que llenan el espacio de los estados.

Sin embargo, mientras cada ¢; esta asociada a un momento conjugado p;, no ocurre lo mismo con el
tiempo t. Asi, en vez de considerar las coordenadas ¢; y los momentos generalizados p; como funciones
del tiempo ¢, consideraremos las variables conjugadas y el tiempo ¢ como funciones de un parametro
sin especificar 7, es decir, el tiempo pasa a ser considerado como una wvariable mecdanica mas.

1Obsérvesg la igualdad entre menos la funciéon de Routh para el caso discutido con variables ciclicas con el
Lagrangiano L de (2.137).
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El siguiente problema es formular las ecuaciones candénicas de Hamilton del movimiento considerando
el tiempo ¢t como una coordenada mas, ¢t = ¢,1. Tenemos entonces el siguiente conjunto de variables

conjugadas:
(Q1),(QQ>,...,<q"),<t). (3.103)
h b2 Pn 2

Teniendo ademds en cuenta que,

. dg  dgdr g

BT T drar v (3.104)
se sigue que la accién viene dada por:
S:/mL(ql,...,qn,an,/q—&, /qé e ?;‘ )q;HdT, (3.105)
1 nt+1 9ot dpt1
de modo que, /
— g;f) - ", (3.106)

donde la dltima igualdad se deduce tal y como hicimos para llegar a (2.148). El procedimiento habitual
para llegar a las ecuaciones candnicas no es aplicable en este caso. De hecho podemos ver que el
Hamiltoniano se cancela idénticamente. Para ello, tengamos en cuenta que el Lagrangiano:

¢ q,
L/:L(q17"'7Qn7qn+17 7 Yt /n >Q;L+1 ) (3107)
n+1 Qn+1
es una funciéon homogénea de grado uno en ¢;, i = 1,2,...,n + 1. Por lo tanto,
n+1
oL
= =1, 3.108
; Gog (3.108)
y COmo consecuencia,
n+1
H =Y pqg—L'=0. (3.109)
i=1

Asi, la integral candénica queda reducida a:

Ty n+1
S:/ > pigidr (3.110)
T =1

1

sin ninguna funcién Hamiltoniana. Pero, json todas las p; y ¢; constantes de movimiento.? No, obvia-
mente. Existen condiciones auxiliares en nuestro problema. No podemos despejar las ¢; en funcién de
los p; ya que los p; son invariantes bajo un cambio:

! !
q; — q;&
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puesto que:
/ /
/ q]_ qn / /
L'=1L (q17 <oy qns dnia, VR EREE /_> qn+1 - annJ,-l )
n+1 qn+1
y, por tanto, los momentos transformados son iguales a los originales,

d(aLl’) oL
d(ag)  Oq;

pi = (3.111)

Ahora bien, dado que las ecuaciones (3.111) no son invertibles, esto significa que no son independientes
entre si, es decir, debe existir una relacién entre los p;. En efecto, si tomamos ¢, ;1 = t, como hemos
visto p,.1 = pr = —H y H es funcidn del resto de variables canénicas,

Pn+1 = —-H ((]17 - qn+41,P15 - - - 7pn) y (3112)

con lo que p,,.1 no es una variable independiente. De este modo el presente problema variacional supone
hacer estacionario el funcional:

T2
S = / (p1q§ +... +pRQ:z +pn+1qzz+1) dr ) (3-113)

T1

con la condicién auxiliar:

Pnt1 = —H<Q1, co s Qny1,P1y - apn) . <31]‘4)

Si en la integral (3.113) sustituimos la ligadura (3.114) tenemos
T1

Imponiendo que la integral anterior sea estacionaria bajo variaciones de ¢, 11, con 6¢,+1(71) = d¢ni1(72) =
0, llegamos a que:

m dH 0OH
S =0= / (q; — - —) O¢ni1dT | (3.116)
T i dT aQn-l—l
deduciendo asi la conocida ecuacién de evolucién temporal del Hamiltoniano,
dH oH
—_— =0 3.117
dr aqn_H Ant1 ’ ( )
equivalente a
dH OH
— ——=0 3.118
dt ot ’ ( )
que derivamos en (3.28) como consecuencia de las ecuaciones candnicas asociadas a las variables
conjugadas (g, px), con k= 1,2,...,n, mientras que ahora surge como una ecuacién de movimiento

mas.
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Por otra parte (3.115) también la podemos escribir en la forma estdndar de la integral canédnica:

to
5=/ (P1g1 + .+ pade — H)dt (3.119)

t1

con lo que el resto de ecuaciones candnicas para i = 1,...,n, adicionales a (3.118), son las ecuaciones
candnicas (3.36).

Sin embargo, para mantener la mayor simetria posible entre los distintos pares de variables conjugadas
desde un punto de vista formal, no queremos particularizar la variable ¢, y es preferible escribir la
identidad existente ente las ¢; y las p; en la forma general:

K(Q17--~7Qn+17p17~--7pn+1):O- <3120)

Esta forma preserva la simetria de las 2n + 2 variables candnicas, sin tener preferencia por ninguna de
ellas.

El problema Hamiltoniano en forma paramétrica supone finalmente hacer estacionario el funcional
(3.113), bajo la condicién auxiliar (3.120). Podemos tratar la condicién auxiliar a través del método de
los multiplicadores de Lagrange, modificando la integral de la siguiente forma:

T n+1
S = / (Zpiq; - A(T)K> dr . (3.121)
1 =1

Si se desea podemos hacer A = 1 para una eleccién adecuada de la variable 7. En ese caso obtenemos

la integral variacional:
B o n+1
S = / (Zpiql/- — K) dr . (3.122)
i=1

T1

Que estd en forma candnica, excepto que ahora tenemos 2n + 2 variables candnicas en lugar de 2n. La
funcién K, el miembro izquierdo de (3.120), hace las veces de Hamiltoniano. Entonces, la formulacién
paramétrica de las ecuaciones candnicas da lugar a:

, oK
q, = a._
Opr,
=1,... 1. 12
o 0K k=1,....,n+ (3.123)
g oqe
Para la eleccidn especial de condicién auxiliar:
K:pn-l—l+H(q17'"7qn+17p17"'apn) ) (3124)
tenemos:
. oH
k — a.
Opr .
o _G_H k=1,...,n. (3.125)
g oq,
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Opn
oy = =1, (3.126)

Opni1
0K OH
b _ _ 3.127
pn+1 aQn—l—l aQn—l—l ( )

La ecuacién (3.126) implica que:

dqn—l—l dt
= —=1=t=r1+cte, 3.128
dr dr ( )
y, por tanto, (3.127) se reduce de nuevo a:
dH dH OH
dr — dt ot
En (3.128) hemos identificado ¢,,1 con t dado que por la condicién auxiliar (3.124), p,+1 = p;.

La formulacién general paramétrica (3.123) de las ecuaciones candnicas tiene grandes ventajas
tedricas y se puede considerar como la forma mds avanzada de las ecuaciones candnicas. Muestra
el papel de los sistemas conservativos desde una perspectiva nueva. Al tratar ¢ como una variable
dindmica todo sistema se torna en conservativo ya que K no depende de 7 en el espacio de fases
extendido (espacio de los estados). Asi el movimiento del fluido de fases es estacionario y toda particula
permanece en la superficie:

(3.129)

K = cte. (3.130)

De esta forma, la condicién auxiliar K = 0 se satisface permanentemente sélo si los valores iniciales
de ¢;, p;, coni=1,...,2n + 2, para 7, cumplen que K = 0.

La formulacién del principio de minima accién para sistemas conservativos por Euler y Lagrange
adquiere importancia renovada a la luz de la forma paramétrica de las ecuaciones candnicas. Recorde-
mos que este principio requiere la minimizacién de la integral de 27" con respecto al tiempo, con la
condicién auxiliar de que £ = T 4+ V = cte. para el movimiento del sistema. Si pasamos del espacio
de configuracion al espacio de fases, el principio de Hamilton se puede expresar en hacer estacionario
el funcional:

T2
5:/ (P1ay + -+ pagy) dr (3.131)

1

con la condicién auxiliar:
H-FE=0. (3.132)

Notemos que no es un aspecto trivial (o por lo menos no lo es para el que escribe) pasar de un principio
variacional en el espacio de configuracién al correspondiente principio variacional en el espacio de fases
y de hecho el integrando en (3.131), 27", puede adoptar muchas formas como funcién de p; y ¢;, dando
lugar a priori a distintos problemas de buscar extremos.

Para ver que (3.131) es de hecho correcto, consideremos el problema variacional expresado por las
ecuaciones candnicas paramétricas que requiere hacer estacionario el funcional:

S = / (p1dh + - -+ Do)y + Prs1ys) d7 (3.133)

1
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con la condicién auxiliar:
K=0. (3.134)

Para sistemas conservativos, con t = ¢,.1 una variable ciclica, tenemos K = p,.1 + H, y H es
independiente de p,11 y de ¢,+1. Minimizando respecto de ¢ la integral (3.133), tal y como hicimos
para obtener (3.116) y (3.118), llegamos a que el momento p, . es constante y puede ser reemplazado
por la constante —F, ya que de K = 0 se sigue que p,.1 = —H. El dltimo término del integrando
en (3.133) puede entonces eliminarse, ya que es una derivada total respecto de 7. Se da lugar asi a
(3.131) y (3.132) tal y como queriamos probar.

La forma paramétrica de las ecuaciones candnicas nos permite profundizar en la mutua relaciéon entre
los distintos principios variacionales de la mecénica. Tomando la integral candnica en la forma (3.113):

T n+1
S:/ > pigdr (3.135)
1 =1

la diferencia entre los diferentes principios variacionales corresponde a las diferentes interpretaciones
de la condicién auxiliar:

K(Qla"'7qn+17p17"'apn+1):O- (3136)

Como se verd en un problema de clase, la condicién auxiliar del principio de Jacobi asume la forma:?

_ —1, 3.137
2 DPn+1 + V ( )

tal que 2T = > awdiGr = >_ bikpipx. Esta misma condicién auxiliar puede darse obviamente en la
forma:

1 n
5 Z bikpipk +V = —Dpt1 (3.138)
i,k=1

que es la condicién auxiliar del principio de Hamilton (3.132). La equivalencia entre estos dos principios,
el de la minima accién y el de Jacobi, estd pues establecida. Seguimos aqui el mismo razonamiento
que el empleado unas lineas mas arriba para mostrar que (3.131) y (3.132) son correctos, para eliminar
en la integral candnica en forma paramétrica el término p,11q, ., Yy fijar p,1 = —FE. Mdés aln,
sustituyendo la ligadura (3.138) directamente en (3.135) y regresando desde el espacio de fases al
espacio de configuracién, obtenemos el principio de Hamilton. Esto muestra la equivalencia entre los
tres principios variacionales para sistema conservativos y muestra la potencia de la forma parametrica
del formalismo Hamiltoniano.

Es de interés ver qué ocurre si conservamos la condicién (3.137) y ahora aplicamos el método de
los multiplicadores de Lagrange para hacer estacionaria la integral (3.135). En ese caso:

— Ly AD_y bikpiDr
S = / (Zpiqg + Pns1Qr + —E’kl— dr . (3.139)

1 i=1 2 Prn+1 + V

2l potencial es independiente de velocidades.
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Fijémonos en que ¢, = t' s6lo aparece en p,;1q,; , asi al imponer que la integral sea estacionaria
respecto a una variacion de t llegamos a que:

& / "(d dpn+1
71 71

Con la condicién 0t(my) = 0t(m2) = 0,

dpn-H
dr

=0= ppt1 = —E = cte. (3.141)

como debe ser para sistemas conservativos en virtud de la ligadura (3.138). Por otra parte, imponiendo
que la integral sea estacionaria respecto a variaciones de p,, 1, llegamos a:

/ A D ik birpip —0=¢ A D ik bikDipk

Ty EovE T T M T (V) (3142

Sustituyendo (3.141) y (3.142) en (3.139), eliminando el término p,+1q,,; y fijando p,41 = —E en el
resto de términos, dado que ya se ha realizado el proceso de hacer estacionaria la integral (3.139) para
cambios en las variables p, .1 y t, llegamos a que hay que hacer estacionaria la integral:

(E-V)[(20E-V) 2E-V)
/ Zalquqk A (Zﬂ bipip (> bjlpjpl)2> i (3.143)

Para llegar la expresién anterior hemos tenido en cuenta (3.104). Finalmente en virtud de la ligadura
(3.137), la integral anterior se puede reescribir como,

S = / Z aquzqk )dT . (3.144)

Finalmente, eligiendo un nuevo pardmetro 6 tal que 2A\dr = df, y llamando 7 otra vez al nuevo
pardmetro tenemos:

|

- [[E=-1)Y anddar (3.145)

71 i,k=1

Este es el principio de Jacobi, pero sin la raiz cuadrada. Los caminos mecdnicos que se siguen de este
principio son, sin embargo, los mismo que los del principio de Jacobi original. Las diferencia radica
Gnicamente en la normalizacién de la variable independiente 7. El 7 del principio de Jacobi original es
un parametro sin especificar. El 7 del principio (3.145) estd normalizado de una manera definida, tal y
como hemos visto unas lineas mas arriba.
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Capitulo 4

Transformaciones Canonicas

4.1. Funcion Generatriz

En mecénica Lagrangiana vimos las transformaciones de punto en el espacio de configuracion:

Qi = Qilg,t) - (4.1)

Dichas transformaciones siempre dan lugar a ecuaciones de Lagrange en las nuevas variables, aun
cuando la forma de éstas en término de las nuevas coordenadas cambie al pasar de un sistema de
coordenadas a otro, a no ser que se trate de una simetria. Mds concretamente, si las g; verifican,

4oL oL
dt dg;  Og;

:O7L:L(Q7Q7t> Y

entonces las (); satisfacen necesariamente:

dov v
dtoQ, 0Q;
L (Q.Qut) = L (a(@.1).4(Q.Q.0).1) . (42)

En mecanica Hamiltoniana los momentos y las coordenadas se encuentran en pie de igualdad y hablamos
del espacio de fases en lugar del espacio de configuraciéon. El espacio de fases tiene dimensién 2n y en
él tendremos transformaciones mas generales:

Qi = Q’L (Q7pvt) )

4.3
H:P)z(q:p7t) ) ( )

del sistema de variables originales (¢, p) a las finales (@, P). Esto no es mas que un cambio de coor-
denadas dentro del espacio fasico. Exigiremos en general que el cambio (4.3) sea invertible, con lo que
det|0(Q, P)/0(q,p)| # 0. Para el caso particular:

Qi = Qilq, 1) , (4.4)
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tendremos una transformacién de punto de la mecanica de Lagrange sélo si los nuevos momentos se
transforman como corresponde a la mecanica Lagrangiana,

OL = 0L'0Q; <= ,00Q; <=, 00,
pi(Q.Pt)=——=) — S =N"p =" p—_<I (4.5)
04 <= 0Q; 94 ‘= 04 A " 9a
donde el dltimo paso se sigue de (1.55).

Los cambios de coordenadas (4.3) se dice que son candnicos, o que constituyen una transformacion
candnica, si existe una nueva funcién K (Q, P, t) tal que la evolucién temporal de las nuevas variables
es candnica, esto es, si se verifica:

0K P oK
8291" ' 0Q; ’
independientemente del Hamiltoniano inicial, es decir, independientemente del contenido dindmico

concreto del problema.
Por ejemplo, consideremos la siguiente transformacion:

Q=q, P=p"?—¢. (4.7)

Qs (4.6)

Invirtiendo: )
p=(P+Q*) ,q¢=0Q. (4.8)

Veamos que esta transformacion no es candénica dado que la evolucién temporal de las nuevas variables
no es siempre candnica ya que depende del Hamiltoniano inicial. Tomemos los Hamiltonianos:

1

1) H=-p*.

) 5P
p =0,¢=p,
: . 2
Q = q:p:(P+Q2) 7
: 1
Po= ' Ph-20i=-2(P+Q)’Q. (4.9)

3 : ) )
Tomando K = % (P + @Q?%)” se obtienen, en efecto, las ecuaciones anteriores.

I S
2)H—2p +2q .
(j = pvp:_qa
Q = (Q+PY)" .
5 —%Q(P+Q2)_l—2Q(P+Q2)2~ (4.10)
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Si existiese una funcién K(Q, P,t) tendriamos:

oK 2
Q= 5 = (P+@Q%)",
. oK -
PZ_%:_% (P+@Q) " —20(P+@)°,
IR 2 (P+@?)20-10(P+QY)
900P ’
’K -
5rG = 3 (PH@) QP Q)
y entonces:
PK ’K
9QOP 7 OPOQ

por lo que no existe tal K.

Si P, Q) son variables canénicamente conjugadas deben hacer extremo el funcional de la integral canédnica
(3.35), con lo que se debe cumplir que:

5/:2 (Z PQ;, — K (Q,P, t)) dt =0 . (4.11)

Simultdneamente las viejas variables, dado que también parametrizan la trayectoria real del sistema y
son candnicas, deben cumplir:

5/;2 (Zp,-qi — H(q,p, t)) dt =0. (4.12)

En la forma original de la variacién de la integral candnica (3.35), se tomé 0¢,(t1) = 0qa(t2) =0y los
0p, arbitrarios. Anadlogamente para las nuevas variables () y P. Sin embargo, las ecuaciones canénicas
también se obtienen a partir de la integral candnica (3.35) si imponemos adicionalmente que dp,(t1) =
dpa(ta) = 0, con lo que coordenadas y momentos tienen un tratamiento completamente andlogo dentro
de la mecanica Hamiltoniana, tal y como mantendremos en lo que sigue. Este aspecto es muy deseable
para tratar sobre las transformaciones candnicas dado que éstas, en general, mezclan momentos y
coordenadas y seria artificial cualquier diferenciacién en el tratamiento de coordenadas y momentos
dentro de la integral candnica. Por lo tanto, para que (4.11) y (4.12) sucedan simultdneamente se debe
cumplir:

A(ZPidi_H<Q7pat)> :ZPiQi_K@QaPat)—i_% . (4-13)

Del mismo modo podriamos considerar ' como funcién de las nuevas variables. La funcién F' se
llama funcion generatriz de la transformacién canédnica.
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La constante multiplicativa A en (4.13) esta relacionada con unas transformaciones candnicas par-
ticularmente simples conocidas como transfomaciones de escala en el espacio de fases. Definamos:

Q:=uq , P=vp;, K'(Q,P,t)=\H (¢,p,t) , \=pv . (4.14)

Esta es una transformacién dado que:

A(ZpiCji—H> :ZP{Q;—K/(Q’,P’J) : (4.15)

Notemos ademds que en virtud de (4.13) ,

A(sz-q; )ZP’Q K@ P =3 RQ-K@P0+ Rt

Asi que toda transformacién candnica con A # 1 siempre se puede considerar como una transforma-
cién de escala, A # 1, seguida de una transformacién candnica con A\ = 1. A las transformaciones
candnicas con A # 1 se las conoce como transformaciones candnicas generalizadas. En el futuro nos
restringiremos a las transformaciones candnicas con A = 1, ya que A # 1 no introduce mds que una
transformacidn de escala adicional, que ya hemos caracterizado en (4.14).

Para A = 1, tenemos a partir de (4.13) que:

. F )
sz'%’ <ZPQZ ) = —(th ) : (4.17)
Tomemos F' = F(q,p,t), con:

Q = Qg,p,t), P=P(qnpt),

on

§ = (va)’772<Qap)7 8_5

£0. (4.18)

Entonces, aplicando la regla de la cadena para expresar las derivadas temporales:
. 0Q); . 0Q; . 0Q;
ZpiQi_H_Z(ag'QjPi‘i_ﬁ'iji)_ QPH-K:
i i, J i

Igualando coeficientes de ¢;, p; y el término independiente:

Z an aF
Z 5 Q] oF (4.20)
8pz ] 8pz ’
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K=H+ Z 99, =p 4 (4.21)

Las 2n ecuaciones (4.20) implican que dada un transformacién candnica, F(q,p,t) queda completa-
mente determinada salvo la adicién de una funcién del tiempo f(t), que no influye en las ecuaciones
candnicas. Notemos que no toda transformacién (4.18) puede satisfacer (4.20) dado que las deriva-
das primeras de la supuesta funcién generatriz F', dadas en (4.20), deben satisfacer la condicién de
integrabilidad, esto es, la igualdad entre las derivadas segundas cruzadas de F'. En el caso en que
dicha condicién no se satisfaga entonces el cambio de coordenadas (4.18) no satisface las ecuaciones
(4.20) y, por tanto, no es una transformacién candnica. Por otra parte, si la transformacién (4.18) no
involucra el tiempo explicitamente esta claro que siempre se puede tomar F' que sea solucién de (4.20)
sin dependencia explicita de ¢, esto es, como funcién de punto en el espacio de fases, F'(q,p). Por
otro lado, dada F'(¢,p,t) no queda fijado el cambio de coordenadas. Por ejemplo, a partir de (4.20)
podriamos determinar 2n derivadas 00);/0q; y 0Q;/0p; en funcién del resto de derivadas del mismo
tipo y de los nuevos momentos P;, siendo éstos cualesquiera. Como muestra de la indeterminacién del
cambio de coordenadas es obvio que si (); son las nuevas coordenadas entonces,

QZHQZ—'—Ca C:Ctev (422)

también satisfacen (4.20).

Por otra parte, la ecuacién (4.21) nos da el nuevo Hamiltoniano K en funcién del Hamiltoniano
H original. Notemos que si F' estd indeterminada por la adicién de una funcién f(t¢) entonces K
esta indeterminado salvo la adicién de una derivada total f’(¢), que por supuesto no influye en las
ecuaciones candnicas (3.36). En el supuesto en que la transformacién canénica (4.18) no involucre
el tiempo explicitamente, ya hemos discutido que siempre es posible tomar F'(q,p) y, ademds, como

0Q; /0t =0, se sigue de (4.21) que K (Q,P) = H (¢(Q, P),p(Q, P)).

Algunas propiedades de las transformaciones candnicas son:

e Tomemos la transformacién candnica inversa, intercambiando el orden en (4.17) se sigue que:

> QP K - (Z pidi - H) - ey _ dNQ.RY (4.23)

Asi, —F(Q, P, t) es la funcién generatriz de la transformacién candnica inversa.

e Tomemos la actuacidn consecutiva de dos transformaciones candnicas:

. dFy, dF
;Ch‘pi—f‘h ZQZPZ H2+— ZQP Hs + dt2 dtl )
Q= Q(q,p, 1), P(qm, t),

Q= (Qg,p,t), P(q,p,t),t) , P=(Q(q,p,t), P(q,p,t),t) .

Por lo tanto, la suma F; + F5, es la correspondiente funcidén generatriz de la transformacién
global (¢,p) — (Q, P).

(4.24)
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4.2. Transformaciones canonicas basicas

Son transformaciones para las que la funcién generatriz, con una eleccién adecuada de variables
independientes entre las viejas y nuevas variables, si que determina univocamente el cambio de coor-
denadas en el espacio de fases. Existen cuatro tipos fundamentales, a partir de los cuales se pueden
construir transformaciones mixtas como veremos mas abajo. Los tipos fundamentales son:

1. Supongamos que el conjunto (g, Q) forma un sistema de coordenadas del espacio de fases. Ello
implica que dado el cambio,

Qi = Qi(g,p, 1) ,
podemos despejar de aqui p; = p; (¢, @, t) y sustituir este resultado en:
P = Pi(q,p(q.Q.1),t) = Pi(q, @, 1) -
Por ejemplo, sea la transformacién canédnica:
Qi=-pi, Pi=q, (4.25)

obviamente (g, ()) constituye un sistema de coordenadas vélido. No ocurre asi trivialmente en el
caso Qi =¢qi , Py =qi+pi.

En el supuesto en que (g, Q) sea un sistema de coordenadas en el espacio de fases, podemos
tomar F'= F} = F (q,Q,t) y dado que Q; y ¢; son variables independientes, se sigue que:

S i~ H =3 R~ K+28F1qg ZaFl o (4.26)

lgualando coeficientes:

8F1 8F aFl
= — , P=— K=H 4.27
P~ Bg 20, "o (4.27)
Es necesario que se verifique que el Hessiano:
0*F,
0 4.28
=1 FXE (4.25)

para asi poder expresar las nuevas variables en funcién de las viejas y viceversa. Asi, de las
segundas ecuaciones de (4.27) podemos despejar ¢; = ¢; (Q, P, t). Sustituyendo este resultado
en las primeras relaciones se obtiene p; = p; (Q, P,t) vy, con ello, calculamos K (Q, P, t) teniendo
en cuenta la dltima ecuacién de (4.27).

Para manipulaciones futuras es conveniente multiplicar (4.17) por dt, con lo que tenemos que
para toda transformacién candnica debe cumplirse,

> pidg — Hdt =) PdQ; — Kdt + dF . (4.29)
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2. Consideremos ahora como variables independientes las coordenadas antiguas y los momentos
nuevos, es decir, F' = Fy = Fy (q, P,t). En este caso:

Y pidg; — Hdt =) d(P,Q;) — Y dPQi — Kdi + dF

I (F i ZH@i) = " pidgi + Y dP.Qi + (K — H) dt . (4.30)
Fy (q, P,t)
Por lo tanto:
aFQ aFQ 6F2
90, P gp @i K=H+—-~. 4.31
g P ap, 9 + 5 (4.31)

Andlogamente a (4.28) se ha de imponer que:

H O°F, £0. (4.32)

0qOP

Es dtil observar que el paso de Fi(q,Q,t) a Fy(q, P,t) es formalmente analogo a una transfor-
macién de Legendre.

e Ejemplo

Consideremos la transformacién:

Qi=q, (4.33)
Pi=qi+pi.
En este caso:
or,
i = =5 —q,
"oy ! P Fy £ 0 (4.34)
Q; = @ — dqoP . .
1T aR - ql 9

Aqui hemos considerado una funcién generatriz de tipo 2 ya que ¢ y P son independientes, no
asi ¢ y Q. Es decir, (¢, P) forman un sistema de coordenadas en el espacio de fases. De las
ecuaciones anteriores obtenemos:

F2:ZQ¢P1'+JC(Q)7\

5f(¢])_ I
Pt g =Pt = B=3 0P od (4.35)

f@%=—%§:ﬁ,
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3. Sea ahora F' = F5 = F3 (p,Q,t), entonces:

= dpig;— Y _PdQ;+ (K — H)dt =d (F - Zpi%) = dFs (p,Q,t) . (4.36)

Deducimos en este caso,

8F3 8F3 8F‘S
= ¢, —=-P, K=H+—2, 4.37
o B0, o (4:37)
ademas se debe cumplir,
0*F;
251 0. o

4. Si podemos tomar como variables independientes los momentos antiguos y los momentos nuevos,
tenemos F' = F, = F, (p, P,t). Por tanto:

d (F - sz‘qz' + Z PiQi) == dpigi+
+3 dPQ; + (K — H)dt = dF, (p, P,t) . (4.39)

Y en este caso hallamos:

8F4 8F4 8F4
=—q¢, —=Q,, K=H+ ==, 4.40
oy~ 4 gp ¢ o (4.40)
con la condicién adicional, ,
0°F,
0. 4.41
H | # (1.41)

e Ejemplo

El ejemplo anterior (4.33), puede también describirse en términos de una funcién generatriz F.

i — 4§, 7,:P7,_’Lu 2F
{Q q ;5{62 p = (. P) Ha 1

0. 4.42
P =q +pi, ¢ =P —p;i, OpoP 7 (4.42)

En este caso resulta,
1 9 1 2
Fy,=— % Pipi+§ % D; +§ % P (4.43)

Recopilando los cuatro casos anteriores en una tabla resumen:
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Funcién Generatriz F Derivadas de F' Caso especial
Fi(q,Q,1) Pi:%—};;,fjiz—ggli Fi=5%,4Qi = Qi=pi , P, =—q
F5(q, P,t) pizg—f,@:g—g Fy=>%,4P— Qi=q ,P=p;
F5(p,Q,t) qi = —%—S , P= —ggi Fs=3%".0Qi— Qi=—q,P =—p;
Fy(p, P.1) %Z—%%,@zg% Fy=>pP— Qi=pi,P=—q

Cuadro 4.1: Cuadro resumen de los cuatro tipos de transformaciones candnicas basicas.

Observemos que en todos los casos K = H + %—j por lo que si I’ no depende explicitamente del
tiempo, K = H.

Para estos casos particulares de transformaciones candnicas dada una funcién generatriz, la transfor-
macion candnica asociada es Unica y el cambio de variable se obtiene por simple derivacién y sustitucion,
obteniéndose de un modo directo:

Q=Q(¢pt), P=P(gpt), K=K(Q,Pt) .

Por ejemplo, para ' = F, (q, P,t), se puede despejar P; = P; (q,p,t) del sistema de ecuaciones:

oF,
P = ) 4.44
Pi= B (4.44)
y luego podemos sustituir en:
oF,
i= =, 4.45
% =3p (4.45)

y se tiene @; = Q; (¢, p,t), por lo que también podemos determinar K = K (Q, P, t).

En general, una transformacién candnica no se ajustard a uno de los cuatro tipos basicos de trans-
formaciones candnicas, sino que serd necesario utilizar una funcidn generatriz que sea una mezcla de los
cuatro tipos, segtin los grados de libertad. Hablamos de una transformacién de tipo mixto. No obstante,
se debe tener presente que en las transformaciones candnicas de tipo mixto para cada par de variables
conjugadas la funcidén generatriz debe depender de acuerdo a uno de los cuatro tipos anteriormente
discutidos, que siempre conjugan una variable original y otra nueva.
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e Ejemplo
Sea F'= F (qu, P1, p2, Q2,t). Vemos claramente que es una transformacién candnica de tipo mixto

dado que para cada par de variables candnicas I’ depende de una variable antigua y de otra variable
nueva. Entonces, partiendo de (4.29), tenemos:

oF
p1dqy + padgs — Hdt = PydQq + PodQy — Kdt + —dg1+

oq
oF OF oF oF
+ a—mdpz + 8_P1dpl + TQQsz + Edt R (446)

de donde resulta, expresando la diferenciacién en términos de los diferenciales de las variables indepen-
dientes que aparecen como argumentos de F’,

prdqr — gadpy — Hdt = —Q1dP; + Prd(Q)y — Kdt + dEF + P — PzCIzl . (4.47)
E/

Con ello obtenemos:

or_or
aql - pl ) 6p2 - Q2 )
OF' OF'

= A 4.4

Para el nuevo Hamiltoniano obtenemos de nuevo:

OF’
ot

K=H-+ (4.49)

Fijémonos cdmo se mantiene la misma estructura en la relacidén entre nuevas/viejas variables y las
derivadas de la funcién generatriz F’, que las expresadas en la tabla 4.1 para cada par de variables
candnicas por separado.

Teorema (Caratheodory, 1965)!

Definimos como transformaciones candnicas elementales aquéllas en que k (0 < k < n) de las
gi, pi son nuevamente renombradas como:

Qi=pi, Pr=—q, (4.50)

y el resto de q;, p; se dejan tal cual. Entonces, toda transformacion candnica se puede descomponer
como una transformacion candnica elemental seguida de una transformacion de tipo 1.

L Calculus of Variations and Partial Differential Equations of First Order, Chelsea Publishing Company, New
York, Second Edition, 1982.
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4.2.1. Ejemplos de transformaciones canodnicas
A continuacién analizamos algunos ejemplos importantes de transformaciones candnicas.

1. Transformacién identidad:
~S (151)

Observamos que, segin (4.31):

oFs OF,
pz_aql - zan_aPZ

g, K=H.

2. Una generalizacién directa de (4.51) viene dada por la funcién generatriz:

donde las f; pueden ser cualquier conjunto conveniente de funciones independientes. Segun
(4.31):
8F2 8F2 8‘](1 aFQ
' = o= R , K=H+—, 4.53

y observamos que las (); sélo dependen de las coordenadas antiguas y del tiempo y no de los
nuevos momentos.

Llegamos a la misma transformacién de las coordenadas que en (4.53) empleando la funcién
generatriz:

F=filg, ) P+ 9(q1,- -, G t) - (4.54)
En este caso, los momentos vienen dados por:

0F, df; dg
S il P+ == . 4.55
P Jq; ; dq; dq; ( )

Ya vimos en la expresién (4.5) que para una transformacién de punto (4.4) en el espacio de
configuracién, tenemos:

oL oL GQZ 8QZ
A Ejp | 4.56
b dq; ~ 00Q); 94, i ( )

Asi, sélo cuando dg/0q; = 0 tenemos una transformacién de punto de la dindmica de Lagrange.
Dado que las f; son arbitrarias podemos concluir que todas las transformaciones puntuales en el
espacio de configuracion son candnicas, como ya sabiamos. No obstante, este ejemplo ilustra el
hecho de que el conjunto de transformaciones en la dindmica de Lagrange sélo es un subconjunto
muy particular de todo el conjunto posible de transformaciones candnicas.
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3. La funcién generatriz del primer tipo Fy = F} (¢, @, t) = >, ¢;Q; da lugar al cambio de variables:

8F1 ale
= = Q’L ) PZ = -

Jg; 0Q;
es decir, simplemente se intercambia el papel de los momentos por el de coordenadas, y sélo

debemos tener en cuenta el cambio de signo, reflejo de la diferencia en el signo de las ecuaciones
candnicas para expresar las derivadas temporales de momentos y coordenadas.

Di = —q, (4-57)

Podemos también ver que esta transformacion es candnica directamente de las ecuaciones de
Hamilton:

oH . OH

Qi:a—piapi——a—qi-

Si sustituimos p; por ();, las ecuaciones siguen estando en forma candnica si sustituimos P; por
—q;. Es obvio pues que en el formalismo candnico no hay traza de ningin papel especial de las
coordenadas generalizadas ¢; frente a los momentos, ni viceversa.

4. Ejemplo de transformacién mixta:

Qi=q, Pi=p,

4.58
Qr=p2, Po=—q . ( )

Esta transformacién deja invariante una de las parejas (¢, p) y permuta la otra pareja (con un
cambio de signo). Por lo tanto, podemos considerar una funcién generatriz mixta de tipo 1y 2,
suma de los ejemplos 1 y 3 de esta seccién para cada par de variables candnicas separadamente,
es decir,

F=q¢P + ¢Q- . (4.59)

5. Las transformaciones candnicas también pueden ser empleadas para resolver la evolucién temporal
de un sistema realizando un cambio de variables que nos lleve a una forma especialmente simple
del Hamiltoniano. Consideremos el ejemplo del oscilador arménico simple en una dimensidn.

Sea w la frecuencia del oscilador, el Hamiltoniano del sistema viene dado por:

1
H=— (p* + m*w*¢*) . 4.60
5 ( ) (4.60)
Dado que la energia es una constante de movimiento podemos pensar en la posibilidad de en-
contrar un Hamiltoniano en el que la nueva coordenada () sea ciclica tal que el nuevo momento,
que se conservara, sea funcién de H. Concretamente, queremos encontrar una transformacion

candnica que verifique,

1 2
K=H=—f(P). 4.61
1 (P) (161
Basta para ello con considerar el cambio de variables,
P
p=f(P)cos@ , q:f( )senQ. (4.62)
mw
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El cambio anterior se puede reproducir con la funcién generatriz Fy(q, @Q,1) ,

mwq?
2

F = cot @ . (4.63)

Entonces las ecuaciones de la transformacién son:

_OF OF, mwq?

P Jq mwgeot @, 0Q  2sen2Q’

(4.64)

de donde se desprende que:

2P
q=1/—senQ , p=vV2PmwcosQ , (4.65)
mw

por lo que comparando con (4.62) tenemos que f(P) = v2Pmw, con:
H=uwP. (4.66)

Tal y como pretendiamos () es ciclica y el momento P es constante. De este modo las ecuaciones
de movimiento para las nuevas variables son:

0H

Q=-s=w=>Q=wt+a,
or (4.67)
P——a—H—OjP—E—ctG
0Q Cw
Luego de (4.64),
2F
q(t) = . sen (wt + «) (4.68)

p(t) = vV2mE cos (wt + «) .

4.3. Transformaciones de Mathieu-Lie

Estas transformaciones fueron introducidas por Mathieu y desarrolladas por Sophus Lie. Considera-
remos primero el caso sin dependencia explicita temporal. En estas transformaciones se exige que la
forma diferencial:

Zpid%' = Z PdQ; , (4.69)
i=1 i=1

sea invariante, con lo que, comparando con (4.29) se requiere que la funcién generatriz sea nula. Es
directo observar de (4.69) que las ¢; y @; no pueden ser independientes una de la otra pues de lo
contrario tendriamos que todos los p; y P; se anularian. Deben por lo tanto satisfacer al menos una
relacion genérica de la forma,

fla, @@y, Qn) =0, (4.70)
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Una transformacién de Mathieu-Lie viene dada por la conservacién de la forma diferencial (4.69) y
por las relaciones auxiliares:

Qla, - Q1 - Q) =0,

(4.71)

Qnlq, - @3 @1, - ,Qn)=0.

Donde 1 < m < n. Cuando m = n tenemos la forma mds restringida de una transformacién de Mathieu
que, como veremos, corresponderd a una transformacién de punto en el espacio de configuracion.

A la hora de tener en cuenta las ligaduras (4.71) en (4.69) podemos proceder de las siguientes
formas:

(a) Despejar m coordenadas en funcién del resto a partir de (4.71), que ya son variables indepen-
dientes, y sustituir sus variaciones en la forma diferencial invariante.

(b) Mediante el método de los multiplicadores de Lagrange, manteniéndose asi la simetria en el
manejo de todas las coordenadas que aparecen en las ecuaciones auxiliares.

Si seguimos el camino (b) tenemos que:

n

> (pidgi — PdQ;) = MdQy + ..+ ApdQ, (4.72)

=1

con A\ = A\(q,Q), 1 < I < m. lgualando los coeficientes de los diferenciales de ¢; y Q; en (4.72)
llegamos a que:

pz_)\l - )\man )
0 i aQZ
(4.73)
P —_— (2 ol NI L

Tenemos, por tanto, 2n + m ecuaciones para determinar las 2n nuevas variables, (@, P), como funcio-
nes de los (¢, p) y los multiplicadores A;, 1 < I < m. A partir de las n primeras ecuaciones en (4.73)
podemos despejar las Q; = Q;(q, p) y luego sustituyendo en las restantes n ecuaciones obtenemos tam-

bién P, = P,(q,p). Para que este procedimiento sea viable se requiere que ||0? Z)\IQI/ﬁq@QH #0.
I=1
Finalmente, empleando las m ecuaciones auxiliares (4.71) podemos determinar los A\;, 1 < I < m.

Comparando la forma diferencial (4.69) con (4.29) se tiene que para que la transformacién resultante
sea candnica se requiere,

K(Q,Pt) = H (¢(Q, P),p(Q, P),t) . (4.74)
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Un caso especial de transformaciones de Mathieu-Lie son las transformaciones de punto de la dindmi-
ca de Lagrange para m = n. En este caso, a partir de las n ecuaciones auxiliares podemos expresar:

a1 :fl(Qb JQn) )
(4.75)
dn :fn(Qla 7Qn) .
Insertando estas ecuaciones en (4.69) deducimos,
Z Pi 904, = > PdQ; (4.76)
00Q; -
y, por tanto:
9g; 9f;
B:;pj@:;pj@ : (4.77)

Que es idéntica a (4.5). Vemos, por tanto, que toda transformacién de punto de la mecanica de Lagrange
independiente de tiempo, se puede considerar como una transformacién particular de Mathieu-Lie para
m = n. Es un ejemplo mas de la generalidad de las transformaciones candnicas frente a lo restringido
de las transformaciones de la mecdnica de Lagrange.

Consideremos a continuacién dependencia explicita temporal,

Q=0Q(gpt), P=Pqgpt) . (4.78)

Consideramos entonces (4.69) en la forma,
> pidg — Hdt =) PdQ; — Kdt ,
i=1 i=1

Ql(qlv"'JQH;Qla"'7Qn;t):0, /C:l,...,m,

donde comparando con (4.29) hemos exigido de nuevo que la funcién generatriz sea nula (salvo la
adicién de una funcién de tiempo). Introduciendo los multiplicadores de Lagrange, tenemos:

(4.79)

n

S (pida; — PdQi) — (H — K)dt =

=1
m

I=1 i=1

n

Q Q
<)\Ia qu,ﬂr)\]al ) Z)\I—dt (4.80)

En la expresidén anterior podemos considerar los diferenciales de las variables candnicas y del tiempo
como independientes ya que en la integral candnica las trayectorias en el espacio de fases son arbitrarias
alrededor del movimiento real del sistema. Por tanto, a partir del coeficiente que multiplica a dt:

9 Q
K = H—f—)qa—-i- Kl

o -+ mTap (4.81)
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junto con las ecuaciones (4.73) que se deducen andlogamente al caso independiente de ¢ y nos garanti-

zan el poder expresar Q(q, p,t) y P(q,p,t) si ||0? Z A€ /0q0Q)|| # 0. Si comparamos las ecuaciones
=1

(4.73) junto con la expresion para el nuevo Hamiltoniano observamos que >, A;;(q, @,t) se com-

portan de la misma forma que una funcién generatriz del tipo 1. Si procedemos de forma andloga al

caso de transformaciones de Mathieu-Lie independientes de t, es directo comprobar que para m = n

se tienen de nuevo transformaciones de punto de la mecanica Lagrangiana dependientes de tiempo.

e Ejemplo

Consideremos la relacién:

Q¢ =a (4.82)
Tenemos por (4.73):
o0
P=AT =2MQ = Q= [
Jq 2\q (4.83)
o0 '
P=-)A—=-2)Q¢ .
50 Qq
Y sustituyendo en las expresiones anteriores la relacién (4.73) tenemos:
P 2
A2 = _ ) (4.84)

263 (2a)?

De esta forma podemos obtener, de nuevo por sustitucién, P = P (q,p) y Q = Q (¢, p):

p=_PC

i s
Q — —

q

4.4. Forma diferencial bilineal invariante

Buscamos el invariante basico de las transformaciones candnicas, que sea la condicién necesaria
y suficiente que caracterice dichas transformaciones. Ya las hemos caracterizado a través de la fun-
cién generatriz F', pero ahora buscamos un invariante geométrico. En el caso de las transformacio-
nes de punto de la mecadnica de Lagrange ya vimos que dejaban invariante el diferencial de longitud
a:(q)dg;dg, = ds?, en el sentido de que en las nuevas coordenadas ds? adopta una forma analoga,
aun cuando la matriz a;;(q) no serd invariante en general. En el espacio de fases llegaremos a que el
invariante geométrico es una forma diferencial bilineal con significado de 4rea y no de desplazamiento
como en el caso de la dindmica Lagrangiana, ds = v ds>.
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Para una transformacién canénica que no involucre el tiempo de forma explicita, (4.29) es equivalente

ipié% = zn: PoQ; +0F (4.86)
i=1 a=1

dado que K = H y siempre podemos tomar 0F /0t = 0. En (4.86) hemos introducido el simbolo ¢
en lugar de d para hacer hincapié en que las variaciones anteriores son a un tiempo fijo. La expresién
anterior también se puede reescribir como:

ipié% - i PdQ; =0oF . (4.87)
i=1 i=1

Esta dltima expresién nos recuerda a aquélla que tenfamos para el trabajo producido por una fuerza
conservativa, que verificaba que su trabajo alrededor de cualquier circuito cerrado en torno a un punto
era cero, Yy, por lo tanto, dicho trabajo se podria considerar como una funcién de punto, andlogamente
a (4.87).

Un criterio similar lo podemos seguir aqui. Recordando la definicién de circulacién de Helmholtz, o
simplemente circulacién introducida en la seccién 3.9,

I = f > pidg; (4.88)
i=1

donde la integral de linea se toma a lo largo de cualquier circuito cerrado en el espacio de fases (¢, p).
Es directo a partir de (4.87) que se verifica,

= 7{2”:%5% = 7{2”:35@ : (4.89)
=1 i=1

puesto que:

]{ SF =0 (4.90)

La circulacion T' es asi un invariante con respecto a cualquier transformacion candnica. Merece la
pena enfatizar que la circulacién I', al hacer un cambio de variable genérico, conservard su valor, dado
que tiene un significado geométrico intrinseco. Lo relevante es que sélo cuando la transformacién es
canodnica tiene ademas la misma expresion en términos de las nuevas variables.

En lugar de pensar en el espacio de fases de 2n-dimensiones podemos pensar en una curva cerrada
L en el espacio de configuraciéon de n-dimensiones con un campo vectorial p; asociado a cada punto
¢i;, como podemos ver en la figura (4.1), dado que a lo largo de una curva cualquiera ¢; = ¢;(7) y
pi = pi(7), siendo T el pardmetro empleado para la descripcién de la misma. Por tanto, el conjunto
(¢1,-.-,qn) da las coordenadas del punto en el espacio de configuracién, mientras que el conjunto
(p1,...,pn) determina un campo vectorial adscrito a la curva L. Ahora queremos mostrar cémo a
partir de este invariante integral I' se puede deducir un invariante diferencial. Para ello sean u y v
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L/

Figura 4.1: A cada punto ¢(7) y Q(7) de los respectivos espacios de configuracién se les asocia un
vector p(7) y P(7), respectivamente.

Figura 4.2: La tinica contribucién viene del contorno L'.

dos parametros que parametrizan una superficie cuyo contorno es la curva L. Sobre dicha superficie se
construye una maya a partir de la interseccidn de las curvas sobre la superficie con u y v constantes.
Se calcula entonces la circulacién sobre cada celda de dicha maya que esté contenida completamente
en la superficie limitada por la curva L, tal y como se muestra en la figura 4.2, y se suma sobre todas
las celdas. Notemos que la integral sobre las lineas interiores que separan dos celdas se cancela dado
que se recorren en sentidos opuestos, véase de nuevo la figura 4.2, con lo que la suma de la circulacién
sobre cada celda se reduce a calcular la circulacién sobre la curva cerrada L’ formada a partir de la
unién de los segmentos que no son compartidos entre dos celdas. Al hacer la malla cada vez mds densa,
la integral de la circulacién a lo largo de L’ se aproxima a la integral curvilinea a lo largo de L. En el
limite ambas son iguales.

Procedamos a calcular ahora la circulacién (4.88) a lo largo de una celda arbitraria contenida en
la superficie. Introducimos la notacién de que dada una funcién f(u,v) en la regidn encerrada por la

111



Mecdnica Tedrica José A. Oller

curva L, indicamos por d'f el cambio de f debido sélo al cambio de v, manteniendo u constante:
0
df=—dv. 4.91
7=t (191

De forma similar, d” f representara el cambio de f debido sélo al cambio de u, manteniendo v constante:

d'f = %du . (4.92)

La circulacién alrededor de un paralelogramo infinitesimal formado por lineas paramétricas v y v + dv
intersectadas con las lineas u y u 4 du puede ser escrito como:

n

ol (pid"q) — d" (pid'q)] =

i=1
i=1

_ - dq; Op; ~ Op; Og;

;(&L@v 8u80>duczv'

Y obtenemos la transformacién de una integral de linea en una integral de superficie:

Y = —~ (0q; Opi _ Op; Og;
é;pqul B /K ; (8u v Ou ov du dv . (4.94)

Dado que la circulacién ha quedado reescrita como una integral de superficie sobre la regién encerrada
por la curva cerrada L y, puesto que esta region es totalmente arbitraria, la invariancia de I" implica la
invariancia del integrando:

Zn: 9q; Op;  Op; g (4.95)
c~\Oudv Oudv)’ '

bajo una transformacién candnica. Mas concretamente, fijémonos que los pasos anteriores realizados
con las variables (p, ¢) también los podriamos haber realizado andlogamente con las variables (P, Q)

y el resultado habria sido el mismo dado que I' tiene la misma expresidn en unas variables y en otras,
asi cuando hablamos de invarianza nos referimos a que:

"~ (0q;0p;  Opi0g;\  ~~ (0Qi; 0P, 0P, 0Q;
Z(au v Ou 8@)—;<6’u ov  Ou 81}) ' (4.96)

1=

Equivalentemente la siguiente forma diferencial también es invariante:

n n

> (dpd'q — d'pidq) = (dPd'Q; — d"Pd Q) . (4.97)

i=1 i=1

112



Mecdnica Tedrica José A. Oller

Esta es la forma bilineal diferencial invariante bajo una transformacion candnica. La invariancia de ésta,
o de (4.95), es condicion necesaria y suficiente para que una transformacion sea candnica. Hemos visto
que la condicién es necesaria, veamos que también es suficiente.

Supongamos que la circulacién se conserva. Consideremos la transformacién:

Q=0Q(qgpt), P=P(qgpt) . (4.98)

Tenemos entonces que:

n 0Q; OF
PdQ; + dF — Kdt = Pi6Q; P dt +0F + —dt — Kdt
;Q+ ;Q+Xi: odt + 0F + =
- —~ _0Q; OF
= PéQ; + oF P, dt + —dt — Kdt
(S rarrar) + Srlgu
Invariancia de I’
igual a > . pidg;
- "L 00, oF
= i dg; P; dt + —dt — Kdt
;p e z; ot o
= > pidg — Ht , (4.99)
i=1
identificando 90, oF
K—H Py 4.100
*zi: ot ot (4.100)
con lo que llegamos a (4.29),
> pidg — Hdt =) PdQ; — Kdt + dF (4.101)
y en efecto el cambio (4.98) es candnico.
4.4.1. Los corchetes de Lagrange
Los corchetes o paréntesis de Lagrange se definen como:
— (0q; Op;  Op; Dg; & o 9¢s
— _ = 2y = 4.102
fu, v} Zzl(ﬁu Jdv  Ou v Rt au " o (4.102)

donde las variables dindmicas son funcién de dos pardmetros y hemos empleado la notacién compacta
introducida en (3.42) y, al igual que en el capitulo anterior, las letras griegas van desde 1 a 2n. En el
resto de este capitulo emplearemos el criterio de suma de Einstein sobre indices griegos repetidos. De
(4.94) se tiene,

7{ sz'd% = / {u,v} du dv (4.103)
L K
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y como la superficie K es arbitraria se sigue que los corchetes de Lagrange son invariantes bajo
transformaciones candnicas:

{u, v}, , ={u,v}pq , (4.104)

donde los subindices indican las variables empleadas en el cdlculo de los corchetes de Lagrange. En
particular, tenemos los siguientes corchetes de Lagrange,

{g, @} =0, {pi,pr} =0, {aq,pr} =i, (4.105)

donde u y v son las variables candnicas y se denominan corchetes de Lagrange fundamentales.
Teorema

Es condicion necesaria y suficiente para que la transformacién n, = n, (§,t) sea candnica que se
verifique:

{Ua; 776}5 = YaB = {T]Cw nﬁ}n . (4106)

Demostracion.-

Que es necesaria ya lo hemos visto. Comprobemos que es suficiente. Para ello es suficiente con
demostrar que para cualquier par de variables dinamicas u, v tenemos:

{U, U}g - {U’U}n ) (4107)
seglin hemos visto en la subseccién anterior. Calculemos {u, v}, sabiendo que se verifica (4.106):
{uv}, = 7704 aﬁ(‘?nﬁ O 3&7 s 08, _
ov o0&\ Ju 8§p ov

26, 7 e, u dv  ou M ou a Ye -
—_———

{6)\7 fp}n - {5)\7 Sp}g = Txp

4.4.2. Relacién entre los corchetes de Poisson y de Lagrange

Consideremos que tenemos 2n variables dinamicas independientes, funcién de las &, y t, esto es
Ua = U (€, 1). Existe la siguiente relacidn entre los corchetes de Lagrange y Poisson:

{ta, uo} [ug, Us] = dap - (4.108)
La demostracion es directa,
06 08, Oug  Ou,  0&  Odug 0, Ou,
{UOH UU} [uﬁ7u0] - aua auU’y/\P agu ’YMV a&/ 8 7/\/7 agu ’YMV aua 861/
N——

Spv

_ 06 Odug o O Ouy _ 06 s Oug _
= aua T afu YurOpy = a a3 DV afﬂ a A agu af -
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Si tomamos 7, = u, (nuevas variables candnicas),

2n
> {00 110} 15, 10) = bas - (4.109)
o=1

Asi los [, 115], paréntesis de Poisson fundamentales, son invariantes bajo una transformacién canénica
dado que la inversa de una matriz, si existe, es Unica.

[Uk,m]n = Vi = [Nk, Th‘]g . (4.110)
De este modo, para cualquier par de variables dindmicas, R y .S, tenemos que:
OR 0SS OROn, 0OngoS
06 " 0g, ~ O 06, 0%, Ons
R 0S  OR 08

I, " Gy, = g, o,

Asi pues, los corchetes de Poisson de un par cualquiera de variables son también invariantes al serlo
los corchetes de Lagrange. Deducimos por tanto el siguiente teorema:

[R7 S]g =

=[RS, - (4.111)

Teorema

Es condicion necesaria y suficiente para que una transformacion sea candnica que los corchetes de
Poisson fundamentales sean invariantes.

Demostracion.-

Que es necesaria ya lo hemos visto. Veamos que es suficiente. Esta condicién garantiza la invariancia
de un par arbitrario de corchetes de Poisson y con ello la invariancia de los paréntesis de Lagrange en
virtud de (4.108). Por tanto tenemos garantizada la invariancia de la circulacion T' que implica el
cardcter candnico de la transformacion.

Siempre podemos tomar la u y la v como miembros de un conjunto mas amplio de 2n variables
independientes, ya que si no son independientes no se puede construir los paréntesis de Lagrange puesto
que han de tomarse como coordenadas de una superficie.

4.5. La forma simpléctica de las transformaciones canodni-
cas

Ademas de por la existencia de una funcidn generatriz hemos caracterizado las transformaciones
candnicas por la invarianza de los corchetes de Lagrange y Poisson. Desarrollamos en esta seccién otra
condicidn necesaria y suficiente que garantiza el que una transformacién sea canénica.

4.5.1. Transformaciones candnicas restringidas

Consideremos en primer lugar las transformaciones candnicas restringidas (el tiempo no aparece en
las ecuaciones de transformacién):

(4.112)
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Sabemos que el Hamiltoniano es H (Q, P, t), si inicialmente era H (¢, p,t) donde hemos invertido las
relaciones anteriores:

i — i 7P )
4 = ¢i(Q, P) (4113)
pi=pi(Q,P) .
A partir de la regla de la cadena tenemos,
: 0Q; .  0Q; . 0Q; 0H (9@1 oOH
=3 (52 + 50) - X (G250 - 5250 (4111
7 q; Dj 2 4j OPj Pj 94
donde también hemos empleado las ecuaciones candnicas. Como es una transformacién canédnica:
;= = — — : 4.115
0= 57 =% (G0 + oy o (4:115)
Igualando los coeficientes de las derivadas de H, ya que éste es arbitrario:
.-G, (-,
0q; a,p 0F; ) q.p Opj a.p 0P/ o p

Ahora para los momentos P;:

oP, OP,0H 0P 0H
P, = Z(a q; + o p])—Z( — - —) . (4.117)
J

dq; Op;  Op; Og;

Ademas por ser la transformacién candnica:

: OH OH 0q; OH 8p»)
P, =— = — i 4+ — J . 4.118
50, = " 2~ (aqj 50: " ap, 00, (4.118)

Por lo tanto:

0P, 0q; 0P, 0
()~ ) ()= (G6).n (1
apj a,p an Q,P 8%’ a,p an
Las ecuaciones (4.116) y (4.119) son las condiciones directas para una transformacién candnica res-
tringida. Vemos que nos relacionan la matriz de las derivadas primeras de un cambio de variables con
su matriz inversa.

Expresemos (4.116) y (4.119) de forma mds compacta. Sean 1 (¢, p) y & (@, P) las variables canéni-
cas, tenemos:

. oH . L OH
Na=YaBn — ——N=1—7—
o3 o (4.120)
o= S5y —f =My, My = 52
T amg ” P o
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Por tanto:
. oH
= Mn=MI'— 4.121
3 7 o ( )

y puesto que,
OH _0HO%  0H _ ., +OH

— = — = — . 4.122
One ~ 060 oy e (4122)
Obtenemos sustituyendo en (4.121):
: oOH
=MI'M"— . 4.123
¢ % (4123)
Dado que la transformacién es candnica:
: 0H
=I'—. 4.124
=13 (4124

Comparando la expresién anterior con (4.123) se sigue que:

MTMT =T (4.125)

Que es la llamada Condicion Simpléctica. Esta condicién es necesaria y suficiente para que una trans-
formacion sea candnica. Hasta ahora hemos visto que es necesaria, para demostrar que es suficiente
basta con sustituir (4.125) en (4.123).

Existe otra forma equivalente de expresar (4.125):

MITM" =T M'TM =T, (4.126)
ya que:
MTD=TM"". (4.127)

Multiplicando la ecuaciéon anterior por la izquierda por I' y por la derecha por —I', y recordando que
2 = —], tenemos,

PMT(-T)=T?M" ' (-I)=>TM =M""T=|M'TM=T]. (4.128)

4.5.2. Transformaciones candénicas dependientes del tiempo

Sea £ = £(n,t) una transformacidn candnica que depende explicitamente del tiempo, siendo ¢ en
el espacio de fases no mas que un parametro continuo. Consideremos la transformacién canénica n —
€ (to) = &(n,to), para un valor fijo de t = ty. De este modo la transformacién final £(n),t) la podemos
considerar como la resultante de la composicién de la transformacién candnica n — & (to) = &(n, to)
seguida de la evolucién temporal desde ¢y — t de las nuevas variables candnicas (1),

T.C.

p———

T.C. f(t) evolucién temporal { T.C.?

Ui

117



Mecdnica Tedrica José A. Oller

Ya que to es una constante, la transformacién candnica n — &£(n,ty) cumplird la condicién simplécti-
ca, porque hemos visto en la subseccién anterior que es condicién necesaria y suficiente para que
una transformacién sea candnica. Queremos ver que éste es también el caso para la transformacién
&(n,to) — &(n,t), que corresponde con la evolucién temporal de las nuevas variables candnicas.

Para ello vamos a considerar el caso de transformaciones candnicas que dependen de un parametro
continuo genérico.

4.5.3. Transformacion canonica infinitesimal

Una transformacién candnica dependiente de un parametro continuo puede considerarse como una
sucesién de transformaciones candnicas infinitesimales. Sean las variables candnicas originales 1(q, p) y
las nuevas variables £(Q, P),

tal que para 6 = 0 se tiene Q;(q,p,0) = ¢; y P;(¢q,p,0) = p;. Consideremos la transformacién canédnica
infinitesimal alrededor de 6 = 0,

Qi=q +0q ,
P; = p; + 0p; , (4.130)
E=n+0n.

A primer orden en §6 siempre podemos tomar la funcién generatriz del tipo 2,

Fy(q,Pit) =Y qPi+ 060G (q, P,0) . (4.131)

Recordemos que F; debe cumplir (4.32) y (4.131) lo cumple siempre dado que difiere de ) . ¢; P; (cuyo
Hessiano es uno) por cantidades infinitesimales. A primer orden podemos sustituir 060G (q, P,0) por
900G (q,p,0), ya que la diferencia entre P y p es orden §6. De acuerdo a (4.31), las derivadas de la
funcién generatriz nos dan:

pi = g—i = b 562—5 :
dop; = Pj—p;= —Mg—g :
Q; = g—ij:anL(SQg—g,
5qj = 595—2 — 59% + O(56%) . (4.132)
En definitiva:
dq; = 50% , 0pj = —592—2 , G=G(q,p,9) (4.133)
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=Y

q

Figura 4.3: Orbitas en funcién del parametro 6, resultantes de resolver la ecuacion diferencial de
primer orden (4.137).

De forma mas compacta,

on = o6 Fﬁ , (4.134)
an
ya G = G(q,p,0) se le llama generador infinitesimal. La composicién sucesiva de transformaciones
candnicas infinitesimales da lugar a transformaciones candnicas finitas dependientes de un parametro
0. Esta aplicacidn sucesiva puede englobarse en una ecuacién diferencial para obtener la transformacién
canodnica finita. Basta para ello considerar como coordenadas iniciales:

n0) ={Qi(¢,p,9),P;(¢,p,0)} , (4.135)

en lugar de Q;(q,p,0) y Pi(q,p,0), pero el procedimiento es del todo analogo. Realizando una trans-
formacién candnica infinitesimal a:

Qi = Qi(q,p,0+db) ,

4.136
Aplicando directamente (4.134), tenemos que:
an(0) _ 0G(n(6):9)
a0 ond) (4.137)

n®=0)={gp} .

Graficamente el resultado de la integracién de (4.137) da lugar a las llamadas drbitas en funcién de 6
que representamos simbdlicamente en la figura 4.3.

Veamos que en efecto se cumple la condicién simpléctica para transformaciones candnicas depen-
dientes de un parametro continuo, caracterizadas por la ecuacién diferencial (4.137). Consideremos
primero el caso de una transformacidn infinitesimal, donde en virtud de (4.134) se tiene,

0*G
Maﬁ = 5045 + (5(9’)/(1,)— . (4138)
Maly
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En lenguaje matricial la expresién anterior es:

0’°G
M =1+ 60T 4.1
+ onon (4.139)
con lo que
9*G
M'"=1- r. 4.14
5907)877 ( 0)
Por lo tanto, a primer orden en 96 se verifica:
0*G 0’°G
MIM" = (I+60T— |I'(I—00—=T
( i 3772) < on? )
0’°G 9*G
= I'+60<T r-r rs=~I. 4.141
" { on? on? } ( )

Y vemos que la condicién simpléctica es condicién necesaria para las transformaciones candnicas infi-
nitesimales.
Comprobemos que también es suficiente. Dada la transformacién infinitesimal:

o (04 dB) = 1o + 607,,Y, (1,0) (4.142)

hemos de demostrar si se cumple la condicién de integrabilidad,

oY,  aYy

_ %% 4143

s O (4.143)
aG (na tO )

en cuyo caso podremos identificar Y, = , Y entonces tenemos automdticamente la funcién

My o
generatriz [, = . ¢;P,4+60G (1, 0) y es candnica. Apliquemos la condicién simpléctica, lo que requiere
el cdlculo de las matrices M y M " a partir de (4.142):

0¢,, oY, oY
Mg = =2 =0,3+00V0,—L2, = M=1+ 60— . 4.144
Y para M T:
e
M' =1- — ) T. 4.14
50 ( aﬁ) (4.145)
Por la condicién simpléctica:
.
MTM" = (I+ sor XN (100 (X)) 1) = (4.146)
on on
oY oY\ '
=T+dt(IT=—T-T(=— | I'| =T. 4.14
i ( n (877) ) 47
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Por lo tanto:

on

) oY\ " oy oy oY, ov,
on on O g Oa
se cumple (4.143) y en efecto (4.142) representa una transformacién candnica infinitesimal por satisfacer
la condiciéon simpléctica.

Para considerar el caso de transformaciones finitas, notemos que si se aplican sucesivamente dos

transformaciones candnicas: u
2

3 - & ",
VEMOS que:
M,z = g—gg = g—gzg—g; = (My) o (M) gy = M = MM, . (4.149)
Ademas:
MTM" = My, MiTM| M, = MoI'M, =T, (4.150)
~——

r

con lo que la transformacién resultante cumple la condicién simpléctica si ésta es satisfecha por cada una
de las transformaciones con matrices M; y M,. Como una transformacién candnica finita continua en
0 la podemos considerar como resultante de la aplicacién sucesiva de transformaciones infinitesimales,
se tendr3,

N N
lim [[MT[[M) =T . (4.151)
N—o00
i=1 j=1

Luego la transformacién candnica finita cumple la condicién simpléctica. Veamos que es condicién
suficiente. Obviamente si la condicién simpléctica es satisfecha por la transformacién candnica finita y
continua £(n, 6), ésta queda satisfecha por las transformaciones infinitesimales (caso particular cuando
0 es infinitesimal). Por lo tanto, al ser las transformaciones infinitesimales candnicas asi lo serd la
transformacién finita resultante de componerlas. Con ello queda demostrado que es condicion nece-
saria y suficiente para que toda transformacion continua sea canonica el que satisfaga la condicion
simpléctica.

Volviendo a nuestras consideraciones originales, relativas a transformaciones dependientes del tiem-
po explicitamente, podemos aplicar sin mas los resultados obtenidos al estudiar las transformaciones
dependientes de un parametro continuo identificando el parametro ¢ con € para la transformacién
£(n,to) — &(n,t), con la condicién inicial obvia £(7,t)|:, = £(n,ty). Volviendo a considerar la cadena
de transformaciones canénicas, n — £(n,to) — &£(n,t), esquematizadas en este diagrama,

M-
n - 4/‘ 5(777750)
MM (1) <
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se deduce que:

v Falnt) 96 (to)
Ty 96(te) O

La evolucién temporal £(tg) — £(t) es candnica si y sélo si MoI'M, = T, dado que es un caso
particular de transformaciones dependientes de un pardmetro continuo con G igual a H, como se
deduce de comparar las ecuaciones canénicas con (4.137). Con ello, la transformacién final resultante
cumple necesariamente la condiciéon simpléctica, ya que M; la cumple también al corresponder a
una transformacién independiente de ¢t. Veamos ahora que también es suficiente, es decir, que si
MUMT =T, entonces £(n,t) es una transformacién candnica. Dado que M lo cumple para todo
tiempo t, en particular lo satisface también para t = ¢y y, por tanto, M; también cumple la condicién
simpléctica. Con ello, la transformacién n — £(n, o) es candnica. Por otra parte, dado que tanto M,
como M cumplen la condicién simpléctica, es directo comprobar que entonces M; también la satisface
y entonces £(n, tg) — £(n,t) es una transformacién candnica. Por lo tanto, la transformacidn resultante
&(n,t) es efectivamente una transformacién candnica.

4.6. Invariancia de los paréntesis de Poisson y el volumen
bajo transformaciones candnicas

e Paréntesis de Poisson. Considérense los paréntesis de Poisson fundamentales:

[Masn6), = Yas » [6ar€ple = Yas (4.153)
entonces,
aga 855
[§a, &6l = a—m%pa—np = Maxap M, . (4.154)

De aqui tenemos dos conclusiones equivalentes,

(a) Como vimos en el punto anterior £(n), ) es candnica si y sélo si satisface la condicién simpléctica
con lo que el resultado final de (4.154) es v,3.

(b) Por el teorema de invariancia de los paréntesis de Poisson, tal y como se vio en la subseccién
4.4.2, llegamos asi mismo a la condicién simpléctica MT'M " =T.

A partir de (4.111) sabemos que si los paréntesis de Poisson fundamentales se conservan, éste es el
caso para los corchetes de Poisson de dos variables dinamicas cualesquiera.

Asi vemos que el que la conservacion de los paréntesis de Poisson fundamentales es condicion
necesaria y suficiente para garantizar que la transformacion sea candnica es equivalente a la condicion
simpléctica segin (4.154).

e Otro invariante es el elemento de volumen. El elemento de volumen en las viejas variables viene
dado por:

(dn) =dq ...dg,dp; ...dp, (4.155)
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Y en las nuevas:
(d€) =dQy ...dQ,dP; ...dP, (4.156)

La relacién entre ambos queda establecida por el Jacobiano de la transformacidn:
(d€) = ‘ = |det(M)|(dn) . (4.157)

Por otra parte, a partir de la condicidn simpléctica se tiene que:
M'TM =T = (det M)*> =1 = |det(M)| = 1 (4.158)

Asi las transformaciones candnicas conservan el elemento de volumen.

En las transformaciones candnicas hemos adoptado el punto de vista pasivo, considerandolas como
cambios de coordenadas en el espacio de fases. Este es el punto de vista pasivo de una transformacién. Se
considera la misma regién (que, por tanto, tendrd el mismo volumen) desde dos sistemas de coordenadas
distintos. Lo que ha sido novedoso es ver que el elemento diferencial de volumen también se conserva
en su forma bajo una transformacién candnica. Para una regién finita tenemos:

D D

a,p Q,P

1 (4.159)
:/ dQ;...dQ,dP, ...dP, ,
DQP

y el volumen de una regién arbitraria, calculado de la misma forma en los dos sistemas de coordenadas
en el espacio de fases por una transformacién canédnica, coincide.

4.7. El movimiento de un sistema como una sucesion con-
tinua de transformaciones canonicas
Consideremos de nuevo las transformaciones candnicas continuas infinitesimales e identifiquemos

0 — t en (4.137). Tenemos,

dg; 0G  dp; oG 0 o
a =5 = =p. 4.1
it op dt 9, ,q(to) =q" , p(to) =p (4.160)

La comparacién es directa con las ecuaciones candnicas (3.36) sin mas que identificando el Hamiltoniano
H(q,p,t) con el generador G(q, p,t). Por lo tanto, observamos que la evolucién temporal ¢° — ¢(t) y
p° — p(t) es un caso particular de transformaciones candnicas dependientes de un pardmetro continuo.

Ademas para la evolucién t — t + dt tenemos la funcién generatriz [, = Z ¢ P+ dtH(q,p,t). Y el

nuevo Hamiltoniano es:

O OH (g, p, )
K = H+ 22 —pgya2 Ll
T T T Ty
dH (g, p,t
= H(q,p,t+dt)=H(q,p,t)+%dt. (4.161)
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Por lo tanto llegamos de nuevo al resultado conocido,

dH OH
—_— =, (4.162)
dt ot

pero en esta ocasion explotando el hecho de que la evolucién temporal la podemos considerar como
una transformacién candnica dependiente de un pardmetro continuo, adquiriendo un nuevo significado
relativo a conocer el nuevo Hamiltoniano tras el cambio de variables. Ademas H es el generador de las
transformaciones candnicas con t como pardmetro. El que H # constante, refleja el hecho de que la
funcién generatriz depende explicitamente del tiempo.

Hemos llegado al importante resultado de que todo movimiento de un sistema se puede considerar
como una sucesion de transformaciones candnicas infinitesimales. jEl entero movimiento del sistema a
lo largo del tiempo se puede ver como un cambio continuo de coordenadas (g, p) en el espacio de fases
de tipo candnico!.

Teniendo en cuenta la conservacién para las transformaciones candnicas de la circulacion y del
volumen vistos en las secciones 4.4 y 4.6, respectivamente, es ahora evidente que la evolucién temporal
conserva la circulacion y el volumen en el espacio fasico y son, por tanto, invariantes integrales. El
teorema de Liouville lo vimos en la seccién 3.8 desde el punto de vista activo, considerando la variacién
en la forma de una regién en el espacio de fases debido a la evolucién temporal. En la seccidén 3.8 se
adopté la descripcién de campo desde el punto de vista de la analogia con el fluido de fases. Ahora la
conservacién del volumen por la evolucién temporal se puede ver segtin la descripcién de particula del
fluido de fases. Siguiendo la demostracién dada en (4.159),

V= / dq, ...dg,dp; . ..dp, (4.163)
D(to)

Realizando la transformacién canénica £(tg) — &(t),

D(to)

_ / € (to)
D)

dQ: ...dQ,dP, ...dP, = (4.164)

£(t)
D(t)

que es el teorema de Liouville desde un punto de vista pasivo.
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Capitulo 5

Simetrias y teoremas de conservacion 11.
Ecuacion de Hamilton-Jacobi

5.1. Familias de transformaciones canonicas. Generadores
infinitesimales

Consideremos la transformacién candnica:

So = Za (£°,4,0) (5.1)
continua y diferenciable en #. Cuando 6 = 0 se tiene la transformacién identidad:

&0 = Za (£°,4,0) . (5.2)
La transformacién (5.1) es ademds invertible:

Sa = Zg (§ast;0) - (5.3)

Para cada 6 tenemos la funcién generatriz F° (£°,¢;0) que en virtud de (4.20) es tnica salvo por la
adicién de una funcién arbitraria de § y t. Escribimos F° para indicar que se toma F' como funcién de
€%y no de las variables .

La funcién generatriz F° debe satisfacer las ecuaciones (4.20). Dichas ecuaciones se pueden expresar
de forma mas compacta introduciendo la siguiente notacién matricial. Sea la matriz,

©TL I[TL
= (SR, -

donde I, y @, son las matrices identidad y nula, de orden n, respectivamente. Esta matriz posee la
propiedad:

A—AT=T. (5.5)
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Los elementos de la matriz A los designaremos por A,z . Con esta notacién, (4.20) se pueden reescribir
como:!
0z OF"

Aapl) = Wag(’jz R

(5.6)

Diferenciando respecto de 6, manteniendo £° y ¢ fijos:

927 07,07, O°F°
T S W Lo
0 wae0ae " T ae a6 T ac00g
92,02, | 92,04, 0 {A 07 8F°}
0

I
Y arn an v Z
e 96 90 9e0 | ogd *

00 00

02,02, 9 [. 87,  OF
Z

o0 96 o0 [A 1

= ()‘MV - AVM) Y 06

Donde hemos tenido en cuenta que 7, = A,, — A,,. Por otra parte, definimos:

OF° 07
G (€,t;0) = 5 + A\ 8;2 (5.8)

De esta forma la ecuacién (5.7) puede reescribirse en la forma:

02,07, , OG°
T oen 90 " Deo

=0. (5.9)

La ecuacién (5.1) que da lugar a la transformacién canédnica implica que:

02, 02°
089 0s

— b5 . (5.10)

. . 70
Teniendo en cuenta este resultado y multiplicando (5.9) por ’mpfz
B

02,072 07, IGY 820
ry.U«V ago 85 89 7,617 50 /7/317 af
“/—/

6#@

(5.11)

Puesto que 73,73, = 0, se tiene:

8Z 07° 8G0

equivalentemente,

02, oG

W = %56_55 (5-13)

'Escribimos Z en lugar de £ segtin (5.1).
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GT ~ N /

P
',
{ { oo

Figura 5.1: Orbitas en funcién del parametro 6.

Espacio fasico

donde G = G (&,t;0) = G° (€% (&,1;0) ,t;0). La ecuacién (5.13) representa la ecuacién diferencial de
la transformacién &, = Z, (£°,t;60).

Hasta ahora hemos considerado las transformaciones canénicas desde un punto de vista pasivo (salvo
en el caso de la evolucién temporal). EI mismo tratamiento desde el punto de vista activo se puede
realizar para las transformaciones candnicas continuas en 6:

o =6 (§",1:0) = Zo (€%, 1:0) (5.14)

y asi manteniendo £, ¢ fijos tenemos que los puntos de coordenadas &, describen una curva unipa-
ramétrica con # como pardmetro. Sobre una de las curvas sélo varia 6 y, segin (5.13), podemos escribir
como ecuacién diferencial de las mismas:

dg, 8G

_ ¢0
= wag s G0 =8 (5.15)

Estas ecuaciones, como ya se ha discutido en el capitulo anterior, son completamente similares a las
ecuaciones de Hamilton con 6 haciendo el papel de t.

Sobre estas curvas (6rbitas) cada punto &,(#) se relaciona univocamente con &,(0). Hemos visto
que asociada a cada familia uniparamétrica de transformaciones candnicas hay una funcién G(&,t;0)
llamada el GENERADOR INFINITESIMAL.

Teorema

Toda funcion continua y diferenciable G(&,t;0) genera una familia de transformaciones candnicas
uniparamétricas que viene dada por:

dg, oG

y para cada familia uniparamétrica de transformaciones candnicas existe un generador infinitesimal que
satisface la ecuacion anterior.
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Demostracion.-

La segunda parte del teorema ya ha sido demostrada. Para ver que la primera parte es correcta

consideremos los paréntesis de Lagrange:

a a v 7
fe0,¢8), = gva—; 2,0}, = s -

Es decir, queremos ver si (5.17) se verifica. Para ello se define,

(.60} = Lupl”.0)

Para 6 = 0 queda claro que £,5(£°%,0) = 7,3. Analicemos el cambio con 0:

a0 0
_ 0 (02, \0Z, 07, 0 07,
~ o\ a0 ™) aeg T aes aeg \ o8

0 (0G\0Z, 0%, 0 (0G
- o8 (agy) 08y 98 0€} (8@)

Oy _ 0 (02, 02,
e8 " DeY

0¢y \ 06, 065 | 0, 063065 | €5 \ 9€, 03
PG 0*GO oG 0°*Z, oG 0°Z,
DE0E,  DEL0E O, DESDE O, LSSt
Luego ¢,3 no depende de 0 y, por tanto:

gaﬂ (507 9) = gaﬂ (507 0) = YaB -

oG 9*Z

9 (0Goz,\ oG &z, |0 (0Goz,\ oG
0€,, DESDEY

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

Al conservarse los paréntesis de Lagrange fundamentales (5.17) entonces la transformacién es canénica.

Ejemplo

Tomemos como generador infinitesimal G a la funcién:

1 1
G=— Ze2 - p?
€1+2§2 ¢+5r,

que no depende explicitamente en 6. Aplicando (5.15):

dg  0G

a0 8_p_p’

dp _ _9G _,

do dq '
De aqui obtenemos:

p=p"+90,

y también:

9
1
qz/ (p0+9)d9+q0:q0+p09+§92.
0
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5.2. Simetrias y leyes de conservacién

En mecdnica Lagrangiana hemos visto como el teorema de Noether determina la existencia de cons-
tantes de movimiento asociadas a aquellas transformaciones continuas en el espacio de configuracion
que dejan invariantes las ecuaciones de movimiento (es decir L = 0 6 6L = dF'/dt). Asi mismo dicho
teorema proporciona la expresion para calcular dichas magnitudes.

Conclusiones andlogas se obtienen de la invariancia del Hamiltoniano bajo familias continuas de
transformaciones candnicas. Para ello consideremos una variable dindmica R(&,t) que variara a lo largo
de la #-6rbita de acuerdo a:

dR  ORdt, OR 0G
— = 0 = — You = = , R 2
o~ 0¢, do  0¢, " O¢, &, G (5:25)

donde hemos empleado (5.15). Si ademas R = R(&,t;6), depende explicitamente de 0, se tiene:

dR OR
ik - 2
o5 = [B.Gl+ = (5.26)
Considerando R = H(¢,t;0), se tiene la expresién analoga a (5.26):
dH oOH
5= [H,G] + 20 (5.27)
Por otra parte, la funcién G evoluciona temporalmente de acuerdo a,
dG oG
— =|G,H|+ — . 5.28
=[G H] + (525)

Para el caso relevante en que H no dependa explicitamente de 6 se tiene por tanto que dH/df = 0
si [H,G] = 0, segin (5.27), en cuyo caso la funcién H(&,t) no cambia a lo largo de la drbita. Pero
asi mismo, si G no depende de ¢ explicitamente se sigue de (5.28) que G(&) serd una constante de
movimiento. Llegamos, por tanto, al interesante resultado de que si 0H/00 = 0G /0t = 0, y H es
invariante a lo largo de las drbitas generadas por GG, entonces G lo es a lo largo de las érbitas temporales
generadas por H. Vemos cédmo un resultado de invarianza de H bajo transformaciones continuas nos
ha llevado a la existencia de una constante de movimiento.

Sin embargo, la discusién anterior no ha incidido en el hecho fundamental de que el Hamiltoniano es
el generador infinitesimal de la evolucién temporal y su cambio bajo una transformacién candnica viene
dictado por (4.21). Es decir, al determinar el comportamiento de R(&,t;6) en (5.26) se estd tomando
esta funcién con una forma funcional fija en término de las variables (&, ¢; 0) para todo 6y, por tanto,
su variacion corresponde a evaluar la misma expresion para valores distintos de sus argumentos segtin
cambie . Este no es el caso para el Hamiltoniano K (€,t;6) (K (&,t;0) = H(&,t;0)). De hecho,
dado que para un cambio infinitesimal en @ siempre podemos tomar como funcién generatriz:

Fy(q,P,t) = qP+ 060G (q. P,0) . (5.29)
segln se vio en (4.131), se tiene que,
dK  0G
% — E 3 (5.30)
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en lugar de (5.27). Para deducir la expresién anterior téngase en cuenta (4.31). Si G no depende
explicitamente de t se deduce que K es constante a lo largo de la #-érbita e igual a K(&,t;0) =
H(&(& t;0),1;0).

La ecuacién (5.30) nos lleva a preguntarnos bajo qué condiciones se cumple que K (&,t,6) =
H(¢,t,0). Dado que ambas funciones coinciden para 6 = 0 se llega a que sélo cuando dK/df = dH /df
se satisfara el requerimiento anterior. Igualando entonces las expresiones (5.27) y (5.30) se llega a que:

dH 0OH 0G dK
G 5 =5 = (5:31)
equivalentemente, pasando el término [H, G] a la derecha,
dG oG 0OH
E_[G’H]JFE_W’ (5.32)

resultado que es del todo andlogo a (5.30) intercambiando G por H.

Si (5.31) se verifica entonces K (&,t,60) = H(&,t,60) y este hecho garantiza que el Hamiltoniano
tenga la misma dependencia sobre £ que H(£Y,t,0 = 0) tiene sobre £, siy sélo si OH (&,t,0)/00 = 0,
es decir, cuando H no dependa explicitamente de 0 y, por tanto, H = H(&,t). Si éste es el caso se
llega entonces a que las ecuaciones candnicas de movimiento son invariantes a lo largo de la 6-érbita,
aspecto que define cuando una transformacién es una simetria tal y como ya se empled en mecanica
Lagrangiana, seccién 2.5. Por lo tanto, decimos que una transformacién candnica continua es una
simetria cuando se verifica

OH(&,t,0)
g = 0. (5.33)
oG
[H.G = 5 (5.34)

donde la dltima igualdad se sigue de reescribir (5.31) teniendo en cuenta (5.33). A su vez (5.31) y
(5.33) implican que H es invariante en la 6-6rbita de una simetria si G no depende de t explicitamente.
La ecuacién (5.33) implica también que el generador infinitesimal de una simetria es una constante de
movimiento teniendo en cuenta (5.32).

En la dindmica Lagrangiana se vio que la invariancia del Lagrangiano bajo transformaciones o ro-
taciones conduce a la conservacién del momento lineal y del momento angular, respectivamente. En
la dindmica Hamiltoniana la conservacién de un momento generalizado p; se deduce, en virtud de las
ecuaciones canonicas, de la independencia del Hamiltoniano respecto de su coordenada candnicamente
conjugada ¢;, ya que:

.A__BH_
b= dq; B

0. (5.35)

Podemos ahora establecer dicha relacién entre conservacién e invariancia (simetria) de H en términos
de familias continuas de transformaciones candnicas y sus generadores infinitesimales G.
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1. Un momento generalizado p; es el generador infinitesimal de las traslaciones en ¢;. Basta para
ello identificar G = p; y teniendo en cuenta (5.15):

@ o,
J
dy, G (5.36)
Luego obtenemos para las 6-érbitas:
q; = q? + 0550 5 pj = p? : (5.37)

Es decir, que las #-6rbitas son lineas a lo largo de las cuales sélo ¢; varia. En este caso, 0G/0t = 0
y para que se cumpla (5.34) se requiere que,

OH
dg; 7

[pi, H] = 0 = — (5.38)
con lo que recuperamos (5.35) con ¢; una coordenada ciclica. El resultado (5.38) es suficiente
para garantizar también (5.33) dada la eleccién de variables canénicas que se ha hecho en esta
discusién.

2. Consideremos ahora que G = H. Su variacién temporal viene dada por:

dH OH  OH

o~ H Y = (5:59)

Por lo tanto, siempre se cumple (5.31) y la evolucién temporal es una simetria si y sélo si 0H /0t =
0. Entonces, H(§) = H(&(&,t),0) y tenemos el teorema de conservacién del Hamiltoniano
(equivalente al teorema de conservacidn de la energia para sistemas cerrados).

5.3. La ecuacion de Hamilton-Jacobi

El hecho de que la evolucién temporal de un sistema en el espacio de fases sea una sucesién continua
de transformaciones candnicas es la base de un nuevo método general para resolver la evolucién temporal
de un sistema en mecanica.

Se trata de encontrar la funcién generatriz F' de la transformacién candnica uniparamétrica temporal
en uno de los cuatro tipos basicos de transformaciones candnicas para obtener las ecuaciones algebraicas
de la transformacion desde el estado inicial al estado final.

Sea £° el punto inicial en el espacio de fases en t, y considérese la transformacién canénica &,(t) =
Z,(€°,t). Identificando 6 con t y G° con H(&,t) = H(E(&o,1),t) en (5.8), deducimos que:

OF° 07
W == HO(£07t> - )\/“,a—t'uzl, . (540)
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Dado que los £° se refieren a las condiciones iniciales del movimiento, emplearemos el convenio habitual
de identificar derivadas temporales parciales y totales siempre que se tomen como argumentos £° y .
De este modo la ecuaciéon anterior se puede reescribir como:

dF° dz

0/¢0 -
dt H (g ) lw dtu Zu - (gvt) - )‘Ml/gltgv . (541)

ya que los £° se consideran fijos. Por otra parte, vimos en el principio de Hamilton que el movimiento
del sistema queda especificado conociendo las coordenadas generalizadas en dos instantes distintos, ¢°
ent=1tyyq(t) en t. Asi tomaremos:

Eall) = Za(€"51) = Z (q q:t)

(5.42)
FOEt) = =S(q,t,¢°, 1),
al ser S(q,t,¢° to) = —F°(q° p®(q,q° t),t) es entonces la funcién generatriz de la transformacién
inversa, es decir, de ¢(t) a ¢". Aplicando las ecuaciones (4.27) se sigue que,
08
pi(t) = . 5.43
() dq;(t) ( )
Asi mismo, de la igualdad F' = —S deducimos,
dr° 05
arr S 5.44
R B 0
Por otra parte, de (5.41) tenemos también,
dF° - 08 ,
W = H(fa t) - )‘uufugu = q p, sz% = q a t) - ;pi(h . (545)
Igualando las dos ultimas expresiones se llega a,
0S oS
—=-H —,1 5.46

que es la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Esta es una ecuacién en derivadas parciales, no lineal en general.
Una solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi se obtiene sin mds que integrando la ecuacién
(5.41),
t
0 40 L0 0 0
S td’ ) = [ bl 006l 0t) - HEP a0 dt . (54D
to
claro que para integrar la expresion anterior es necesario conocer de antemano la evolucién temporal
&(&o,t) que es precisamente el problema que pretendemos resolver. Si en (5.47) reemplazamos los p;
por su expresién en términos de ¢; y ¢; (mediante el empleo de las ecuaciones candnicas), se deduce
que el integrando es el Lagrangiano, obteniéndose,

(0.0, = [ Lot a0, ar (5.48)

to

132



Mecdnica Tedrica José A. Oller

donde ¢(t') representa el movimiento real del sistema. Por lo tanto, la accién es una solucién de la
ecuacién de Hamilton-Jacobi. llustremos este resultado con el caso simple de una particula libre.

Ejemplo
Consideremos una particula libre:

t/ _ tO
— . (5.49)

La accién viene dada por,

t t 0\ 2 0\2
Y LR P ,_/1 q4—q ,_1(g—¢)
s_/t gira = | 5 (G ) =3 (5.50)

0

Asi a través de la funcién generatriz:

0 oS  q—4¢°

P =—F35= )
0  t—1t°
5.51
_ 05 _q=d" _ 21
b dqg t—1t9 b
Resolviendo:
q(t) ="+t —t")p° ,
p(t) = p" (5:52)

Para poder determinar el movimiento del sistema en un caso genérico hemos de resolver la ecuacién
de Hamilton-Jacobi (5.46). De hecho podemos afirmar:

Teorema

Sea S(q,Q,t) una solucién cualquiera de la ecuacion de Hamilton-Jacobi que depende de n + 1
constantes Q1 ...,Q, y C tal que det (0?S/0q0Q) # 0. Entonces las ecuaciones:

oS oS
= — , P=— , 5.53
P dq; Qi ( )
donde Py, ..., P, son constantes, definen la transformacion candnica desde las ¢;(t), p;(t), que satis-
2

facen las ecuaciones candnicas de movimiento, a las 2n constantes de movimiento ();, P;.

?Debemos aclarar dos puntos:

1. Llamamos una de las constantes C porque si S es solucién entonces S+ C' también es solucién (sélo aparecen
derivadas parciales de S tanto en la ecuacién de Hamilton-Jacobi como en las ecuaciones de la transforma-
cién).

2

0q0Q

2. Se requiere que det ( ) # 0 para poder expresar:

Pt =
) y también @
P,t) P =

133



Mecdnica Tedrica José A. Oller

Demostracion.-

Dado que los P; son constantes:

. d 0S ) 0%S
B=0= %00, Zaqgaczz T o00Q,

(5.54)

Dado que S satisface la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, el segundo sumando de la expresién anterior se
puede reexpresar como:

S(q, Q1) _ 9H(g,p(q,Q.1),t) 3 0H(q,p,t) 9°S
0Q0t 0Q; B dp;  0Qidgq;

(5.55)

Sustituyendo (5.55) en (5.54) tenemos:

_ 0H(q,p,1)
Za%&@l( +—apj ) , (5.56)

y puesto que det (0%25/9q0Q) # 0, obtenemos el primer conjunto de ecuaciones candnicas:

OH(q,p, t)
= _ 5.57
o, (5.57)
Por otra parte,
. doas . . OH(q,Q.1)
T (()q, Z (9q18q] Bg:0q; " " ataq Z aqjaqz dq; (5:58)
_ Z . OH(q,p.1) = 0H(q,p7 t) Opi(q, @, 1)
(9%0612 g — b 9g;
3H(q,p, t) %S ( . O0H(q,p, t))
-+ —_— | . 5.59
9q; Z 9,00 \" Ip; (5.5
Teniendo en cuenta (5.57) se deduce el segundo conjunto de ecuaciones candnicas:
. 0H(qp,t)
;= — . 5.60
p 9a (5.60)

Por lo tanto, en virtud del teorema anterior, hemos de buscar soluciones de |la ecuaciéon de Hamilton-
Jacobi, también denominadas soluciones completas, que dependan de n constantes de integracién. Se
ha de tener en cuenta que la solucién de una ecuacién diferencial en derivadas parciales dependera en
general no de constantes arbitrarias de integracidn sino de funciones arbitrarias. Recibe el nombre de
funcion principal de Hamilton toda solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi (en nuestro caso 5)
que dependa de n constantes, y son las tnicas soluciones de interés para el estudio del movimiento del
sistema.
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Las Q; rara vez seran las ¢ (coordenadas generalizadas iniciales). No obstante las 2n constantes Q;,
P, se podran expresar en funcién del estado inicial del sistema mediante las relaciones ¢ = ¢;(Q, P, t,)

Ejemplo: Busquemos una solucién completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi (5.46) para el caso
de la particula libre. EI Hamiltoniano, como sabemos, viene dado por:

2
H=r
2

donde hemos tomado masa unidad. La ecuacién de Hamilton-Jacobi es en este caso:
oS  1(08\*
ot 2\oq)

Esta ecuacidn se puede resolver aplicando separacion de variables. Para ello supongamos una funcién
principal de Hamilton de la forma:

entonces:
89S, 1/[98)\°
et It B 5.62
ot 2 ( dq ) (5.62)
Dado que el término de la derecha es independiente de ¢, se sigue por lo tanto:
051 0955
= —= = \/2 5.63
Lo que nos lleva a:
S=-Qt++/2Qq. (5.64)
Aplicando las ecuaciones (5.53) obtenemos:
oS oS q
5 =V 00 '~V (>65)

De las condiciones iniciales P = —¢°/1/2Q. De (5.65),

¢ = —V2QP+ 20t =pt+q", (5.66)
p = V20, (5.67)

obviamente () es la energia cinética F.
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5.3.1. Otra forma de llegar a la ecuacién de Hamilton-Jacobi

Las nuevas variables canénicas (@), P) son independientes de tiempo. Este hecho se cumple cuando
el nuevo Hamiltoniano sea una funcién arbitraria de t. Dado que toda funcidén generatriz, al igual que
todo Hamiltoniano, esta indeterminada por la adicién de una funcién de tiempo genérica, igualaremos a
cero dicho Hamiltoniano. Tomando la funcién generatriz que pasa de las variables (@, P) a (q(t), p(t))
de tipo 3, S(q, @, 1), ésta debe satisfacer:

oS
equivalentemente,
oS )
=~ _H(g. 2= .
Y (g, aq,t) , (5.69)

llegando de nuevo a la ecuacién de Hamilton-Jacobi (5.46).

5.4. Separacién de variables

’Recalcamos que no usamos el convenio de suma sobre indices latinos repetidos

El dnico método general para resolver la ecuacién de Hamilton-Jacobi es el método de separacidn
de variables. Sélo funciona para algunos Hamiltonianos cuando se expresan en ciertas coordenadas. El
caso estandar de aplicacion de esta técnica es para Hamiltonianos independientes del tiempo y asi los
consideraremos a lo largo de esta seccién.

Sea la ecuacién de Hamilton-Jacobi:

g—f =-H <q, g—j) . (5.70)
Dado que el término de la derecha no depende de ¢, podemos encontrar una solucién en la forma:
S=Wiq,Q)+T(t,Q) . (5.71)
En efecto, derivando:
fa_z _— <q, %_qu> | (5.72)

funcién de t funcién de q

Entonces:
donde la funcién W(q, Q) satisface la ecuacidn,
oW (q,
Q1 =H (q, %) : (5.74)
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La funcién W (q, Q) se llama la funcion caracteristica de Hamilton. Esto muestra que un Hamil-
toniano independiente del tiempo admite una separacién de variables en el tiempo. Del mismo modo
se puede demostrar que si H(q, Q) no depende de una variable ¢;, digamos ¢;, entonces la ecuacién
(5.74) admite como solucién W (g, Q) = Q2+ W'(qa, - . ., gn, Q). Este procedimiento se puede iterar
para un namero arbitrario de variables ciclicas.

Otro método adicional al de la exitencia de variables ciclicas es el que describimos a continuacién.
Multiplicamos H por una funcién f(qi,...,¢,—1), y supongamos que de este modo la dependencia en
¢n de fH queda en la forma:

No depende de ¢n,

oW oW oW (5.75)
f(Q1a---aQn—1)H (Q7 aq ) _H7/z (Q7 aq ) +H ( 78_%) :f(qla---aQn—l)Ql .

Podemos, por lo tanto, buscar una solucién W(q, Q) = Wy (qn, Qn) + W (g1, ..., Gn-1,Q) y tenemos:

ow,

Empleando las ecuaciones (5.75) y (5.76) podemos escribir:

Esta ecuacidn es del mismo tipo que la inicial (5.74) pero ahora dependiente de ¢y, . . ., ¢, 1. Realicemos
de nuevo el proceso anterior, pero esta vez con g = ¢(q1,...,Gn—2). Supongamos que g(H) — fQ1)
adopta la forma separable,
ow ow
H;L—l (QIa <oy Qn—2, 0—7 Q) + Hn—l (QTL—la 7Q> an (578)
q1..n—2 IGn—1

Por lo que obtenemos ahora:

oW, _
Hn—l (CIn—la a 17@) = Qn—l

n—1

W = Wn(Qrm Q) + Wn—l(Qn—la Q) + W7/L—1(q17 ceeyQn—2, Q) . (579)

Es de destacar que cada separacién de una variable ¢; conlleva la apariciéon de una nueva constante ();
con lo que, si este procedimiento es iterable para las n variables, concluimos que, en efecto, se genera
una solucién completa de (5.74), o funcidn caracteristica de Hamilton, en la forma:

=3 Wi, Q) - (5.80)
i=1
En término de la funcién principal de Hamilton correspondiente a (5.74) se tiene:
S(g,Q,t) ZW ¢, Q (5.81)
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Las ecuaciones de la transformacién para una transformacién candnica bésica de tipo 3 son:

dg; B 9q; ’

pi = (5.82)

Po= =) Wi 4 St (5.83)

Sélo a través de (5.83) aparece el tiempo en la evolucién. Cuando este procedimiento se puede aplicar
diremos que la ecuacién de Hamilton-Jacobi es separable.

La ecuacién (5.82) da lugar a p; = p;i(¢;, @), dependiente sélo de ¢;, y la representacién de p; =
pi(qi, Q) en el plano (g;, p;) da lugar al grafo i-ésimo.

Ejemplo
Supongamos que tenemos el Hamiltoniano

1
2 .2 2
H= o= (pi+p+05) = Fas (5.84)
correspondiente al movimiento de una particula en tres dimensiones con una fuerza constante a lo
largo de una de ellas, pensemos por ejemplo en el tiro parabdlico. Dicho Hamiltoniano da lugar a una
ecuacién de Hamilton-Jacobi claramente separable para cada variable ¢;, ¢2 y g3. Escribimos entonces
la funcidn caracteristica de Hamilton como:

W(q, Q) =Wi(q,Q) +Wa(q,Q)+Ws(g,Q) , (5.85)

llegando a la ecuacién diferencial,

1| (oW \°  [owr\® oW\
i — Fgq = .
5 [( 90 ) + ( aqz)  oa 43 = Q1 , (5.86)
y, por tanto,
<8W1>2 _c
Oq ' 1 W52
— — Fg. = )
<(9W2)2 = 5 {01 +Cy + ( i 3 =Q1, (5.87)
92
equivalentemente,
dw.
Wg =/2m(Q1 + Fgs3) — C1 — Cs (5.88)
3
cuya solucién es:
1
Ws(g3, Q) = 3mE 2m(Q1 + Fgs) — C1 — Co)** . (5.89)
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Figura 5.2: Ejemplo de grafo de tipo vibratorio para el caso del oscilador arménico 3(5.94).

Conello S = —Q1t+v/Ciq1+vCaga+W3(gs3, Q). Aplicando (5.83) llegamos a las siguientes ecuaciones
de las que podemos resolver el movimiento del sistema,

oWs 1 1

“90, =0 = ToyEt T o p VR QU Fas) — G- G
oWs 1 1

"9, =P = Toum V2 QU Fas) —Ci= G
oW. 1

De la dltima ecuacién se tiene que \/2m(Q; + Fq3) — C1 — Cy = F(t — P3). De esta expresién
obtenemos directamente g5(t) y sustituyendo en las dos primeras de las ecuaciones (5.90) se determinan
asuvez qi(t) y ga(t),

Q) = \/E(t—Pg)—Q\/aPM
P(t) = @@—Pg)—z\/@&?

m
Q1 G+ G+ FA(t— Py)?
a(t) = —F5 + e : (5.91)

5.4.1. Sistemas acotados y separables

Un sistema en el que el movimiento queda confinado en una cierta regién del espacio se dice que es
acotado. Un sistema acotado y separable es un sistema acotado en el que la funcién caracteristica de
Hamilton adopta la forma completamente separable (5.80). En lo que sigue de este capitulo supondre-
mos que las ¢; fijan univocamente la configuracién del sistema® y que tratamos con sistemas acotados
separables. En este caso, como ya discutimos en la seccidn anterior,

3Téngase en cuenta que esto no siempre es asf. Considérese, por ejemplo, la transformacién canénica q; = —p;,
I
D; = 4i-
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Figura 5.3: Casos para Q < Mgly Q) > Mgl.

i : 5.92
p 94, (5.92)

y cada p; es funcién sélo de g; y de n constantes ();.
Dado un sistema acotado y separable, siempre se pueden elegir las coordenadas generalizadas de
forma que se tengan (nicamente dos tipos de grafos relevantes para todo par de variables candnicas

(95 pj)-
e Vibracién

La grafica de p; frente a ¢; es una curva cerrada. Un ejemplo es el problema del oscilador arménico.

En ese caso:
1 [dWw\® 1
5 (dq‘ ) + §mw2q§ =0 . (5.93)
De donde se obtiene:
pi = j:\/Zle — m2wiq; . (5.94)

El + hace que la curva sea simétrica respecto del eje ¢;. Los puntos donde el radicando se hace
cero son los puntos de retroceso y son puntos de ramificacién de la raiz cuadrada. Este es el caso
habitual para un Hamiltoniano cuadratico en p;. El tiempo necesario para recorrer todo el ciclo
en general no es fijo ya que dependera del resto de coordenadas involucradas en el movimiento
y, por lo tanto, el movimiento tipicamente no serd periddico.

e Rotacién

En este caso ¢; y ¢; + mq reproducen la misma configuracién del sistema para m un entero.
Entonces p; es una funcién periddica de ¢;, el caso tipico corresponde a que ¢; sea un angulo.
Al igual que en el caso de vibracién, el tiempo necesario para pasar de ¢; a ¢; + ¢ no es en
general independiente del resto de g; y, por lo tanto, el movimiento en g; no tiene, en general, un
periodo bien definido. La coordenada ¢; se dice que es multivaluada porque cada configuracién
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no corresponde a un Unico valor de g; sino que éste esta indeterminado en multiplos enteros de
0

4q; -

Dependiendo de los valores de las constantes ()1, ...,(Q,, €l caracter oscilatorio o vibratorio

de una variable dada ¢; puede cambiar pasando de univaluada a multivaluada. Por ejemplo,
consideremos el movimiento de un péndulo simple,

2

p
HIW—MQZCOSHZQ, (595)
De la expresién anterior,
2
p
=M > )
SViE glcos0+@Q >0, (5.96)

y distinguiremos dos casos: i) Q — Mgl <0y ii) Q — Mgl > 0.
i) Si @ — Mgl <0 el movimiento estd restringido ya que existird un 6, tal que,
2

p

Entonces la funcién p(6, Q) es del tipo vibratorio.

ii) Por el contrario, si Q — Mgl > 0 no existe tal 6y, sino que el péndulo da vueltas continuamente
sin ningln punto de retroceso al disponer de suficiente energia cinética y el movimiento se torna
multivaluado. Asi, cualquier valor de 6 describira la misma configuracién que 6+27m con m € Z.

5.5. Variables accién angulo

Consideremos un sistema acotado y separable. Vamos a realizar una transformacién candnica a un
conjunto de variables candnicas de claro significado geométrico y muy indicadas para este tipo de
sistemas. Son las llamadas variables accion-dngulo.*

Las variables accion las denotaremos por J; y se definen como:

aWz )

La integral curvilinea se realiza sobre un ciclo completo en el espacio (¢;, p;) y representa o bien el drea
en el espacio de fases dentro de la drbita cerrada, si ¢; es univaluada, o el drea correspondiente a un
ciclo de la érbita, si g; es multivaluada. Téngase en cuenta que en la definicién anterior sélo varia ¢; y
el resto de coordenadas ¢; se mantienen constantes.

En virtud de la definicién, dado que se integra sobre todo estado posible de movimiento en el espacio
(gi, ps), resulta que J; = J;(Q)) y son constantes de movimiento. Ademds, la relacién anterior es inverti-
ble, dejandose su demostraciéon como un ejercicio. Dado que p;¢; tiene dimensiones de energia, resulta,
por tanto, que J; tiene dimensiones de energia por tiempo y de ahi su nombre. Como consecuencia, la
variable candnicamente conjugada a cada J; no tendrd dimensiones.

4Como ya se ha indicado, en esta seccién tampoco se emplea el convenio de suma sobre indices repetidos.
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Reexpresemos a continuacién la funcién caracteristica de Hamilton, W = >". W;(¢;, @), en términos
de las variables J;:

—~

Wi = W; (qia Q(J)) = W; (qiv J) ) (5-99)

expresando las constantes @); = @Q;(J). Indicamos por W = Zleﬁ/\i a la funcién caracteristica de
Hamilton con argumentos dados por ¢; y J;. Las ecuaciones de la transformacién son en esta notacién:
p; = aWi(Qi?Q) . 3Wi(Qi,J)
' 04 9q;

(5.100)

En lugar de seguir considerando la funcién caracteristica de Hamilton como parte de la funcién ge-
neratriz S, la tomamos a continuacién como una funcién generatriz independiente de tiempo. Esta
transformacién candnica produce el cambio de variables canénicas (¢(t),p(t)) — (J,w), con w; las
variables candnicamente conjugadas a los J; y que denominamos por variables dngulo, dado que son
adimensionales. Dada las dimensiones de J;, aunque son funciones de las ();, las consideraremos mo-
mentos generalizados. Tendremos asi una transformacién candnica basica de tipo 2. Las variables dangulo
son:

oW (g, J) _ Z OW,(q5,7)

- aJ;

i 5.101
w 27 (5.101)

Ademds, dado que el Jacobiano asociado al cambio de variables J;(Q)) es no nulo, como se ha men-
cionado anteriormente, y a que el Hessiano de W respecto de ¢; y (J; es también distinto de cero,

tendremos:
det Gl # 0 (5.102)
anan 7 '

como se require para que tengamos una transformacién canédnica bésica de tipo 2. Dado que OW /0t =
0, el nuevo Hamiltoniano viene dado por:

K(w,J)=H=Q:(J) . (5.103)

Con ello, las ecuaciones candnicas para las nuevas variables son:

! 5.104
4 &]Z = W .
Las ecuaciones anteriores son triviales de integrar,
J; = cte., (5.105)
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De (5.101) se despeja ¢; = ¢;(w, J), que al sustituir en (5.100) permite obtener p; = p;(w, J).?
Estudiemos a continuacién la variacién de w; bajo el cambio de una coordenada arbitraria ¢; mante-
niendo el resto de coordenadas generalizadas constantes. Veamos que w; es peridédica bajo un cambio
de dichas caracteristicas en ¢; para j # i, y que aumenta mondétonamente con ¢;, cambiando en
una unidad en cada ciclo completo de ¢;. Para ello designemos por Aj;w; el cambio en w; debido a la
variacién de g; una vez recorrido un ciclo completo manteniendo el resto de coordenadas fijas, tenemos:

_ fow, [ OPW
a qu G 8qj0JZ~ 9

_ 0 foWs, 0

Ajwi
(5.107)

:5ij~

Nota

El calculo anterior no muestra que w; cambia en una unidad en un ciclo durante el movimiento
real del sistema. Durante dicho movimiento todas las g; estan cambiando, mientras que en el calculo
anterior se ha tomado que g;, con j # 4, esta fijada, y ¢; recorre su ciclo respectivo en el plano
(gi, pi). De hecho, a partir de (5.101) vemos que cada coordenada contribuye aditivamente, y de forma
independiente al resto de coordenadas, a la variacién de w; en un tiempo dado.

De las ecuaciones,

_ OWi(g,J) _OW(g,J)

() ) [ y 5108
p 9 w o ( )

al resolver ¢;(w, J) de las dltimas ecuaciones, resulta de (5.107) que al cambiar w;, y sélo w;, en una
unidad entonces ¢; para el caso univaluado tampoco cambia mientras que para el caso multivaluado
cambia en q?. Para el resto de coordenadas podemos llegar a la conclusién de que no cambian en el
proceso ya que si alguna lo hiciese, ésta seria del tipo multivaluado y lo harfan en ¢ con i # j. Sin
embargo, entonces ocurriria que tambien w; cambiaria en una unidad, segin (5.107), en contra de lo
supuesto. Asi que por tanto las coordenadas para i # j son periddicas y vuelven a su valor inicial,

mientras que :

Gi(wi, . Wi, W+ My Wi, Wy, Jit) = gi(w, J,t) , caso univaluado | (5.109)

Gi(wy, ... Wi, Wi My Wiy, .. we, Jit) = qi(w, J,t) +mq) , caso multivaluado .

Si para el caso multivaluado definimos ¢, = ¢; — ¢?w;, de la dltima de las ecuaciones anteriores se tiene
que:

q@/'(wh sy Wi1, wi+m7 Wit1y .-y W, Jv t) = Qi(wla sy Wi—1, w;+m, Wit1y -+ W, J? t)—q?(wﬁ—ml)
= gi(w, J,t) — qw; + miq) — miq) = qj(wi, J,t) , (5.110)

SEste procedimiento es aplicable dado que el Hessiano ||0°W/9q0Q)|| # 0 de donde se sigue que ||8W /0q0J|| # 0
puesto que el jacobiano |0Q/8J| # 0.
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como en el caso univaluado. Asi pues si consideramos simultaneamente el cambio:

A
wp — Wy + My

Wy — Wy + Mo

v q;(w+m,J) = ¢;(w, J) univaluada, (5.111)

q;(w +m,J) = ¢;(w, J) multivaluada.

Wy — Wy + My,

Dado el caracter periddico de las ¢; (¢;) como funciones de w; es conveniente expresar aquéllas
mediante serie de Fourier:

[eS)
_ % 2mimiwi ...+ mpwn,

g = > AL € L

m1,m2a,...,Mnp=—00

- (5.112)
’ 1(2) 2mi[miwi+...+mpw

4 = E: A man [ el

M1,M2,.0, My =—00

Tanto para el caso de vibracién como para el oscilatorio es evidente de (5.112) que las variables w; son
variables multivaluadas para todo i =1,...,n.

El desarrollo del método de variables accién-angulo fue ideado por el astrénomo francés Delaunay
(1816-1872) y tiene la ventaja de ofrecer un cdlculo directo de las constantes de integracién J; en
términos de cantidades con un claro significado geométrico, y en términos de ellas las “frecuencias” v;,
segtn (5.104).

El movimiento del sistema sera periddico si existe un intervalo de tiempo 7' tal que:

gt +7T)=ql(t), (5.113)

o con las ¢ si las variables son multivaluadas, para todo i = 1,...,n. Todos los ¢; (q;) retornan a su

valor inicial (recorriendo un ciclo) asi que de (5.101) y (5.107) todos los w; avanzan en un entero:
Arw; =v;T = k; v v

Y = == (5.114)

AT’UJj :VjT = ]{Zj kz k‘j T

con k; y k; dos nimeros naturales, siendo 7, j = 1,...,n. Asi que todos los 1;(.J) han de ser conmensu-

rables para tener un movimiento periédico (el sistema se llama entonces completamente degenerado).

Esta condicién es equivalente a afirmar que 3k, ..., k, enteros tal que > " | v;k; = 0.

La dependencia temporal de ¢; (g;) se halla sustituyendo (5.106) en (5.112),

Qz(t> = Z Agl)l7”.7mneZm’(rm1/1+...+mnun)t627ri(¢1+¢>2+,“+¢n)

i : (5.115)
— ZBT(P?lm 627T2(m1111+‘..+mnun)t :

y andlogamente para ¢}(t). De la expresidn anterior también se deduce de forma directa la condicién
de periodicidad (5.114), dado que cada uno de los productos v;T" se debe hacer un miiltiplo de 27
simultdneamente para volver a la configuracion inicial. Si esto es asi se tiene, por tanto, que v;T = m;,
v;iT = m;j, con m;, m; dos nimeros enteros e %, j un par cualquiera de indices. De la igualdad anterior
se sigue que v;/v; = m;/m; y recuperamos el resultado (5.114).

144



Mecdnica Tedrica José A. Oller

5.6. Problema de fuerzas centrales

5.6.1. Meétodo de Hamilton-Jacobi para el problema de fuerzas cen-
trales

Dado que el momento angular se conserva, el movimiento estd restringido a un plano. Consideramos
por ello coordenadas polares. El Lagrangiano en estas coordenadas es:

1 ) 2,2
L= 5 <T + 770 ) —Vi(r). (5.116)
Ya que:
L L )
el Hamiltoniano es:
1 p2
H=—(pP?+% . 11
2m( r+r2)+V(T) (5.118)

Dado que el Hamiltoniano no depende de tiempo, la funcién principal de Hamilton puede tomarse en
la forma:

S(qa Qv t) = W(Qa Qv t) - Qlt = Wr(ra Q) + W9(97 Q) - th ) (5119)

donde ya se ha tenido en cuenta la estructura del Hamiltoniano anterior para encontrar una solucién
separable. Nétese que la variable 6 es ciclica con lo que podemos tomar,

Wy = Q20 , (5.120)

tal y como se discutié en la seccién 5.4. Queda por tanto la siguiente ecuacién para W,.(r, Q),

L[(m) N

donde Q%/2mr? es el bien conocido potencial centrifugo. Entonces,

W, = \/_/\/Ql v, erzr. (5.122)

La evolucién temporal se obtiene teniendo en cuenta las ecuaciones (5.122), (5.120) y (5.119),
oS ow,

p = =t-— :
SN 80,

t_Plz\/g/ \/Q _Vi:)_ = (5.124)

2mr?

Vi(r)=Qu, (5.121)

(5.123)

de forma mas explicita,
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de donde despejando se obtiene 7 (). Por otra parte, también se tiene,

P2:— \/7/\/ dr Qa/1” == (5.125)
0, - 3

© omr?

dr/r

/\/ Q3

© omr?

P,+0= (5.126)

de donde se obtiene § = (), y sustituyendo entonces r = r(t), se determina 6(t). También esta claro
el significado fisico de las constantes ()1, ()2 surgidas del proceso de separacién de variables: (), = F
y Q2 es el momento angular.

5.6.2. Variables accién angulo en el problema de fuerzas centrales

Considérese el movimiento de un sistema ligado en un campo de fuerzas centrales. Segiin hemos
visto:

8W W, 2
Py = bl =Qs, pr= = Zm\/Ql — V(T) — Q22 . (5.127)
or 2mr
Las variables accién vienen dadas por:
2w JB
Jo = podf = 2m(Q)y = (2 = 27
0 m
_ o Q3
J, = drv2m\/ Q1 — V(r) — 5
2mr
T2 Jg
= 2V2m /7«1 dr\| Q1 —V(r) — - (5.128)
donde 71 y 5 son los puntos de retroceso determinados por la solucién de la ecuacion,
Q3
Q- V(r)— od = (5.129)
Consideraremos el siguiente potencial:
k
V(r)=—- + T_ﬁz , (5.130)

que es el problema de Kepler con una perturbacién proporcional a ( e inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia. Entonces de (5.128) y recordando que £ = (); < 0:

—2
Jp = =/ J2 + 8n2mp + 7k Qm . (5.131)
1
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Despejando la energia:
—2mm2k?
i (J) = 5 (5.132)

(+ VT +a)

con a = 8m*mf. Calculando vy y v, en virtud de (5.104) tenemos:

,o~ 0 ameR 2 Q)Y
T - - 3 )
0J, (Jr+ ) m 7k

Ji 4+«

Ve = 0, T (5.133)

0Jg VAT
Para una energia dada, la expresién para v, es la misma que en el problema de Kepler puro (5 = 0).
No asi la de vy, para la que hay una dependencia explicita en a. Si @ = 0 = 1y = v,. y el movimiento
es degenerado. Con a # 0 el movimiento no serd degenerado en general.
Veamos las variables angulo y con ellas la dependencia temporal de las coordenadas r y 6. Para ello,
reexpresamos la funcién caracteristica de Hamilton en términos de 7, 0, J, y Jy. Resulta entonces,

- Jy

Wg - %9 y
1/2
— -9 27.2 2
W, = \/Qm/ mmk —i—ﬁ—ﬁ— Jo dr

(J +\/m>2 r  r2  8mimy?
r 0

T aWuaWT_i oW,
© T ady T ady 2m ' ady

oW, oW, W,
wo= St e = ar (5.134)

Realizando explicitamente las derivadas anteriores,

—1/2
=t + ¢y = \/jy/ {Ql k_ Qs+ 2mp dr. (5.135)

C2mr?

De aqui se obtiene » = r(t) sin interferencia del movimiento en 6. Asi, cuando w, cambie en una
unidad, entonces r(t) ha recorrido un ciclo con lo que 1/v, es el periodo del movimiento en r, in-
dependientemente de la perturbacién 3/72, sélo depende de Q, = E, de m y de k, ver la ecuacién

(5.133).
Para wy:

0 0 oW,
A T

4 m ko Q24 2mp] ? Qs
= %+\/3/[Q1+F_W 0 Sz | O
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Aqui se tiene un ejemplo donde el movimiento de dos grados de libertad, de 6 y de r, se acoplan. Asi wy
depende tanto de r como de . En un movimiento real tanto » como 6 se mueven simultaneamente
con lo que aunque 6 cambie en un ciclo en 27, wy no cambiard en un entero generalmente.

Dado que v, y vy son no conmensurables para valores arbitrarios de Jp y «, ver (5.133), ello implica
que cuando 7 haya recorrido un ciclo completo la variaciéon de 6 no sera exactamente igual a 2. De
hecho, para a@ < 0 vemos de (5.133) que la variacién en 6 serd mayor que 27 dado que vy > v,
cuando 7 recorra un ciclo completo. Podemos determinar la variacién en 6 tras un ciclo en r a partir
de la expresién para wy, (5.136), de forma sencilla. De hecho, dado que W, es independiente de 6 al
completar un ciclo en r en un periodo de tiempo igual a 1/v, tenemos a partir de (5.136) que:

R VR,
w67V7727T dJy 21’

(5.137)

Por lo tanto,
Af = 27r@ =27 Jo

w Rtal
donde hemos empleado (5.133). Como era de esperar, para a < 0 Af > 2x. Sélo tendremos Al = 27n
si mvg/v, = £n con m ,n € Z. Pero en general vy /v, sera irracional, y el movimiento no es periddico
de tal modo que la curva no se cerrara.

Este efecto se denomina precesién del perihelio y ocasiona que el punto de retroceso radial se mueva
con el tiempo dado que no vuelve a su misma posicién del ciclo anterior sino rotado un dngulo de
A0 — 21 = 2m(Jy/+/J; + a — 1) en un tiempo 1/v,. Se llega por tanto al concepto de velocidad de
precision del perihelio igual a

(5.138)

¢ = 2mv,(Jo/\/ T3 + o — 1). (5.139)

Supongamos que a/J7 < 1 pero no cero. La érbita estard muy préxima a la del problema de Kepler
puro y podemos hacer un desarrollo en potencias de «. Asi,

e’

¢ = gt O(a?) . (5.140)

Relacionando Jy/27 con la excentricidad de la elipse ¢,° tenemos:

av(1 —e?)™!

b= 5.141
¢ dmmak ( )
siendo a es el semieje mayor. Si realizamos las sustituciones adecuadas, obtenemos que para el planeta
Mercurio, la precesion del perihelio es de 42 segundos de arco por siglo. Este es justamente el valor
que exitosamente predice la teoria de la Relatividad General de Einstein de acuerdo con el resultado

experimental.

6Véase por ejemplo la referencia [0].
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Capitulo 6

Teoria de Perturbaciones Canonica

6.1. Introducciéon

Se trata de obtener soluciones aproximadas a partir de soluciones de problemas resolubles exacta-
mente correspondientes a Hamiltonianos no perturbados cuyas soluciones son conocidas. Este procedi-
miento se puede aplicar a Hamiltonianos que se pueden considerar préximos a los no perturbados, tal
que la diferencia entre el Hamiltoniano perturbado y el no perturbado se puede considerar pequeiia de
modo que la perturbacién es proporcional a un parametro pequeno adimensional A < 1. La solucién
aproximada se da entonces como una serie en potencias de dicho pardmetro.

En el desarrollo de la teoria de perturbaciones ha jugado un papel esencial el desarrollo de la mecénica
celeste y el estudio y prediccion de érbitas de forma muy precisa para vehiculos espaciales ayudado por
el incremento en la capacidad de célculo con las modernas computadoras. Motivados por la notacién
de mecanica cudntica, hablamos de teoria de perturbaciones dependiente e independiente del tiempo,
aun cuando ésta ultima no serd vista en este curso por falta de tiempo. También se discutird la que
designamos por teoria de perturbaciones directa que no hace uso del formalismo de transformaciones
candnicas.

6.2. Teoria de perturbaciones dependiente del tiempo

El Hamiltoniano del problema sin perturbar es Hy(q, p,t) y mediante la teoria de Hamilton-Jacobi
encontramos la funcién generatriz S(q, @Q,t) (como siempre las ); son las nuevas coordenadas) que
genera la transformacién candnica desde las variables candnicas (g, p) a las variables (Q, P), tal que el
Hamiltoniano resultante es idénticamente nulo, con lo que () y P son constantes. En lo que sigue se
supondra que S(q, @, t) es conocida.

La transformacién canénica (¢,p) — (Q, P) obtenida mediante Hamilton-Jacobi para el caso sin
perturbar, lo es independientemente del Hamiltoniano. En particular, seguira siendo candnica para el
Hamiltoniano perturbado:

H(q,p,t) = Ho(q,p,t) + AH(q,p,t) . (6.1)
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En las variables (@, P) el Hamiltoniano correspondiente viene dado por:

K(Q. P0)=Hy Q. P.1).p(Q. P.1). 1) + A (¢(Q. P.1). p(@ P.0), 1) + PX LG (g9

(@,P)

Dado que S es una funcién principal de Hamilton para el problema sin perturbar se tiene que:

Hy+ — = .
o+ ot 0, (6.3)
y por lo tanto,
K(Q,Pt) =AH(q(Q, P,t),p(Q, P,t),t) . (6.4)
Las ecuaciones de movimiento para () y P son:
. 0K (Q, P,t : 0K (Q, P;t
0= QLY OKQRD o

Si AH = 0 tenemos que (); = P, = 0. Pero ante la presencia de la perturbacién en general no es asi y
Q; y P; dejan de ser constantes y pasan a depender del tiempo.

Las ecuaciones (6.5) son rigurosas, no hay aproximacién. No obstante su solucién es, por lo general,
de no menor dificultad que el problema original. La ventaja es que pueden ser aplicadas de forma directa
para un tratamiento perturbativo de las mismas. En el tratamiento perturbativo de dichas ecuaciones
se procede por iteracién. Asi escribimos la solucién de (6.5) en la forma:

Qi = QV+QV +...+Q"+...
P =PO+PY 4 +PM4 (6.6)

donde la contribucién n-ésima se obtiene tras iterar n veces (6.5). Concretamente, la primera iteracién
corresponde a:

OP; (Q.p@) " " 0Q; (Q©,P®) "’ (6.7)

donde Q(© y P son las soluciones no perturbadas. Estas constantes se determinan a partir de las con-

diciones iniciales tal que QZ(Q7 P7 tO) = Ql(Q(O)7 P(O)atO) = QZ<t0) y pZ(QJ P7 tO) = pZ(Q(O)J P(0)7t0) =
pi(to). Esto implica que el resto de términos en (6.6) para t = ¢, satisfacen la condicién inicial:

ng)(to) — P.(m)(to) =0, para todo m > 0. (6.8)

1

Dado que el lado derecho de (6.7) es una funcién de tiempo conocida, su solucién es:

t K P /
le)(t) — / a (Q7 7t> dt/ ’
to ap’l
(Q©),P©)
YOK(Q, Pt
POG) = — / % at' (6.9)
to Qi QO PO)
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Notacion

Para simplificar la notacién en lo que sigue designaremos por:

£=(Q,P), 5(0) — (Q(O)’ p(O)) : 5(1) — (Q(l)’p(l)) 7_..7£(n) _ (Q(n)7 P(n)) '

A modo de ilustracién determinemos también QZ@) y P¢(2)- A partir de (6.5) tenemos:

: : 0K
W 4@ —pZ— , (6.10)

73

£00) 4g(1)
sustituyendo en la expresién anterior a £(V) dado en (6.7) se tiene:
¢o _ p& _pdk)
¢ £00) ¢ o 10

§¥(t) = 0, (6.11)

donde la dltima ecuacién se obtiene de (6.8) donde han quedado fijadas las condiciones iniciales de
todas las correcciones.

El proceso de iteracién presentado para N = 0, 1 y 2 se generaliza trivialmente para la n-ésima
iteracidn, de forma que se tiene,

: 0K OK
m _ p9f B N
¢ Fag Fag ,

£O) e 4£(n-1) O 4y 4g(n—2)
Mty = 0. (6.12)

De este modo se puede determinar sistematicamente los érdenes superiores e incrementar correspon-
dientemente la precisién del célculo. De hecho, cada término £ calculado es proporcional a A como
muestra claramente (6.12). Para ello, téngase en cuenta que el primer sumando del término de la
derecha incluye contribuciones de hasta orden A" inclusive, dado que K oc A, mientras que al sustraerle
el siguiente sumando se eliminan todas las contribuciones de orden A, conm =1,...,n — 1.

Interpretacion:

Las variables (@, P) dependen del tiempo tal y como se ha indicado. Sin embargo, dado que la
transformacién canédnica (¢,p) — (Q, P) se ha determinado resolviendo la ecuacién de Hamilton-
Jacobi para el problema no perturbado, las variables (@, P), para un tiempo dado ¢, determinan la
configuracién y movimiento (velocidades) instantdneo del sistema de la misma forma que en el caso
no perturbado. Por ejemplo, si pensamos en una érbita eliptica planetaria, las constantes (@, P) estan
relacionadas con las caracteristicas de dicha eliptica e instantdaneamente el estado del sistema viene
dado de la misma forma que en el caso no perturbado, sélo que ahora pardametros que en el caso no
perturbado eran constantes (excentricidad de la elipse, semieje mayor, etc. ) ahora pasan a depender
de t. La érbita no perturbada a lo largo de la cual el sistema se mueve instantdaneamente se denomina
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“Orbita instantdnea” (osculating orbit). Su posicidn y tangente instantdneas coinciden con aquellas de
la auténtica érbita. Por otra parte, dado que la perturbacién se supone pequena, la variacién temporal
de los parametros que fijan la érbita instantdnea debe ser lenta en comparacién con el movimiento
orbital no perturbado, con lo que sigue siendo util considerar el mismo movimiento que en el caso no
perturbado que cambia lentamente.

6.2.1. Dependencia temporal de las “constantes” de la érbita

Sean ¢, = ¢, (Q, P) un conjunto de 2n variables independientes, tipicamente seleccionadas de forma
que sean especialmente indicadas para describir la érbita instantanea. Su evolucién temporal viene dada
por:

8COT(3K B acaraf( dcg oK

o= [ K] = 56T 57 = 3¢ 8—%8—5—[%%]8—%- (6.13)

La expresidon anterior es exacta. La soluciéon perturbada de orden n se obtiene cuando el miembro
derecho de (6.13) se calcula con la solucién c(ﬂo) + c(ﬁl) oY, andlogamente a la ecuacién
(6.12). De la misma forma para el tiempo inicial 0(60)<t0) = ¢g(ty), con lo que c(m)(to) =0 param > 0.

La ecuacién (6.13) se suele expresar en la forma de paréntesis de Lagrange en mecdnica celeste.
Para ello multipliquese (6.13) por {c,,c,} y simese sobre «,

0K 0K 0K
. el Sl 14
{C»y, Ca}ca {C% Ca}[Ca, Cﬁ] an 575 8Cﬁ 804, (6 )

Llamamos Funcion de perturbacion (disturbing function) a R(c,t) = —K(Q(c,t), P(c,t),t). De este
modo tenemos:

OR

% = {Ca, Cﬁ} Cﬁ (615)

El tratamiento perturbativo de la ecuacién anterior es equivalente al discutido referente a (6.13).

El caracter general de la variacién temporal de los pardmetros que caracterizan la érbita instantdnea a
partir de (6.12) se puede inferir facilmente. Para ello pensemos en un movimiento puramente periédico
para el caso sin perturbar, el ejemplo tipico seria una érbita planetaria, y consideremos la solucién
hasta primer orden en ), esto es, 5(0) + 5(1). Queda claro que el lado derecho en las ecuaciones (6.7)
es una funcién periédica temporal, del mismo periodo que el movimiento sin perturbar.! Sin embargo,
la integral (6.9) de una funcidn periédica no es necesariamente periddica. Si pensamos en un anilisis
de Fourier para le) y Pi(l) dadas en (6.7), ag + > a, cosw,t + Y bysenw,t, con n > 1, la integral
sélo sera una funcién periddica si y sélo si ag = 0, es decir, si la integral de la funcién en un periodo
resulta ser nula. Esta observacion fundamental implica dos tipos de variacién para los parametros que
caracterizan la dérbita instantanea:

Podria darse el caso de que el perfodo fuese Ty/n, con Ty el perfodo del movimiento sin perturbar y n un
namero natural. No obstante, el tinico aspecto relevante en la discusiéon que se presenta es remarcar el hecho de
que la funcién correspondiente se comporta periédicamente a intervalos dados por el periodo original Tj.
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a) Variacién periddica: En este caso ay = 0 para todas las Q(l) P(l), con lo que las variables
K] y K3

(QW, PW) siguen siendo periédicas y después de un cierto tiempo vuelven a su valor inicial. Los
parametros oscilan a primer orden alrededor del valor no perturbado y al promediar en el periodo
del movimiento sin perturbar su oscilacién desaparece dando lugar a valores promedio iguales al
caso sin perturbar.

Aunque a primer orden las (); y las P; tengan comportamiento periddico, éste en general no se
mantendrd para érdenes superiores dado que tras la primera iteracién nada garantiza que a, siga
siendo cero para Q® y P® aun cuando lo haya sido para Q") y PV,

(b) Cambio secular: En este caso todas las ayp # 0 con lo que la correccién no es periddica y hay
una variacién neta en los pardmetros que caracterizan la érbita, de modo que éstos se van
acumulando después de cada periodo orbital. Asi al cabo de muchos periodos el cambio en el
valor del parametro puede ser muy grande correspondiendo a una érbita instantanea muy distinta
a la no perturbada.

Por supuesto, se puede presentar una situacién mixta en la que algunas de las a( sean cero y otras
no. Las correspondientes variables candnicas tendran entonces a primer orden un comportamiento
de tipo oscilatorio o secular, respectivamente.

Ejemplo: El Oscilador anharménico.
Observaremos que en el caso no perturbado el periodo no depende de la amplitud mientras que en
el caso perturbado si.
Consideremos el Hamiltoniano de un péndulo simple de longitud I:
2 p2 m9192 92 94

I _ _ s v
H—le2+mgl(1 cos ) 2ml2+ 5 (1 12+360+”') (6.16)

En el limite de pequeias oscilaciones, caso no perturbado, se tiene:

2 2
D mglo
H, = 6.17
07 om2 * 2 (6.17)
Es claro que la energia no perturbada viene dada por:
1 2
Ey = §mgl9méx : (6.18)

ya que # = 0, cuando 6 = 0,s. Consideraremos que nuestro parametro pequefio es proporcional a 6;:

2F
Omax = 01, 07 = — | 6.19
1 1 mgl ( )
tal que,
6? Ey
A= L = _ 6.20
6  3mgl ( )
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Asi el Hamiltoniano (6.16) se puede reescribir como:

2 2 2 4
D 1 9 N[0 A (0

H= Smgle? (12 (2} 22 (2) 4. 21
2ml2+2m99< 2<91 Tole) T (6:21)

Notese que |0/6;| puede hacerse 1 ya que 6, es el valor méximo de € en el caso no perturbado. El
parametro pequeno es A 6.
Para el caso del oscilador arménico se tiene:

Sz—QH—ldeQ/d@,/l—%gm, (6.22)

con w? = g/l'y Q la energia ,

1
Q= Hy = N (p? + I2w26?) (6.23)

donde I = mi? (momento de inercia). Por otra parte, a partir de (6.22) es directo obtener que:

(6.24)

mw?
p = l/2mQ cos (wt —wP) .

Recordemos que () representa la nueva coordenada y P el nuevo momento. La variacién temporal de
Q@ y P viene dada por:

. 0K . oK
P=——nr —wP=— ,
e (Q/w)
. 0K Q 0K
Q = ———— — = ——
oP w 0(wP)
De este modo en lo que sigue emplearemos como nuevas coordenadas y momentos:
Q = Q , PP=wP . (6.25)
w

En estas nuevas variables (6.24) se reescribe como:

1 /2@ /
9—2 mwsen(wt—P), (6.26)

p = l\/2mwQ’ cos (wt — P') .

Considerando la primera correccién a Hy a partir de (6.16) se tiene:

B  omglet  mgl (2Q) 2, ,
K = AH= ol = oud \ ) Sen (wt — P")

2

= TG sen’ (wt — P') . (6.27)
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Para la evolucién temporal de Q' y P’ a primer orden resulta:

. K 2 /2
Q' = (‘Z;P’ = B?nolz sen® (wt — P}) cos (wt — P))
5 oK Q) \ / (6.28)
P = T30 3mP sen” (wt — Py) .
Calculando el promedio de P’ sobre un perfodo:
/ 2m /

5\ . WoW “ 4 @

<P’> - GWP/O dt sen (wt — Bj) = =0 (6.29)

De este modo P’ tiene un comportamiento secular. De modo que la fase P’ en (6.26) oscila alrededor
del valor,

: Qo
(P) = <P(t)> t+Py= 0t 4+ By (6.30)
Este resultado introducido en (6.26) da un cambio promedio en la frecuencia angular:
Qo Ey 07
I _ — _ — 1— — 6.31
CTE T T e~ Y\ 16) (6.31)
y efectivamente la frecuencia angular pasa a depender de la amplitud.
Por contra:
. 2@/ 2
<Q'> =3 012 (sen® (wt — Fy) cos (wt — P})) =0. (6.32)
m

Por lo tanto, Q)'(t) es periddica a primer orden (con periodo igual a m/w, es decir, 1/2 del periodo
del movimiento sin perturbar) y se tiene un comportamiento oscilatorio. Asi, en promedio, y a primer
orden, el valor de la energia no perturbada no cambia.

6.3. Teoria de perturbaciones directa

Sea el Hamiltoniano H (&, A\, t) = Hy + (H — Hy), donde Hj es el Hamiltoniano sin perturbar y el
resto es la perturbacion que es proporcional al pardmetro adimensional A < 1. Buscamos soluciones
de las ecuaciones candnicas en la forma de un desarrollo en serie en potencias de ), & = £© 4 \¢(D) ¢
A26@) 4 . Sin embargo, puesto que dado un Hamiltoniano todavia hay que proceder a la obtencién
mediante derivacidn de las ecuaciones candnicas del movimiento, procedemos a realizar el desarrollo en
potencias de A\ de las ecuaciones de movimiento candnicas,

: OH
&= F8_§ ) (6.33)
Derivando,
A0 (90000 _PH 06 Ok
dX 0&, ON 0N OEs) 05, ONOE,  ON D€L0

& OH O°H ¢ O°H | 08 O°H - 0§08 O°H
AN20E,  ON0E, | ON? 06306, | T ON DE.0E50N | O\ OX OE, 06506,
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y asi sucesivamente. Finalmente se toma el limite A = 0 en las expresiones anteriores dado que el
desarrollo en serie de potencias de A se realiza entorno a A = 0. Igualando entonces los coeficientes de
una cierta potencia de A\ a ambos lados de (6.33) se tiene:

. OH,
5{()0) = Tpaqs
0o A=0
: 0*H y O*H
5;(21) = 7pa< +£ﬁ(3 > ’
0| P DEDE |

B 0’H e y 0*H,

B RN R T
| | [ oH O*H OH m_O°H
@ _ 1 oa ge__ 9 9¢2)
€ = o < ove.| T goem| X seee| T8 agage| >

1 o O H 02 H, 0 H
Bk (W 2 g aem| | g, TS W) -0

A=0 A=0

Del mismo modo se pueden obtener los érdenes superiores al segundo. A diferencia que en la seccién
anterior los términos de la derecha no son funciones dadas de ¢, aun cuando la ecuacién diferencial
resultante para la correccién a un cierto orden (n > 0) es lineal en ella. Téngase en cuenta que una
vez evaluadas las derivadas del Hamiltoniano en (6.34) sélo £(*) aparece puesto que finalmente A = 0.

Las expresiones (6.34) se pueden simplificar mas adn si el Hamiltoniano H (&, A\, t) se expresa como
serie de potencias en A:

2

H(E,M,t) = Ho(,8) + AHL(E, 1) + %Hz(g, )+ ... (6.35)

De este modo tenemos para 5(1) y 5(2),

. oH 0% H,
fgl) = ’Vpa( ! +€(1) 0 ) s

. 7 0€.0¢5
‘(2) 1 8H2 )y 0°H, 0% H, ﬂ
gp N ( a&a éﬁ aéaafg + 5[3 86585 5 55 aé’yagﬂafa (636)

6.4. Invariantes adiabaticos

Consideremos un Hamiltoniano H (g, p, A), que se puede tratar mediante variables accién-dngulo
para todos los valores de A en algln intervalo. Supongamos ahora que A\ no es una constante sino
que varia con el tiempo en dicho intervalo. Pero se supone que lo hace lentamente, asi veremos que
las variables accién siguen siendo (tiles ya que se mantienen constantes de forma muy aproximada.
Mas precisamente, si A cambia en A\ en un intervalo de tiempo T', el cambio en J es proporcional a
AM/T. Esto implica que, independientemente de lo grande que sea el cambio en A\, el cambio en J se
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puede hacer arbitrariamente pequefio haciendo que suceda en un intervalo de tiempo 7T suficientemente
grande.

Probemos nuestra afirmacién anterior. Si A = cte suponemos que ya hemos hallado las variables
accién-angulo, asi:

ow;
dq; '

JiaQ,A>::5£zndqi,z%<qnc9,A>:: (6.37)

De la primera de ellas, invirtiéndola, se obtiene, Q; (J,\) y /W(q, J,N) =Wi(q,Q(J,\),)\). También
estd claro que:
oW, oW,

pi:a—qi,wi:a—Ji, (6.38)

donde W = W (¢, J, A) es una funcién generatriz y aunque A varie con el tiempo sigue dando lugar a
transformaciones candnicas dadas por las ecuaciones (6.38).
El nuevo Hamiltoniano viene dado por:

—

ow

K(w,J,A)_H+—_H(J,A)+[ 5 A (6.39)

oW (g, J,\) ]
ot

H no depende de w ya que, para A\ constante, tenemos variables usuales de accién-angulo donde H
no depende de w y la relacién funcional entre (¢,p) y (J,w) no cambia independientemente del valor
de \. Por otra parte, una vez evaluada 8/1/17/8)\ la expresamos como una funcién de (w,.J) en lugar de
(q,J) y la llamamos W, (w, J, \):

K(w, JJA) = H (J,A) + Wy (w, J,A) X . (6.40)
Hallemos las ecuaciones de movimiento:
oK o0H OW,. oW, .
- — s . A1
=57 o T N T uA A (6.41)

A las funciones v; (J, A) se las llama frecuencias locales (si A fuese constante serian las frecuencias del
sistema). Ademds,
0K oWy ;

R (6.42)

ji:

que no son constantes de movimiento (sélo lo son si A = 0).
Calculemos a continuacién el cambio de W, en un ciclo de ¢;:

&m:f@ﬁ 0 [OWilg ), _ 0

= dag;, = = 4
34, dgi = o~ a4, G=25y =0, (6.43)

ya que en W se toma la derivada parcial respecto de A\ manteniendo (g, .J) constantes. Asi, W es
una funcién periddica en las w;, que siguen cumpliendo que varian en una unidad cuando ¢; hace un
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ciclo y cero en cualquier otro ciclo. Recuérdese que estos ciclos se toman en el espacio de fase (g;, p;),
dado que el sistema se supone separable, y que no involucran cambios en el resto de variables ni en el
tiempo. De este modo, W) admite el desarrollo de Fourier que ya hemos visto con anterioridad en las
variables w;, andlogo a (5.112), y, por lo tanto, OW) /0w, carece de términos con m; = 0, para todo
7, asi que:

with oW,
/ aw? dw!, =0 . (6.44)

w;
Supongamos que \ es una funcién que varia lentamente con el tiempo tal que:
Al <e, (6.45)

con ¢ arbitrariamente pequefio. Sea ¢t = 0 el tiempo inicial, tomemos w,(0) = 0 por conveniencia.
Entonces:

|ArJi| =

T
/ oW th‘ —
0

/wi(T) A\ oW,
8wi 0

donde hemos supuesto que de w;(t) se puede despejar t = t(w;). Recordemos ademas (6.41), con lo
que:

. . 2
i — ;—l 1_8W>‘A+ aW)‘i + =
ﬂ)i B v + aWA)\ N V; 8JZ V; &], v;
L0
1 1
| = |= . 4
o S| +00 (6.47)

Introduciendo este resultado en (6.46) se tiene:

IArJi| < € /Owim %T;A CZL]U = Vli/owim %Zjdwi +0() . (6.48)
En virtud de (6.44) la integral (6.48) estd acotada:
Ari| < eg | (6.49)
ya que:
/sz'(T) aalfu/;\ dw;| < B no depende de T", (6.50)

y viene dada por el remanente del dltimo ciclo que todavia no se ha completado tras el tiempo 7" en
virtud de (6.44). Haciendo € arbitrariamente pequefio en (6.49) asi resulta el correspondiente cambio
en J;, puesto que el resto de factores a la derecha de (6.49) son finitos y no crecen con T'.
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A lo largo del desarrollo hemos supuesto que w); era suficientemente pequeiio, siendo éste el “punto
débil” del razonamiento. Es decir, hemos supuesto que v; tuviese inversa para todo \ y que en el
intervalo 0 — T no se hace arbitrariamente pequefia al variar A de modo que (6.48) quede justificada.

Ejemplos
Consideremos el Hamiltoniano:

H=-@p+N¢) . (6.51)

DO | —

De aqui obtenemos:

W:/\/QQ—)\QQqu,

(6.52)
242
J:]{\/%)—)\?q?dq: \/zQ]{,h— A%q? dq .
Por lo tanto:
2T AJ oQ A
Entonces,

W:/M/i—q%lq, (6.54)
TA
— /L sen (27w) (6.55)
q =\ — sen (2mw) . .
ow o [ [JA J
Y A N2 dg — (2
o 8)\/ - A2q2 dq (4)\%) sen (4mw) . (6.56)

de donde se deduce,

Ahora:

Y recordemos que:

K=H+ -\ (6.57)

Entonces, es inmediato obtener,

- 0K JA '
J = o = ) s (4mw)
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Supongamos que para t > 0, A\(t) = A\ + et. De (6.58) se tiene:

A t sen (4mw)

p = — — . 6.59
Y= on * “Or T ur (A1 + €t) (6.59)
Calculemos ahora la variacién de In J en un ciclo,
T ; T 3
J J (T)) ‘ / A
—dt| = |log | ——= || = —cos (4rw) dt| =
|3 ‘g(m , A costime)

(6.60)

=€

/“’(T) cos (47Tw)d
————dw
0

/w(T) cos (4rw) dw
=€
WA ;

A t sen (4mw)
Mtet)|—+e—+e————
(s +el) (27r +€27T+647T()\1+6t))

Fijemos nuestra atencién en el denominador, desarrollando tenemos:
A2 At sen (4mw)
e Mt b+ O
o ¢ { U (A + et) (€)

2T 2T
2
_ A, {ﬂ + Senflﬂ} + o) = = (A2 + Ssen (zm)) LO@E@),  (6.61)

% T T o 2

donde se ha tenido en cuenta:
M= +e)? =2 +2et+0(?) . (6.62)

Entonces hasta orden ¢* (6.60) queda:

T j w(T) 4
/ Lat] = ¢ 27r/ P GO ST (6.63)
o J 0 Al
Se deduce por tanto,
J(t) T € r €
In—=%| = —dt| = — |4 d 4 < —. 6.64
nJ(O)’ /0 7 2 7T/O w cos (4dmw)| < ¥ (6.64)

Aplicaciéon

Una aplicacién del ejemplo anterior es considerar un péndulo simple cuya longitud varia lentamente
(Péndulo de Ehrenfest). De nuevo con el Hamiltoniano (6.51), en ¢ < 0 se tiene:

q= A;cos(\t) , p=—NA;sen(\t) . (6.65)

La variable accién es:

J; = j{pdq = 7{ (A\;A; sen ()\it))2 dt = \2A

2 T

S NAZT (6.66)
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resultado que también se obtiene por simple inspeccién de (6.53). Después de iniciarse la dependencia
temporal A cambia con el tiempo, tal que tras un tiempo 7' la elongacién final es As. La nueva variable
accion viene dada por,

Ty = mAp AL (6.67)

con Ay el valor de A(t) caracteristico para un ciclo alrededor de t = t; dado que X varia lentamente.
Entonces, igualando los valores de la variable accién para los tiempos inicial y final:

A A

A AT = NAT = A e (6.68)
que da la relacién entre las elongaciones. Para la energia, teniendo en cuenta que,
2 42
E-— %VAQ , { gi%f (6.69)
Realizando el cociente:
2 42 2
luego:
Ei\i = Ei)y (6.71)
Sustituyendo Ay = \; + A\ en (6.71) tenemos:
Ei\i=E;,(\i+AN) = E;=FE;, + ElA)\—:\ = AFE = %E ) (6.72)

161



Capitulo 7

Teoria clasica de campos

7.1. Introduccion: Transicion de un sistema continuo a
otro discreto

Los campos son sistemas fisicos con un ndmero infinito de grados de libertad en la forma de sistemas
continuos, tal que cada punto & en el sistema evoluciona independientemente de cualquier otro punto
aunque sujeto a ciertas condiciones de continuidad. El sistema se puede describir por una funcién o
conjunto de funciones continuas 14 (Z,t), que junto con sus derivadas primeras, especifican el estado
en el instante ¢. Es habitual denominar a las funciones anteriores como las componentes del campo o
funciones campo.!

7.1.1. La cadena lineal

A través de la cadena lineal, podemos observar la transicion de la mecanica de un sistema discreto
de particulas a la mecanica de un continuo.

Supongamos una cadena lineal cerrada formada por N particulas idénticas de masa m. Estas particu-
las estan unidas por muelles con la misma constante k y representan las fuerzas elasticas entre dichas
particulas. En el equilibrio la cadena es un anillo de radio R y la distancia entre particulas contiguas es
la misma para todas ellas e igual a a.

Las desviaciones respecto a la posicién de equilibrio sélo ocurren a lo largo de la circunferencia del
anillo y asi dichos desplazamientos son unidimensionales. Si designamos la desviacién de la particula
1-ésima para u;, la energia cinética viene dada por:

alg]
-2
T = Z §muZ , (7.1)
=1
y el potencial, en el limite de pequenas oscilaciones, corresponde a:

N
1
V= Z 5]{) (UZ‘+1 - Ui)z 5 (72)
=1

I'En este capitulo empleamos el convenio de suma sobre indices latinos repetidos.
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1—1

Figura 7.1: Cadena lineal.

donde 4; = du;/dt y se impone la condicién de periodicidad w1 = uy. Por tanto, el Lagrangiano del
sistema viene dado por:

N N
L=T-V=Y -mi2—= —k(u—u)*, 7.3
y la accién es:

t2
S:/.Mt (7.4)
t1

Las ecuaciones de movimiento se obtienen imponiendo que la accién sea estacionaria:

to
t1
dando lugar a las ecuaciones de Euler-Lagrange,
oL d oL
_ = - 7.6
Realizando las derivadas:
i@L I
dtou;, "’
(7.7)
oL
A =k (uir1 —w;) — k (u; — uim1)

Para llegar al caso en que la masa de la cadena se distribuye de forma continua, consideremos el
limite en que a — 0, m — 0 pero p = m/a (densidad lineal de masa) y ¢ = ka (mddulo de Young)
permanecen finitos.
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Dado que la longitud de la cadena no cambia, el ndmero de particulas (2rR/a) tiende a infinito
y, por tanto, asi también el nimero de los grados de libertad. El subindice discreto ¢ que indicaba la
particula pasa ahora a la variable continua x, que especifica la posicién sobre el anillo, asi:

i—x,a—dr. (7.9)

El desplazamiento u;(t) — wu(z,t) pasa ahora a ser una funcién de dos variables continuas cumpliendo
la condiciéon de periodicidad:

u(x + 2R, t) = u(x,t) , (7.10)
el andlogo al caso discreto cuando se impuso que ux41 = uy. Entonces, teniendo en cuenta que:

ou 1 ,0%

= Ui = a— 4 —a’=— + 0(d®) , 7.11
U; — Ui_q a8x+2a6x2+ (a”) (7.11)
se deduce facilmente que,
0%
(ui+1 - Ul) — (ul — ’U/ifl) =a @ . (712)
Las ecuaciones de movimiento (7.8) quedan como:
0*u ,0*u
p&w = ]fCL @, (713)
Por tanto:
0*u 9%u
— — — -].4
p8t2 68372 0 (7.14)

Que se trata de una ecuacién de ondas longitudinales de velocidad (5/,0)1/2.

Consideremos a continuacién el paso al limite N — oo a nivel del Lagrangiano y deduzcamos la
ecuacién (7.14) directamente mediante el empleo del Lagrangiano en un principio variacional en el
limite de sistema continuo.

N 2
Lo (wit1 — w)
Ly = g —pau; — —_—.
20 a?
=1

a (ka) (7.15)

WE
DN | —

=1

Para N — oo,

i 1 /ou\®> 1 [ou\?

La integral se extiende sobre el anillo y £ es la densidad Lagrangiana. En este limite la accién (7.4)

viene dada por:
t2 1 /ou\® 1 [ou\?
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Dado un cambio en la funcién u(z,t) — u(x,t) + du(z,t), la accién varia en la forma:
o = o ol -5
= / dt/dx{ p6t25u+p§t ((?;;&L) %51@—5% (%cﬁ)}
= /tl dt/dm {—p% +6%} ou + /dx [p%&t} zj — E/tf dt [%&L] ZHWR,

(7.18)

Dado que u(x, t) satisface la condicién de periodicidad (7.10) asi lo hard du(z,t) y, ademas, al igual que
en mecdnica de un sistema discreto de particulas, du(x,t; ) = 0. Siguiendo con la generalizacién del
caso discreto al continuo, imponemos igualmente que la accién sea estacionaria bajo tales variaciones
en u(x,t). Resumiendo imponemos:

05 =0,
ou(z,t1) = du(z,t3) =0, (7.19)
ou(z,t) = du (z + 2wR,t) .

Como consecuencia de las condiciones anteriores es directo comprobar que las dos ultimas integrales en

(7.18) se anulan idénticamente. Por otra parte, dado que du es arbitrario, excepto por las condiciones
de frontera (7.19), se deduce la correcta ecuacién de ondas a partir de la primera integral en (7.18).?

9%u 0%u

El sistema concreto que hemos considerado hasta ahora se extiende en un dominio finito en una
Gnica dimensién. Es mucho mas habitual encontrarnos con sistema en un dominio infinito. En tales
casos no tendremos condiciones de contorno periédicas (muy naturales en nuestro presente ejemplo)
sino otras, por ejemplo, que los campos se anulen de forma suficientemente rapida para |Z] — oo,
cuando éstos se propaguen con una velocidad finita.

7.2. Formulacién Lagrangiana de la teoria de campos

Procedamos a la generalizacién de los resultados expuestos en la seccién anterior y consideremos el
problema variacional general correspondiente a la dindmica de un continuo.

2También llegamos a las ecuaciones correctas haciendo:

siendo I' la frontera del dominio de la integracién doble (sobre el tiempo y sobre el anillo) en la accién (7.17)
t € [t1,t2] y © € [0,27 R]. La frontera constituye el conjunto de puntos (z,t) con t = t; o t = to para Vz € [0, 27 R]
y para Vt € [t1,t2] con z =00 x = 27 R. Este es un caso particular de las condiciones (7.19) innecesariamente més
generales. Ademads, tiene la ventaja de que establece un tratamiento completamente simétrico entre las variables
espaciales y el tiempo.
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—

Figura 7.2: Las dimensiones espaciales vienen representadas por el plano inferior y el tiempo por
el eje xg.

Se quiere determinar los campos en R, ver figura 7.2, una vez conocidas sus componentes sobre la
frontera B de R, siendo ésta dltima una regidn del espacio-tiempo en dos, tres, cuatro, etc dimensiones,
una de las cuales siempre es el tiempo. Planteamos ahora el problema mediante la generalizacién del
principio de Hamilton visto en la seccién 2.1. Las funciones del campo ¢4 (z), A = 1,...,f (por
ejemplo, para caracterizar el movimiento de un fluido f = 3) son aquellas que verifican las condiciones
de contorno adecuadas en B y para las cuales la accién S es estacionaria.

S:/RLdt:/Rc(x;w(x),@‘g—f)> i (7.21)

Por ejemplo, para los casos mds habituales n = 2: z = (2% 2!), d®x = d2%at; n = 3: 2 =
(20, 2, 2?), dPx = dadx'dx®; n = 4: x = (20, 2, 2%, 23), d*x = daVdx'dz*dz?, y asi sucesivamente
para dimensiones superiores, con z° = t. Nétese que la densidad Lagrangiana sélo es funcién de las
componentes y de sus derivadas primeras.

Como se han de verificar las condiciones de contorno adecuadas se toma:

dYa(x) =0 ,Vz e B, (7.22)

con lo que se garantiza que ¢ () = ¥a(x) + 01 a(x) también satisfaga las correctas condiciones de
contorno.
La variacién de la accién es:

oL oL
58 = | (s, + -5 spa ) di 7.23
/3(3%1 Ya 040 Va ) ‘ (7.23)

3 Aclaramos que en lo que sigue, los subindices o superindices en letras griegas van de 0 a n — 1, y los subindices
o superindices en letras latinas van de 1 a n — 1.

3
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donde ¢4, = Oa/0z".
derivacién del producto de funciones, tenemos:

Desarrollando el segundo sumando del integrando, aplicando la regla de

oL 0 oL 0
5000 = 5 (5000 = 5 (7.21)
Sustituyendo la expresién anterior en (7.23) resulta:
[ oL 0 oL \| 0
08 = — 0P ad” 0 d"z =
/R RS (awm) Vad's + / AN W) v
[ oL 0 oL \|
= — 0P ad” +/ 7.25
IR E R G | R (7.25)
[ 0L 0 oL \|
= — 0Yad"x =0 .
A (am,a)_ .
Donde se ha hecho uso del teorema de Gauss y de que 104 = 0 sobre la frontera B, por tanto:
oL 0 oL
e ( . %) 0 (7.26)

Estas son las ecuaciones de Euler-Lagrange, que son ecuaciones diferenciales de segundo orden en
derivadas parciales. Si la densidad Lagrangiana dependiera de derivadas de las componentes del campo
de orden superior al primero, las ecuaciones resultantes serian de orden superior al segundo y no seria
suficiente el conocimiento de las componentes sobre B para proceder a su calculo mediante la resolucién
de las ecuaciones diferenciales correspondientes. La solucién de (7.26) proporciona la evolucién real del
sistema Ya(x), A =1,..., f. Ademds, al ser deducidas de un principio variacional se garantiza que
(7.26) sean mutuamente compatibles, aspecto éste no trivial.

Merece la pena indicar que si realizamos un cambio de coordenadas tal que =’ = 2/(x), entonces de
(7.21), teniendo en cuenta que

ox

o'
llegamos a:

S = /R L (x; ¥ (), a%;x)) dz' = /R L (x(x'); W (), aqp(;g')) dz’

donde ¢/ (2') = va(z(2')) y L' es la nueva Lagrangiana en las nuevas coordenadas. La densidad
Lagrangiana L estd indeterminada en la divergencia de una funcién arbitraria:

d"x = d '

(7.27)

ox
ox’

(7.28)

)\Ot .
£—>,C/=[,-|-—a 8(33;1@1) )
e v (7.29)
S — S = S—l—/—d”x-S—l—/)\adBa
B
Esta dltima integral esta fijada por las condiciones de contorno, con lo que:
05" =468 . (7.30)
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Asi, tanto S’ como S conducen a las mismas ecuaciones de Euler-Lagrange cuando la variacién anterior
se iguala a cero.

Identificar los grados de libertad elementales, que corresponderdan a campos determinados, y formular
la densidad Lagrangiana correspondiente es uno de los grandes problemas de la fisica tedrica para
conseguir describir las interacciones fundamentales.

Supongamos que tenemos un sistema compuesto de dos campos de componentes )4 y x g, respec-
tivamente. Sean £ (¢) y L2 (1) las densidades Lagrangianas de cada sistema por separado. Entonces,

Lo = L1(Y) + Lax) , (7.31)

conduce a las mismas ecuaciones de Lagrange que L£; y L, por separado. La interaccién entre los
campos ¥4 y xp se puede generar a partir de un término de interaccién L; (1, x) que acopla los
campos Y4 y xp Y que se anhade a L,

L= Ly(Y) + La(x) + L1, X) - (7.32)

Para sistemas cerrados, por invarianza bajo traslaciones espacio-temporales, las densidades Lagrangia-
nas no pueden depender explicitamente de punto espacio-temporal.* En el caso general de un sistema
no aislado, su densidad Lagrangiana puede depender ademas explicitamente de .

Ejemplo

Apliquemos este formalismo al sistema de muelles acoplados (n = 2) cuya densidad Lagrangiana se
obtiene directamente a partir de (7.16):

1 /ou\® 1 [0u\®
Las ecuaciones de Euler-Lagrange (7.26) para este caso son:
oL or oL
8u70_p’0’8u71_ Y ou

Por lo tanto,

o (e L[ o
Or \Ou, /) Porr ~ “ox?

y de nuevo se recupera (7.14).

7.2.1. Derivada funcional

La accidén es un funcional de 14 (x). Dadas unas funciones 1 4(x) se establece una aplicacién sobre

R mediante la integral:
Sl = / d"zL (x;w,—6¢> , (7.34)
R al’

4Para simplificar la notacién sélo se ha indicado la dependencia de las densidades Lagrangianas con las compo-
nentes del campo.
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siendo R una regién cerrada. Dada una variacién en 14 tal que ¥4 — 14 + 0904 con Ya(x) = 0
Vx € dR, escribimos:

)
35 = S[at 80al = Slal = [ P sbia(w) + 0 (600)) | (7.35)
donde 65/0¢ 4 () es la derivada funcional de S respecto de 14 (z). De su definicién estd claro que en
general la derivada funcional puede depender explicitamente del punto x ademas de las componentes
del campo 14 y de sus derivadas primeras y segundas.

De (7.25) es directo deducir que:®

o = e~ o (v (730
De este modo las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden expresar simplemente como:
: ﬁx) 0 (7.37)
En general, dado un funcional F'[1)4] se define su derivada funcional tal que:
5F = / 2= P @)+ O ((50)?) (7.38)
Ya(z)

una vez se han eliminado las contribuciones en la frontera imponiendo que tanto 414 como sus deriva-
das, hasta el orden suficiente, sean nulas en 9R.% Por supuesto, d"z se ha de especificar de antemano y
puede no contener el tiempo en el caso genérico. Para la accién S, d"x = dx’dx'dx?dx® en coordena-
das cartesianas, siempre el tiempo es una de la dimensiones, pero incluso aqui el nimero de dimensiones
espaciales puede variar. Como ejemplo de un funcional F' donde no aparezca el tiempo, témese por
ejemplo:

Al = [ dxp(a) | (7.39)

que es un funcional de p, que depende de ¢ pues no aparece como variable de integracién. Trivialmente,

5Q/5p(Z,t) = 1.

7.3. Teorema de Noether e integrales de las ecuaciones de
campo

Consideremos una transformacién continua de las variables independientes y de las componentes del
campo:

r—x Ya(x) =Yy (), A=1,...f. (7.40)

5Siempre teniendo en cuenta las condiciones de contorno: 514 = 0 en OR.
6Para el caso genérico téngase en cuenta que el funcional F puede depender de derivadas de ¢4 de orden superior
al primero.
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Las nuevas variables y componentes del campo dependen de uno o varios pardmetros continuos que
caracterizan la transformacién. Por ejemplo, 3 parametros son necesarios para caracterizar las rotaciones
y traslaciones en R3, etc.

Diremos que dicha transformacién es una simetria si:

AS— /d"x’ﬁ (xl;lﬁ/A (), %) — /d”x/i (x;lm (z), ang(x)) —

Ry oy
oz

(7.41)

donde seguimos el mismo convenio que en la seccién 2.5 para un sistema discreto de particulas y

, () .- : . . .
asi L (az’; Wy (o), %) tiene la misma dependencia funcional en las nuevas variables y componentes

del campo que la densidad Lagrangiana original £ ( ia (7)), 8%‘(1 > Dado que para una simetria
)\OL .
AS =S -8 = / dnm%w , (7.42)

segun (7.41), al aplicar el principio de Hamilton (614 = 0 en OR):
85 =605"=0, (7.43)

Asi, si las funciones de campo 14 () son soluciones de las ecuaciones de movimiento, las ¢/, (z') lo
seran de las mismas ecuaciones de movimiento, expresadas en las nuevas variables y componentes del
campo.

Distinguimos en lo sucesivo la variacién debido al cambio de las variables z (x — ) y la variacién
local debida al cambio de forma de las funciones de campo:

2" = 2® + §x® cambio en las variables ,

/ < : (7.44)
Yy (2) = a4 () + 014 (z) cambio local .
El cambio total de las componentes del campo a primer orden puede escribirse como:
0pa(x) = Piu(a') = halx) = Yy(a') + Py (@) — ¥iy(x) — Ya(z)
= (Wa(a") = s (@) + 0va(x) = (Yala) — Yalx)) + 0a(z)
= wA,a(S-xa + 37#A(-CE) )
AT Oa + Btba + 4 poa”) (7.45)
5¢A,o¢ - Oz’ - ¢A,a($) = o' 7 - 'QDA,a(x)
x
0xP 62"
= 1/)Aﬁa — + a0 + Ya,apdr’ + ag ax — s -
Introduciendo en la expresién anterior que:
o0z’ 0 96x"
_ _ B _
ax/a ax/a( 51’ ) 5 axa i (746)
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llegamos finalmente a que,

SPaa = 0P aa + Paasds’ . (7.47)
Por otra parte,
ox
d"z' = d"x |det . 7.48
! ‘ (ax) ‘ (7.48)

Se deja como ejercicio para el lector el siguiente resultado (teniendo en cuenta el orden de aproximacién
que se esta considerando):

det (ai) =1+ a;;: +0 ((6x)) . (7.49)

Por tanto, sustituyendo en (7.41),

as = [ (140 05 ) e (wun @) A < farvae (vato). 20
= /d":v {E (x';z/);l ('), %ﬁ) - L ($§@/}A (z
P -

Fijémonos en la primera integral:

N e R (0 %—”)

g
Q;
=

B
N———
——

EM oL oL - 8 oL

— b+ —— 20T + 04 o o oz’ + —5 @ 7.51
oL — oL dLl
= 0 5¢A+a¢ a5¢Aa+d—5SE :

donde la dltima derivada es total. Por lo que,
n oy Oy 0Ya(x
Jaafc (x;wm), A (a2 |
" oL — 8£ . AL

(oL 0 oL - o (d [ oC - L
_ /dx{am—axaawﬁa}awﬁ/dx<dx—a(a¢Aﬁa5¢A>+d—5 ) (7.52)

Teniendo en cuenta que el primer término entre llaves es igual a 05/d14 e introduciendo la expresién
anterior en (7.50),

Y (UD SLL MO o Vo [ g, A @i 0a)
AS—/d :)3{ 50 0 + Tra [awA@(WJAjLE(Sx}}—/d:E e ) (7.53)
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Es en la dltima igualdad donde se estd suponiendo que la transformacién (7.44) es una simetria. Para
los 14 que representan el movimiento real del sistema se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange
(7.37). Ademds, como la regidn de integracién es arbitraria, se tiene la igualdad entre los integrandos,

d oL — d
— =\ (z;0) 54
Tra [a?ﬂA,a(wA + Léx } d:va)\ (x;9) (7.54)
Si AS =0,
d oL — ol
% |:awA7a(5'¢A + Lox :| =0. (755)
En el caso en que AS # 0 tenemos:
d oL — o« el
% |:8¢A7a6¢14 + £(5.T - A :| =0. (756)

Suponemos en lo que sigue de esta seccién que AS = 0, y que ademas la transformacién es de la
forma:

S = (AD)* 6a’

A 7.57
CWA:(A?)A&L’,Z':L...,V, (7.57)
donde los da’ son pardmetros infinitesimales que caracterizan a una t_ransformacién préxima a la iden-
tidad. Volviendo a (7.55), siguiendo la nueva notacién y dado que 0104 = 01ha4 — 4402, se sigue
que:

d oL
@ A#’) _ A® A} A0l — o ‘
dx |:01/)B7a [( t)p wBQ\ ( z) + E( 1) 0 (7 58)
puesto que los da’ son independientes y sus coeficientes se han de anular por separado. Lasi =1,...,~

cantidades entre corchetes (salvo signo) se conocen como las corrientes de Noether, explicitamente:

JY = —L (AT + aZi (52 (40" - (47) ). (7.59)

Vemos de (7.58) que cada una de las corrientes de Noether satisfacen una ecuacién de continuidad,

aJr 9  aJk

L= 0. 7.60
dxv  0x0 + Oxk (7.60)

Como consecuencia hay i = 1,...,~ cargas de Noether que vienen dadas por:
Qi = / dxJ} (7.61)
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donde la integral se realiza sobre toda la extensién espacial del sistema. En el caso en que éste sea
periddico la integral se realiza tipicamente sobre un periodo. La evolucién temporal de la carga es:

. 0 k
dQ; :/danl Y :_/ dow ] =0 | (7.62)
R—o0

dt ot ok

Donde se ha empleado el Teorema de Gauss para realizar el pentltimo paso y pasar de una integral
de volumen a otra de superficie y hemos supuesto que el sistema se extiende por todo el espacio. La
dltima integral se anula si los campos se desvanecen suficientemente rapido para » — oo. EI mismo
resultado se obtiene para sistemas periddicos en las variables espaciales, por ejemplo la cadena lineal,
dado que la penultima integral se reduce a la diferencia de una funcién en dos puntos separados por
multiplos enteros del periodo. En ambos casos tenemos v cargas de Noether que son conservadas.

Notas

1. Si en lugar de integrar en (7.61) sobre todo el volumen se integra sélo sobre un cierto elemento

V', definimos,
@@:/wﬁw@. (7.63)
v
Su evolucién temporal, siguiendo los mismos pasos que en (7.62), viene dada por:
QY 0J?
—QL:i/dx g::—/"d@Jf. (7.64)
dt v 833 1%

La relacién anterior indica que JF son las componentes de la corriente vectorial J;, tal que si su
flujo a lo largo de la superficie que cierra V' es positivo entonces hay perdida de carga y si es
negativo hay ganancia. En virtud de (7.63) a J? se le llama densidad de carga.

2. Las corrientes de Noether no estan definidas de forma univoca ya que siempre podemos anadirles

la divergencia de cualquier tensor antisimétrico f/* = —f*
afrr
JV— JY =T+ . 7.65
7 - 7 7 895“ ( )
De lo que se sigue que las nuevas corrientes también tienen divergencia nula:
aJ; oJr  orfve aJ!
=+ " = =0. (7.66)

orv  Ox¥  OxvOxr  OxV

Sin embargo, las cargas de Noether quedan invariantes por el cambio (7.65):

0k
@:/@ﬂ:/@ﬁ+/@?k:/@ﬁ+/ dop fo% = Q; | (7.67)
x R—o0

dado que la dltima integral se anula por las mismas razones que ya han sido expuestas anterior-
mente en relacién con (7.62).
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3. Si en el lado derecho de (7.53) se integra sobre toda la extensién espacial del sistema y se tiene
en cuenta que se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange y se aplica el teorema de Gauss,
eliminandose la integral de frontera resultante, entonces se obtiene:

AS = —/dnxiJioéai = —da’ /d:cod@i (7.68)

dx® da® "’

donde también se ha empleado la definicién de corriente y carga de Noether. Por lo tanto, la
variacion del Lagrangiano es:
;1 dQ;

dt

Esta expresion es muy (til ya que nos permite identificar de forma directa el significado fisico
de las cargas de Noether asi como fijar adecuadamente la normalizacién de las mismas. Baste
para ello recordar los resultados del capitulo 2 en relacién con la mecdnica Lagrangiana de un
sistema de particulas. Alli se mostré que los coeficientes que multiplican a los pardmetros da’,
que caracterizan la transformacién infinitesimal, corresponden a las derivadas temporales de las
componentes de importantes observables, como el momento lineal (da’ son las componentes del
vector del desplazamiento) o el momento angular (da’ son el producto del dngulo de giro por las
componentes del vector de giro), véanse las secciones 2.7 y 2.8, respectivamente. Andlogamente,
también se puede mostrar que la derivada de la energia es el coeficiente que multiplica a 4t = da
para un desplazamiento temporal. Este mismo resultado, salvo por el signo menos, es el contenido
de (7.69). Asi, por ejemplo, cuando la simetria sea una rotacién llamaremos momento angular a
las cargas de Noether cuya derivada temporal vaya multiplicada por —d¢; en (7.69), siendo d¢
el angulo de giro.

0L = —da

(7.69)

7.3.1. Teorema de Noether aplicado a una rotacién global de la cadena
lineal

Consideremos una rotacién global de la cadena lineal cerrada. Se tiene:
¥'=x+0da, da= Ri¢p . (7.70)

Dado que u(z,t) es un escalar, entonces,

u (2,t) = w(x,t) =u(x,t)+ du+ ?5@ = du = —@&L , (7.71)
T

ox
(A =62, AV =0. (7.72)

Obviamente la densidad Lagrangiana del sistema dada en (7.33) es invariante bajo la transformacién
anterior, luego efectivamente es una simetria. La corriente de Noether resultante es:

., L oL
g e (7.73)
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De la forma explicita de la densidad Lagrangiana tenemos:

oL —~_ oudu
ou, "~ Potor

S8 (1 (e L (ouy? b
- ou, =~ \2"\at) "2°\oz) |-
La carga de Noether conservada

2rR 2rR
Q= R/ dzJ(z, 1) R/ dx p?;; g“ (7.75)

JO =

es el momento angular del sistema alrededor del eje perpendicular al anillo. Se ha multiplicado la
densidad de carga J° de (7.74) por R dado que la derivada del momento angular por d¢, y no por da,
da lugar a 6L, tal y como hemos discutido en la nota segunda en torno a (7.69).

Otra simetria del Lagrangiano (7.33), consistente también con la condicién de periodicidad, es:

/

¥ =z,
u'(2',t) = wu(x,t)+ Rogp . (7.76)

En este caso la corriente de Noether resultante es,

oL
V=— 0 . 7.7
/ (9u,l/R ¢ (7.77)
Explicitamente las componentes son:
ou ou
o_ du 1_
J' = p@tR’ J (%R (7.78)

Es interesante mencionar que la segunda transformacién de simetria (7.76) es la propia del caso
en que consideremos un sistema discreto de particulas a lo largo de la cadena lineal. Ya que entonces
tenemos:

w;(t) = u;(t) + Rog (7.79)

)

analogo a (7.76), siendo la corriente de Noether conservada para el caso discreto >, Rmii;, que es
la tercera componente del momento angular orbital y que coincide, salvo signo, con (7.78) cuando el
sistema se torna denso.

La transformacién para el caso de un sistema discreto de puntos materiales que conduce a (7.70) y
(7.71) en el limite en que se torne denso es:

T = 1+m,
u, = u;, (7.80)
con m un numero natural. En este caso:
Oy = Wy — Uy = Uiy — Uy (7.81)
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En el limite en que el sistema se torna denso la expresidn anterior se puede escribir simplemente como,

ou

) =—-——2Ro 7.82
u(z) = — U RO (782
y asi la corriente de Noether resultante es:
Ou; 2k Ou Ou
=— 1i— R6 — drp—— .
Q EZ M~ Ré¢p = /0 TP, 8mR , (7.83)

que salvo signo coincide con (7.75).

Comentamos algunas propiedades generales de las corrientes de Noether:

e Las corrientes que surgen de simetrias para las cuales dx* = 0, se llaman simetrias internas, y
por tanto 0y 4 = d4.

e Suele ser habitual que,
(A" = (A7), =", -
c 7.84
P _ P
(Ai )B N (Ai >B¢C '

Se trata de transformaciones lineales y homogéneas en las variables y funciones de campo.

Para el ejemplo de la cadena lineal es mds sencillo considerar la notacidn habitual de (A?)“.
Algunas simetrias importantes, que podemos destacar son :
e Traslaciones:

% =% 4+ §a®

W (2) = wA(l’)} Para cualquier campo. (7.85)

e Rotaciones:

e Campo escalar: ¢'(z') = ¢(z) ,
e Campo vectorial: V/(2') = R;;V; (z) ,

e Tensor cartesiano: 1", . (') = Ry, - -+ R; ;. T, 5. () , etc.
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7.4. Tensor de energia-momento

Consideremos la traslacion:
dz% = da” , ' = 2%+ da” , Yy (2') = Ya(x) . (7.86)

Los pardmetros continuos que caracterizan la traslacién son los a®, por lo tanto, el indice i en (7.59)

pasa a ser en este caso un indice espacio-temporal. El estudio de las traslaciones espacio-temporales

son de especial importancia dado que todo sistema cerrado es invariante bajo tales transformaciones.
Comparando (7.86) con (7.57) es evidente que:

(A7) — (A5)" =5,

(A4 — (Aa=0. (7.87)
Tenemos entonces a partir de (7.59) las siguientes corrientes de Noether,
oL
J = JV o = L5+ VAN
8¢A,V

ar (7.88)

= Lo+ Vs -

ot 8¢A,V¢A’

En lugar de J, se suelen representar por 7%, que recibe el nombre de tensor canonico de energia-
momento. Dicho tensor verifica:

aiuT”a =0, (7.89)
oL
TOO - 81/1AtwA’t - E - H 5 (790)

con H la densidad Hamiltoniana, en virtud de (7.69) e identificando da = §z°.

La notacién del formalismo Lagrangiano para los sistemas continuos, que trata similarmente las
variables espaciales y el tiempo, es del todo andloga a aquélla del espacio de Minkowski y, por tanto,
de la relatividad espacial. Asi, definimos en esta seccién y en la siguiente:

P =ct, TV = g1, . (7.91)
Donde ¢g? viene dado por:
1 0 0 0
0 -1 0 0
af _
7 7"1lo o0 -1 0 |- (7.92)
0o 0 0 -1

y que sélo emplearemos para subir o bajar indices en tensores. Las cargas P* = [ dxT* son conservadas
y de (7.90):

P° = /dXH = H es el Hamiltoniano. (7.93)
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Asi T es la densidad de energia del sistema y P° es la energia total del sistema (para sistemas
cerrados).

Como los P* son cantidades covariantes, y P es la energia, entonces los P* representan las com-
ponentes del momento total del sistema.

PF = / dxT% (7.94)

donde 7% es la densidad de la componente k-ésima del momento del sistema. Sea V' una regién
espacial cerrada y calculemos:

/ dxT" (7.95)
y

entonces, teniendo en cuenta (7.89),

d TOa Tka
d T = / dxa =— / dxa— =— / dsp T . (7.96)
dt v 8t v 8xk S

Asi T representa el trivector flujo de la componente o del cuadrivector de energia-momento.

Ejemplo: campo escalar relativista de masa m.

Supongamos la densidad Lagrangiana:
h2 “w 2.2 2 1 2 po 1 2.2 2
=3 L PO" P — —mTc ¢ :Ehg d@@aqﬁ—émcqﬁ : (7.97)
con ¢(x) un campo escalar real. Notemos,
oL
99.q

Recordemos que a partir de (7.91) hemos hecho 2 = ct, convenio habitual en relatividad.” Aplicando
(7.88) para calcular el tensor de energia-momento, se tiene:

= h2g*"0,¢ . (7.98)

TV = (~ 50,000 + %5202 ) 6% + Wg" 030006 =

m=c

h2 2.2
Tua = <__ ,Ltgba“(b + 9 ¢2> Jav + h2aa¢al/¢ (799)

Y vemos que T, es simétrico, aunque no siempre es asi para una densidad Lagrangiana arbitraria. Para
la componente H = T,

h 2
M= T% = oy — o (o) + o (F0) 4 L2
2

S1G) e +“;:%2]

"En unidades naturales, tipicas de Teoria Cudntica de Campos, ¢ = h = 1.

(7.100)
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Por tanto:

_ 2[99\ - \2  mPc?
H—/dx?{<%) + (Vo) + - ¢} . (7.101)

Para el resto de densidades de carga:
Tow = R20,0000 (7.102)

Para hallar el significado del pardmetro m, ya obvio de (7.101), podemos considerar las ecuaciones
de Euler-Lagrange a partir de la densidad Lagrangiana (7.97):

(R?0,0" + m*c®)p(z) =0 . (7.103)

Expresando ¢(x) mediante una transformada de Fourier:

o) = | orsaeto)e " (7.104)
con d el nimero de dimensiones espaciales. Sustituyendo en (7.103) se tiene:
p—m?c®=0. (7.105)
Dado que p = (E/¢, p) llegamos a,
E(p)? = m?c* + p?c® — p’ = £/m2c2 + p2 = +E(p)/c , (7.106)

que es la relacién entre trimomento y energia de una particula de masa m. Por lo tanto, en la integral
(7.104) p° estd fijado tal que p* = m?c? en virtud de (7.105). Este hecho da lugar a la delta de Dirac
5(p* — m?2c?), que es invariante Lorentz, como parte de la transformada de Fourier ¢(p). Teniendo en

cuenta que,
reescribimos (7.104) como:
) = dp efip:p/h 6ip:v/h
o) = [ Gt (PO ) (7.108

*

con p°(p) = ++/m2c? + p2. Imponiendo que ¢(z) sea real se llega a que v»(p)* = w1(p), por lo
tanto reescribimos (7.108) como:

_ dp —ipzh * (1) ¢iPe/ P
o) = | g (PRI () (7.109)

eliminando los subindices 1y 2 en ¢(p). Por otra parte, si introducimos la expresién anterior para ¢(x)
en (7.101) obtenemos que la energia total es:

1= [ G Bl ool (7.110
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A L0 - i //l
o 2" =0 |
% 2
/ PRRAL
- s /

_— L/
€T fr—

d

0 unidos en los bordes por los planos verticales Y. Recuérdese

y(2® —vx®/c) con v = /1 —v2/c2.

Asi, cada modo de oscilacién caracterizado por un trimomento p aporta E(p) pesado por |¢(p)|? a la
densidad de energia.®

o~

Figura 7.3: Planos zp =0y =
que zf = y(xg —vad/c) y xh

Veamos que P, = [ Ty,dx, el cuadrimomento de energia-momento, es efectivamente un vector bajo
transformaciones de Lorentz.

Para la prueba consideremos una corriente vectorial S* que sea conservada, es decir, que satisfaga
dS* /0 = 0. Veamos que la carga [ Sdx no es sélo independiente de ¢ sino que es invariante bajo

transformaciones de Lorentz,
/ SOdx = / S"7dx" | (7.111)

Tomemos por conveniencia que la primera integral se calcula para 2° = 0 segiin el observador O vy la
segunda para 2/° = 0, pero segtin el tiempo del observador @', donde @ y ' son dos observadores
inerciales. Dada la velocidad relativa ©" entre ambos observadores, siempre se pueden elegir los ejes de
coordenadas de ambos observadores tal que 7 = v3Z.

Para la demostracién considérese la figura (7.3). Sea la superficie 9W, formada por z° = 0, 2* > 0
y #’° = 0 junto con los planos verticales 3 y apliquese el Teorema de Gauss a su interior W,

m
_ [ ey S*dB, = / S*dB, + / S*dB, + / S*dB, . (7.112)
81‘“ 0_— 10__
Wa oWy z9=0 /=0 )

Con B, el cuadrivector superficie que para las distintas superficies viene dado por:

B, = (—dx,0,0,0) en 2" =0, (7.113)
donde dx es el elemento de volumen espacial y
B, = <O,dx0d2> : (7.114)
8Recuérdese que en la normalizacién de caja para un sistema periédico de longitud L se tiene que % Zp =
J (2ilrz)d'
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siendo d3 un elemento de superficie espacial multiplicado por dz" dado que la superficie Y. tiene siempre
una dimensién paralela al eje 2° tal y como se muestra en la figura 7.3. Para la superficie 2/° = 0,
dado que S*B,, es invariante Lorentz, podemos escribir:

S*dB, = S"dB'y y dB', = (dx0) . (7.115)
Por lo tanto:
0=— / SOdx + / S"7dx' + / S"dB,, . (7.116)
b

Al hacer ¥ — oo la ultima integral tiende a cero. Procediendo de idéntico modo para la parte con
23 < 0, se tiene finalmente:

/ SOdXZ/ S57dx" . (7.117)
20=0 z10:0

Dado que ambas integrales son constantes en el tiempo, esta identidad se mantiene para todo z° vy
2%, Apliquemos este resultado para concluir que efectivamente P, = [ T, dx es un cuadrivector. Para
ello tomemos un cuadrivector w* constante cualesquiera y tomemos S¥ = w*T",,. En virtud de (7.89),
9,5" = wt9, T = 0. Aplicando (7.111),

/Sodx = invariante = /w“Toudx =w'P,, (7.118)

asi que P, es un cuadrivector.

7.5. Tensor de momento angular

El grupo de Poincaré se compone de las traslaciones espacio-temporales, estudiadas en la seccién 7.4
y que han dado lugar al tensor de energia-momento, y de las transformaciones de Lorentz (homogéneas),
que van a dar lugar al tensor de momento angular.

7.5.1. Transformaciones de Lorentz

Las transformaciones lineales y homogéneas generales que dejan invariantes el cuadrado de los
cuadrivectores en el espacio de Minkowski son las transformaciones de Lorentz:

"= A = (7.119)
Esto implica que la métrica g,,, queda invariante en una transformacién de Lorentz,
Gap = NaguwN's = NN 39, (7.120)
ya que del cuadrado de un cuadrivector se tiene:

/2 %

=22 g = A“QA”ga:aasﬁgm, = a:o‘xﬁgw ) (7.121)
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Seguimos la convencién dada en (7.92) para la métrica g,3.
Calculemos la inversa de A*,:

9" 9ap = 05 = 9" N o\ 89, = (9" g N'a) N5 . (7.122)
entonces:
(AT, =g g e = A,
AN =05 (7.123)
De forma explicita:

A% A% A% A%
Alo A11 A12 A13

A= (A ﬁ) = AQO A2, A2, A23 )
Ay A% A3y AP
A0 CAL A2 A3 (7.124)
0 0 0 0
Afl — (Ayp) = _Aol All A21 A31

—A% AL, A% A3
—A%  Aly A% A3
De la relacién fundamental (7.120), y dado que g es simétrica, se tienen 10 ecuaciones o condiciones

que han de satisfacer las matrices A*,, con lo que sélo 6 de sus elementos de matriz son independientes.
Asi pues, dichas matrices se caracterizan por 6 parametros libres continuos.

7.5.2. Clasificacion de las transformaciones de Lorentz
Tenemos que:
Gap = NoA 39, = det g = (det A)’det g = det A = £1 . (7.125)

En ambos casos det A £ 0 y A tiene inversa, como ya se ha demostrado también por construccién en
(7.123). El que | det A| = 1 implica la invariancia del elemento de volumen del espacio tetradimensional:

i |07 4 4
d'z' = |—|d'x =|det Ald"x = d"x . (7.126)

Las transformaciones de Lorentz con detA = +1 se llaman propiasy aquéllas con detA = —1 se llaman
1MPropias.
De la relacién basica go3 = g A o A” g, tomemos o = 3 = 0:
y 2 2 2 2
goo =1 = gu Ao\ = (Aoo) - (Alo) - (AQO) - (A30) -
(A%)° =1+ (A1) + (A%)" + (A%)" = 1. (7.127)
Por lo tanto, o bien A8 > 1, son las llamadas transformaciones de Lorentz ortocronas, o Ag < —1, son

las llamadas transformaciones de Lorentz no-ortocronas. Si tenemos en cuenta este resultado, junto
con que detA = +1, se llega a la clasificacion de las transformaciones de Lorentz de la tabla 7.1.
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Ay [>1]<—-1|>1 —1

bt Lt Lt
<
detA | +1 | +1 | -1 ] -1

Cuadro 7.1: Clasificacién de las transformaciones de Lorentz segin que Ag >10< —1ydeque
detA = +1 0 —1. En la primera fila se indica el simbolo que designa el subconjunto correspondiente
de transformaciones de Lorentz.

Debido a los saltos discontinuos en A%, y en det A, las transformaciones de Lorentz de un subconjunto
a otro de la tabla 7.1 no se pueden conectar de forma continua, variando los parametros de que dependen
las transformaciones de Lorentz, ya que se violaria continuidad. La identidad sélo estd incluida en Al ,
que es el subgrupo de las asi llamadas transformaciones propias de Lorentz ortocronas y, por tanto,
son las Unicas que se pueden conectar continuamente con la identidad. El resto de subconjuntos en la
tabla 7.1 no contiene la identidad y no son, por tanto, subgrupos. Todas las interacciones conocidas
son invariantes bajo el subgrupo Al de transformaciones de Lorentz.

Veamos a continuacién que las transformaciones de Lorentz ortocronas no cambian el signo del
tiempo para los cuadrivectores de tipo temporal,

?=2"2-72>0. (7.128)

Siendo la componente temporal transformada
2% = A%z + A%zt + A%a? 4+ A2 (7.129)

Apliquemos la desigualdad de Schwartz al producto escalar:

3 2 /3 2
(A% 2" + A%a® + A03x3)2 < (Z A0k> (Z xz> < (A00)2 (x0)2 , (7.130)
k=1 i=1

donde hemos tenido en cuenta que de (7.128) z°2? > 72 y también de (7.127) (AJ)? > >, (A)*
Asi pues,

3

[A%2®) > ) A%t (7.131)

k=1
Teniendo pues en cuenta el resultado anterior en la expresién (7.129) para 2" se deduce, por tanto,
que para A% > 0, z”° y 2¥ tienen el mismo signo. Andlogamente podemos deducir que para A% < 0,
2" y 20 tienen distinto signo.

Ejemplos de transformaciones de Lorentz

e Rotaciones:
=20, (-2 =" (@), ¥ =RT, (7.132)

con R una matriz ortonormal.
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e Boosts: Relacionan dos observadores inerciales que se mueven con una velocidad relativa ¢ con
ejes de coordenadas paralelos.

(7.133)

con v = /1 — v2/c2. Estas transformaciones son parte del grupo de transformaciones propias y
ortocronas de Lorentz LL:

A% >1, detA=+1. (7.134)

7.5.3. Generadores infinitesimales

Consideremos las transformaciones de Lorentz (7.133) de Ll infinitesimales préximas a la identidad:

o= I, T = (T - w’/c) , 2° =~ (2° - T7F/c) |
1 R — —
v o= —:1+O(U2/C2) 7u:i_)zg (7135)
1_u U] v
T2
Por lo tanto, hasta orden v/c inclusive,
Ty = &) —uvx’/c, 2° = 2° —viZ/c —
7 = u(@u)+ (@ — (Fu)u) = ﬂ(fﬁ— vxo/c) + (7 — (Fu) u)
= F—uva’/c=7—v2"/c,
7 = 2% —5F/c. (7.136)
En forma matricial:
2" 1 vt = =3 20
2 —t 1 0 0 xt
e I —y 0 1 0 x? (7.137)
23 - 0 0 1 x3
Por tanto:
A=T1-"4,;, (7.138)
con Ay, Ay y Az los generadores de los boosts:
01 00 0010 0 0 01
», | 1000 , 1 0000 y 0000
(Al) [ 0000 ) (AQ) [ 10 0 0 ) (A?)) [ 0000 : (7139)
0000 0000 1 000
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Si U || ¢ tenemos un boost a lo largo del eje z,

2" cosh¢y —senh¢; 0 0O 20
' | | —senh¢; coshey 0 0 x!
o |7 0 0 10 || 2 (7.140)
" 0 0 01 z3
donde:
v
senh py = —— , (7.141)
2
-
comparando con (7.133). Si hacemos consecutivamente dos de dichas transformaciones:
cosh¢| —senh¢| 0 0 cosh¢y —senh¢; 0 0
—senh ¢} cosh¢]; 0 0 —senh¢; cosh¢; 0 0
0 0 10 0 0 10
0 0 01 0 0 01
(7.142)

cosh (¢} + ¢1) —senh(¢] +¢1) 0 0
—senh (¢] +¢1) cosh(dy+é1) 0 0
0 0 1 0

0 0 01

y el parametro ¢ es aditivo, siendo ésta la razén por la que se emplea para caracterizar los boosts
en lugar de la velocidad. No obstante a nivel infinitesimal, O (v), ¢ = v, y por eso para obtener los
generadores no ha sido necesario introducirlo y a primer orden tenemos de (7.138):

A=T—0¢%A4, . (7.143)

Un boost finito se obtiene sin mas que aplicando sucesivamente boosts infinitesimales,

k
Allm (I — gb—Ak) = (7.144)

Consideremos las rotaciones (7.132) infinitesimales para las que z/° = 20 y
F'=r+060(nxr), (7.145)

siendo 7 el eje de giro y 6 el dngulo de giro. En componentes:

" =k 4 5Mmy! ™=k 4 (§0nt) M =

7.146
=k 4 Mmsplym = (5’”” + ktmsg! )rm ( )

con 60" = 66n'. En lenguaje matricial,
R=1+60'A, , (A)F,, = =™ (7.147)
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explicitamente,

000 O 0 0 00 00 0 O
~w | 000 O ~ |0 0 01 ~, [ 00 —-10
A=t o0 1 | W=l g o o0 | We=fo1 0 0
001 0 0 -1 00 00 0 O
(7.148)
Y por tanto:
A=T+0¢'A, . (7.149)
Para una rotacién finita se tiene,
, elAvl N HlAvl
A}liréo(]l + T) =", (7.150)

Los boosts han dado lugar a tres generadores, y las rotaciones propias a otros tres. Dado que las
transformaciones de Lorentz vienen dadas por seis parametros ya hemos obtenido los seis generadores
infinitesimales de LL Es conveniente emplear notacién covariante que agrupe tanto a rotaciones como
a boosts. Para ello definamos:

A= A = A, | A= —Agi = A, ik, j=1,23. (7.151)

Se comprueba explicitamente que:

(Aap)”, = 059us — O9va (7.152)

Una forma mas sencilla de recordar esta ecuacién es:
(Aap) i = GuaGuvs — GusGva - (7.153)
Siendo directo comprobar que,
(Aag), = — (Aag),, » (Aap),, = — (Aga),, - (7.154)

Empleando esta notacién, tenemos que toda transformacién propia y ortocrona de Lorentz infinitesimal
se puede escribir en la forma:

™ =t 4 6aP(Ag,)H 1 (7.155)

y al ser da’” antisimétrico sélo hay seis pardmetros independientes. Comparando explicitamente con
las expresiones (7.143) y (7.149) para boosts y rotaciones, respectivamente, se deduce que:

6a = —5¢% /2, §a? = 6603/2 , 6a® =80'/2 , da’P = —667/2 . (7.156)
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7.5.4. Conmutadores

Calculamos a continuacién los conmutadores de los generadores infinitesimales de Ll. Estos vienen
definidos por:

[AOéﬁ’ ANV]ga' = (Aaﬁ)gp(AHV)pcr - (Al“/)ﬁp(AOéﬂ)pa' : (7157)
Mediante calculo directo se comprueba que:
[Ai,Aj] = _5ijkAk )
|:gi7Aj] = _5ijkAk )

7.5.5. Tensor de momento angular

Al ser seis el niimero de pardmetros continuos que determinan una transformaciéon de Lorentz deben
existir seis corrientes de Noether que a partir de (7.59) y (7.155) podemos escribir como:

v v 8’C A B
Tap = —L(Aw)" " + 5 (Van(Aas), 2" = (Aup)un) (7.159)
Consideremos la contribucién a J¥ .z debida al cambio en las coordenadas que es proporcional a
(Aap)” 2" = (64980 — O59an) ", (7.160)

y llamemos a esa contribucién L3,

oL
Lyaﬁ =L <5gg/gu — (%gau) ot + Din @DA,)\ (5gggu — %\gw) xH

= —ECSVﬂfﬁ + Lo%x + —aﬁ 1/]14)\ ((SA(L‘ﬁ — 5)\..'13' ) =

“ T Oy, N o (7.161)

oL oL

= L+ LT+~ g Ty — .=

ot * ﬂx - awA,l/ 1/]147 e awA,VwAﬂx
= %/gTVa — CL’O[TVB .

Y ademas:
Ll/aﬁ = _Lyﬁa ) Loaﬁ = Toaxﬂ - Toﬂxa . (7162)

Para o, 3, indices espaciales, dado que 7°; es la densidad de la componente k-ésima de momento
lineal, entonces L?j tiene la estructura de una densidad de momento angular orbital.

Ademids de L” .5 se tiene la contribucién debido al espin intrinseco del campo y que en (7.159) es
proporcional a (A.s3)% y que designamos por S”,z:

Sap = —m—(Aap)a¥VB (7.163)

s = —5 50 .
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Esta fuente de momento angular es de naturaleza intrinseca al propio campo, como el espin del electrén.
Este hecho no se observa en fisica cldsica con particulas pero si con campos.

e Campo escalar: (A,5)5 =0— S",3=0.
e Campo vectorial: (Au5) 51 — (Aag), by . etc.

También tenemos campos espinoriales, con espin semientero, pero que no veremos aqui.
La invariancia bajo las transformaciones de Lorentz implica la ecuacién de continuidad:

0
— (LYo +S5"43) =0. 7.164
o (L + 5”ap) (7.164)
Calculemos por separado la divergencia de las corrientes de momento angular orbital,
0 0
_Z gqvaB _ BTVa . aTV,B —
D 5 17 1] (7.165)

= 08T — §oTvP = TP TP

asi, sélo cuando el tensor candnico de energia-momento sea simétrico L”,z satisface la ecuacién de

continuidad. Ya hemos visto que para el campo escalar S”,3 = 0, con lo que (7.165), junto con la

conservacién del momento angular total, muestra que el tensor candnico de energia y momento de un

campo escalar es simétrico. Vimos un ejemplo de este resultado en (7.99). Otro importante resultado

se sigue sustituyendo (7.165) en (7.164),
0S¥ o

Tog — Tha = == 7.166

ap — Tha = —5 ( )

Este resultado muestra que en general el tensor de energia-momento no es simétrico para un espin
arbitrario. No obstante, siempre le podemos sumar a 7%? |a divergencia de un tensor antisimétrico:

0
TVH TVH plval 1
— + pIe f , (7.167)

y convertirlo en simétrico sin modificar el valor de las cargas de Noether, como ya vimos en la seccién
7.4. El corchete en £l indica que el par de indices que encierra es antisimétrico. El tensor simétrico
resultante se le llama entonces el tensor métrico de energia-momento. Veamos haciendo uso de (7.166)

que

1 oL oL oL

plval _ _ = Ave B — (AVH B Aom B 7168

o= 5 (A — (AW (A ) (69

es adecuado. El tensor (7.168) es obviamente antisimétrico bajo el intercambio de los indices v < «
como se requiere. Teniendo en cuenta (7.166) tenemos:

~ gfrel 1 1
T =T"" =—(T""+T")+ =
* ox® 2 ( + )+ 2

puro Vo
05 & ] (7.169)

oxe Oz

Desarrollando los dos sumandos del término entre corchetes del lado de la derecha de la ecuacién
anterior, teniendo en cuenta la expresién explicita de S”*# a partir de (7.163), es directo comprobar
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que la contribucién entre corchetes es simétrica bajo el intercambio de v < p. Dado que el primer
sumando es explicitamente simétrico se sigue que T"* es simétrico y, por tanto, un tensor métrico de
energia-momento.

Las integrales:

Lop = / dxL’s0 , Sap = / dxS°.s (7.170)

son tensores de rango dos, como se puede demostrar de forma analoga a la demostracién en relacidn
con la figura 7.3, y se conocen, respectivamente, como el tensor de momento angular orbital y el tensor
de momento angular intrinseco o espin del campo.

d

Log=—Lga , Sap = —Ssa , 7

(Lag + Sap) =0, (7.171)
dado que la suma de los tensores de momento angular orbital e intrinseco satisfacen la ecuacién de
continuidad (7.164). Al ser antisimétricos es conveniente agrupar las componentes espaciales de los
tensores de momento angular en trivectores,

1
L, = §€ilekl , vector de momento angular orbital,
1
S; = éeilekl , vector de espin, (7.172)

siendo J; = L; + S; las componentes cartesianas del vector de momento angular total y que son
constantes de movimiento.

7.6. Simetrias internas

Con el nombre de simetrias internas nos referimos a transformaciones de simetria para las que las
variables espacio temporales quedan invariantes y, por tanto, (A¥)* = 0. Estas simetrias juegan un
papel indispensable en las teorias actuales de las interacciones fundamentales (electrodébiles y fuertes).

A modo de ejemplo consideremos de nuevo la densidad Lagrangiana de un campo escalar de masa
m:

a 2 )% 2.2 *
pero en este caso el campo ¢(x) es complejo y no real como en (7.97). Recordemos que 9y = 0/0ct.

Considérese la transformacion .
p—¢ =%, " =x, (7.174)

se tiene:

8¢/) _ hzaugb/augb* _ m202¢’¢’* _ hQaugbauaqb* _ mZCQngb* _ £(¢’ %) ’ (7‘175)

»C(Qb,%
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luego AS = 0y se trata de una simetria. Por otra parte de (7.174),

(Azx)y = 0,
8¢ = idad — AY =i¢, 66" = —idag* — AY. = —ig* . (7.176)
La correspondiente corriente de Noether (7.59) viene entonces dada por:
oL oL
v P —
P = g W)a = it i
= —RE(°¢")ig + RO )ig” = ih? (¢"0 6 — ¢ ") . (7.177)
La carga conservada de Noether es,
Q = ih? / dx (¢*0°¢ — p0°¢") . (7.178)

Tal que Qe es proporcional a la densidad de carga eléctrica del campo. El factor de proporcionalidad
se puede fijar estudiando la expresién anterior en el espacio de momentos, es decir, mediante el empleo
de la transformada de Fourier del campo ¢(x) de modo similar a como se hizo en el ejemplo del campo
escalar real de masa m. Nétese que si ¢(x) fuese real entonces Q = 0. El trivector corriente es,

J = —ik? (¢*% - qs%*) , (7.179)

cuyo flujo a través de una superficie cerrada es la variacion temporal de la carga encerrada en dicha
superficie.

Una generalizacién de la transformacién (7.174) es cuando « pasa a ser una funcién de z, es decir,
se tiene a = «(z). Veamos que esta transformacién no es una simetria para la densidad Lagrangiana
(7.173).

, 0¢/ 2 _804(:10) oo o) 2 2 dp, N
£, ) = B0 i 2 00)(0F i P )o(r) —m* 66" 4 L6, 50) + 5 - (7180
Sin embargo, si consideramos la densidad Lagrangiana,
L(¢, %, Ay) = 020 = iAL) (0" +iA,)d" — mPPhe” (7.181)
donde se ha afiadido el campo vectorial y real A,(z), entonces la transformacién:
¥ =, @) = D), ALr) = Au(r) + duala) | (7.182)

si que es una simetria de la densidad Lagrangiana (7.181) como se comprueba de forma directa.

A nivel general, las transformaciones continuas de los campos para las que los pardmetros que fijan
dichas transformaciones dependan de x se denominan transformaciones de gauge. Por otra parte, los
campos vectoriales que se introducen para imponer que la densidad Lagrangiana sea invariante bajo
una transformacién gauge se denominan campos de gauge. En el ejemplo que estamos considerando
la transformacién (7.182) es un simple cambio de fase local del campo ¢(x) y el campo vectorial de
gauge A, representa el campo electromagnético. Para el caso de las interacciones fuertes se tienen
ocho campos gauge y cuatro para las interacciones electrodébiles.
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7.7. Formulacion Hamiltoniana

Comencemos de nuevo considerando el simple ejemplo de la cadena en la forma de anillo tomado
en la seccién (7.1).

Planteemos el formalismo Hamiltoniano para el sistema de N particulas y luego tomemos el limite
N — 00. Las coordenadas y momentos vienen dados por:

oL N

con las ecuaciones de Hamilton,

oH oH
li = , D= — ,1=1,...,N . 7.184
4 dq; b dq; ! ( )

A partir del Lagrangiano (7.3) se tiene,

0 o1, Y L Neoo or
= “mu? = - — dr———— = q
Di B, Z:: 5 2 5 = api; dx@((?u/é?t) ,dr=a, (7.185)
con L dada en (7.33). Por lo tanto,
ou
= da:p— =dp(z) =dxn(z), (7.186)

ot

oL
donde ™ = (9_ es la densidad de momento candnico. Para el Hamiltoniano se tiene en el limite de
U

sistema continuo,

H= szql L— /dm— — /d;cc /dm [w— —E] . (7.187)

Y la densidad Hamiltoniana H viene dada por:

ou

=1——L. 7.188
H = ﬂ@t ( )

ou 1 _, . . : : I
Como Frin —mn facilmente podemos eliminar la derivada temporal de u en la densidad Hamiltoniana

P
resultando,
1, 1 (7\° 1 [(0u\® 1x%z) e [0u)’

= - ——p| - —c|l=— | == (=] . 1

H p7r () 2p<p> + 3¢ <8x> 2, +5 1\ 5, (7.189)

No hay dependencia en u sino sélo en 7y du/0z.
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7.7.1. Generalizacion. Ecuaciones canonicas

Para obtener las ecuaciones candnicas planteamos el problema general de realizar una transformacion
de Legendre tal y como se hizo en la dindmica de un sistema de particulas.

0
Sea la densidad Lagrangiana £ = L ( 1A, —— wA VwA), y consideremos la transformacién,

51/JA

Va, —— Vba = Ya, a4, Viba (7.190)

La densidad de momento candnico viene dada por:

L (.CL', wAv %7 va)

A= , 7.191
4 OYay ( )
y de aqui se puede expresar 14, como funcién de 74,14, V4. Para que esta transformacién sea
posible, el Hessiano:
0*L
det (| ————— 0. 7.192
(5¢A,t81/13,t> 7 ( )
Entonces:
L ogp
H (w594, T4, Vipa) = ZWB— — L (04,74, Va) , (7.193)

que de hecho coincide con T% dada en (7.90). Obsérvese que la densidad Lagrangiana ha variado de
argumentos y de ahi que se haya incluido el gorro sobre £. El Hamiltoniano viene dado entonces por:

H:/d:vH (x4, ma, Viba) . (7.194)

Hallemos ahora las ecuaciones candnicas a través de la variacién de las densidades de los momentos y
la variacién de las componentes del campo. En ambos casos la variacién se anula sobre la frontera 6 R.
Tenemos:

® Ty — Ty + 0Ty,

al/)Bt aﬁ 87vbBt
0H = | d 5 + E E . 7.195
/ X{ - TR 7TB 8’¢Bt aﬂ'c C} ( )

Los términos segundo y tercero del lado de la derecha se cancelan mutuamente dada la definicion
de densidad de momento canédnico (7.191). Entonces,

SH_ 90

e = o (7.196)

que es el primer conjunto de ecuaciones candnicas.
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o Yy —Y+0ova,
gy N,y oL
5H:/dx7r 0o + T =4 ——
{ B e Yo B&Dc,k Yok e Yo
oL OvYp, oL Oy oL
= — ) — ) . 7.197
B i~ Bum D DV~ ey oven) (7.197)

En la expresion anterior hemos empleado el convenio de suma sobre indices repetidos que man-
tendremos a lo largo de este capitulo. A partir de (7.191) se deduce de forma directa que los
términos primero y cuarto, por una parte, y el segundo y el quinto, por otra, se cancelan en
parejas. Asi,

oL oL
oL 0 oL
- [ { dic o (awc,k) } e (7199)

donde se ha eliminado la integral de superficie tras integrar por partes. De este modo,

0H oL 0 oL
= — + . 7.200
e N~ Ox* (a¢c,k) ( )
Si tenemos en cuenta las ecuaciones de Euler-Lagrange,
oL  Omc 0 oL oL 0 oL \ Omc
d0e ot | oaF (awak> = 00e | 0aF (awak> ~ ot (7.201)
Introduciendo este resultado (7.200) se deduce que,
O0H (97?0
— = 7.202
0e ot ( )

que es el segundo conjunto de ecuaciones candnicas.

Vemos la gran analogia entre (7.196) y (7.202) con las ecuaciones candnicas en mecdnica de un
sistema de particulas, intercambiando derivadas parciales del Hamiltoniano por derivadas funcionales.

Mientras que las ecuaciones de Lagrange son ecuaciones diferenciales de segundo orden tanto en ¢
como en &, las ecuaciones candnicas son de primer orden en ¢, asi que su nimero se dobla. El tiempo
juega por tanto un papel privilegiado en la dindmica Hamiltoniana, mientras que en la mecénica La-
grangiana se trata de forma andloga que a las coordenadas espaciales, lo cual hace que la generalizacién
relativista de la mecdnica Lagrangiana expuesta en la seccidn 7.2 sea directa. Sin embargo, el proceso
de cuantizacién candnica en mecanica cuantica para campos, que exige de la identificacién de variables
candnicamente conjugadas, se realiza dentro de la formulacién Hamiltoniana.

Ejemplo
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En el ejemplo anterior de la cadena lineal en forma de anillo, la densidad Hamiltoniana estd dada en
(7.189), con lo que el Hamiltoniano viene dado por:

H= /da: {2%)7?2(35) +§ (%)2} . (7.203)

Asi las ecuaciones candnicas (7.196) y (7.202) son,

OH OH 1 ou O0H 0%*u or
e or A ou T e o (7.204)

0
Reexpresando m = pa—? queda:

Pu _ Ou_
Porz ™ o2

7.8. Dependencia temporal de las variables dinamicas

Sea F' un funcional de ¥4 y 74,
F:/dx}“(z/;A,wA,Vsz,f,t) | (7.205)

Queremos averiguar su evolucién temporal. Su derivada temporal viene dada por:

d_F:/dx%f+/dx{5Fa¢B+ 5Fa7r3}

dt (5@[)3 815 (57TB 075
oOF 0F 0H OF O0H
= | dx— d — — 7.206
/ ot +/ X{CW)B(SWB 57TB¢B} ( )
oOF
= — + |FH
dF oOF

Donde [F, H| es el paréntesis de Poisson de F'y H. La expresién anterior es la generalizacién del
resultado (3.49) de la mecanica discreta al caso continuo. Para cualquier par de variables dindmicas R
y S del tipo (7.205) su paréntesis de Poisson se define como:

SR 65 6R 65
— — . 2
R, ] / dx{ e W} (7.208)

Calculemos los paréntesis de Poisson fundamentales a tiempos iguales:

[Wa (2°,9) 5 (2°,2)] , [ma (2°,9) 75 (2°,2)] , [€a(2%9), 75 (2% 2)] . (7.209)

194



Mecdnica Tedrica José A. Oller

Dado que,

Ya (xo,g) = /dx35(3)( ¥)a (a: ,x) ,

(7.210)
ma (2%, 2) = /da:?’é D (F—Z)my («°,2) .
Es directo comprobar:
04 (Y) @ = - Va(y)
_ _ = 211
Sve () dac0™ (W —7) , 5o 0, (7.211)
57TB (Z) 67TB (5) (3) . a
= = —2) . 212
5o (@) 0, 5o () dpcd™ (W — 2) (7.212)
Por tanto los paréntesis de Poisson fundamentales seran:
2, 9) 75 (2°, 7 :/5 83 (Z — ) 0pcd® (@ — 2) dPw =
[@DA( y) B ( )} AC ( ) dBc ( ) (7.213)

= 6450 (7 —2) .

En lugar de una delta de Kronecker tenemos una delta de Dirac para los indices continuos. Andlogamente
se puede demostrar:

(94 (2%.9) ¥p (27, 2)] = [ma («",9) 75 (. 2)] = 0 (7.214)

Es directo comprobar que los paréntesis de Poisson (7.208) son lineales, antisimétricos, verifican la
propiedad asociativa y la identidad de Jacobi.

Ejemplo

Consideremos de nuevo el ejemplo de la cadena lineal de la seccién 7.1. Sea,

ou au ou

F=ppo =To (7.215)

teniendo en cuenta la expresién para la densidad de momento canédnico (7.186). Su evolucién dindmica
(7.207) es

dF

— =R H] (7.216)

dado que F' no depende explicitamente de t. Puesto que:

oF  Ou OF on

or  Ox’ Su  Or

SH 1 6H 0% (7.217)

om —pﬂ’ Su | Cox?
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se sigue de (7.208) que,

(7.218)

la dltima integral es nula ya que el sistema es peridédico en x con periodo 27 R. Asi, F' es una constante
de movimiento. De hecho F' no es mas que la carga de Noether @) de (7.75) dividida por R, con lo
que hemos demostrado explicitamente que en efecto es una constante de movimiento.

Se deja como ejercicio para el lector demostrar de forma explicita la relacién:
[R,ST| =[R,S]T+ S[R,T] , (7.219)

con R, S funcionales del tipo (7.205).
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