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9 Fenómenos de transporte 49
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13.2.3 Carácter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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Chapter 1

Mecánica

1.1 Cinemática de una part́ıcula puntual en un sistema de
coordenadas fijo

1.1.1 Definiciones

La posición ~r, la velocidad ~v y la aceleración ~a son definidas por: ~r = (x, y, z), ~v = (ẋ, ẏ, ż), ~a =
(ẍ, ÿ, z̈). Por consiguiente:

s(t) = s0 +
∫
|~v(t)|dt ; ~r(t) = ~r0 +

∫
~v(t)dt ; ~v(t) = ~v0 +

∫
~a(t)dt

Cuando la aceleración es constante, encontramos: v(t) = v0 + at y s(t) = s0 + v0t+ 1
2at

2.
Para los vectores unitarios en la dirección ⊥ respecto a la orbita ~et y paralelos respecto a ~en tenemos:

~et =
~v

|~v|
=
d~r

ds
~̇et =

v

ρ
~en ; ~en =

~̇et

|~̇et|

Para la curvatura k y el radio de curvatura ρ encontramos:

~k =
d~et
ds

=
d2~r

ds2
=
∣∣∣∣dϕds

∣∣∣∣ ; ρ =
1
|k|

1.1.2 Coordenadas polares

Las coordenadas polares son definidas por: x = r cos(θ), y = r sin(θ). De tal modo, para el sistema
de vectores unitarios: ~̇er = θ̇~eθ, ~̇eθ = −θ̇~er

La velocidad y la aceleración son derivados de: ~r = r~er, ~v = ṙ~er +rθ̇~eθ, ~a = (r̈−rθ̇2)~er +(2ṙθ̇+rθ̈)~eθ.

1.2 Movimiento relativo

Para el movimiento de un punto D a un punto Q, tenemos: ~rD = ~rQ +
~ω × ~vQ
ω2

con ~QD = ~rD − ~rQ y

ω = θ̇.

Luego se obtiene: α = θ̈. ′ significa que la cantidad en un sistema de codinadas en movimiento. En
un sistema en movimiento se tiene:
~v = ~vQ + ~v ′ + ~ω × ~r ′ y ~a = ~aQ + ~a ′ + ~α× ~r ′ + 2~ω × ~v ′ + ~ω × (~ω × ~r ′)
with ~ω × (~ω × ~r ′) = −ω2~r ′n

1.3 Dinámica puntual de un sistema de coordenadas fijo

1.3.1 Fuerza, (angular)momentum y enerǵıa

La segunda ley de Newton relaciona la fuerza de un objeto y la aceleración resultante de un objeto
donde el momentum es dado por

3
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~p = m~v:
~F (~r,~v, t) =

d~p

dt
=
d(m~v )
dt

= m
d~v

dt
+ ~v

dm

dt

m=const= m~a

La tercera ley de Newton es dada por: ~Faccion = −~Freaccion.

Para la potencia P tenemos: P = Ẇ = ~F · ~v. Para la emerǵıa total W , la enerǵıa cinética T y la
enerǵıa potencial U tenemos: W = T + U ; Ṫ = −U̇ tal que T = 1

2mv
2.

el impulso ~S es: ~S = ∆~p =
∫

~Fdt

El trabajo A, realizado por una fuerza , es A =

2∫
1

~F · d~s =

2∫
1

F cos(α)ds

La torca ~τ es relacionada a el momento angular ~L: ~τ = ~̇L = ~r × ~F ; y
~L = ~r × ~p = m~v × ~r, |~L| = mr2ω. La siguiente ecuación es valida:

τ = −∂U
∂θ

Luego, las condiciones del equilibrio mecánico son:
∑ ~Fi = 0 y

∑
~τi = 0.

La fuerza de fricción es usualmente proporcional a la fuerza perpendicular a la superficie, excepto
cuando el movimiento comienza, cuando el umbral tiene que ser superado: Ffric = f · Fnorm · ~et.

1.3.2 Campos de fuerza conservativa

Una fuerza conservativa puede ser escrita como el gradiente de un potencial: ~Fcons = −~∇U . En otras
palabras, ∇× ~F = ~0. Para tal campo de fuerza encontramos que:

∮
~F · d~s = 0 ⇒ U = U0 −

r1∫
r0

~F · d~s

Es decir, el trabajo realizado por un campo de fuerza conservativa no depende de la trayectoria,
solamente depende del punto inicial y el punto final del movimiento.

1.3.3 Gravitación

La ley de gravitación newtoniana es (en GRT se utiliza κ en lugar de G):

~Fg = −Gm1m2

r2
~er

Luego, el potencial gravitatorio es dado por V = −Gm/r. Por la ley de Gauss tenemos que: ∇2V =
4πG%.

1.3.4 Ecuaciones de orbitas

Si V = V (r) podemos derivar de la ecuación de Lagrange para φ la conservación de impulso angular:

∂L
∂φ

=
∂V

∂φ
= 0⇒ d

dt
(mr2φ) = 0⇒ Lz = mr2φ = constant

Para la posición radial como función del tiempo puede escribirse:(
dr

dt

)2

=
2(W − V )

m
− L2

m2r2
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La ecuación angular es entonces:

φ− φ0 =

r∫
0

[
mr2

L

√
2(W − V )

m
− L2

m2r2

]−1

dr
r−2field= arccos

(
1 +

1
r −

1
r0

1
r0

+ km/L2
z

)

Si F = F (r): L =constante, si F es conservativa: W =constante, si ~F ⊥ ~v entonces ∆T = 0 y U = 0.

Ecuaciones de Kepler para orbitas

En un campo de fuerzas F = kr−2, Las orbitas son secciones cónicas con el origen de la fuerza en
uno de los focos (primera ley de Kepler). La ecuación de la orbita es:

r(θ) =
`

1 + ε cos(θ − θ0)
, or: x2 + y2 = (`− εx)2

con

` =
L2

Gµ2Mtot
; ε2 = 1 +

2WL2

G2µ3M2
tot

= 1− `

a
; a =

`

1− ε2
=

k

2W

a Es la mitad de la longitud a lo largo del eje de la orbita eĺıptica en caso de la orbita sea cerrada.
La mitad de la longitud del eje corto es b =

√
a`. ε es la excentricidad de la orbita. Las orbitas con

una misma excentricidad, ε, son iguales en forma. Ahora, sólo 5 tipos de orbitas son posibles:

1. k < 0 y ε = 0: un ćırculo.

2. k < 0 y 0 < ε < 1: una elipse.

3. k < 0 y ε = 1: una parábola.

4. k < 0 y ε > 1: una hipérbola, con concavidad dirigida hacia el centro de la fuerza.

5. k > 0 y ε > 1: una hipérbola, con concavidad dirigida en sentido al centro de la fuerza.

Otras combinaciones no son posibles: La enerǵıa total en un campo de fuerza repulsiva es siempre
positiva, de modo que ε > 1.

Si la superficie entre la orbita cubierto entre t1 y t2 y el foco C alrededor de que el planeta se mueve
como A(t1, t2), la segunda ley de Kepler es

A(t1, t2) =
LC

2m
(t2 − t1)

La tercer ley de Kepler es, con T el periodo y Mtot la masa total de el sistema:

T 2

a3
=

4π2

GMtot

1.3.5 El teorema virial

El teorema virial para una part́ıcula es:

〈m~v · ~r〉 = 0⇒ 〈T 〉 = − 1
2

〈
~F · ~r

〉
= 1

2

〈
r
dU

dr

〉
= 1

2n 〈U〉 if U = − k

rn

Generalizando, el teorema virial para una colección de part́ıculas es:

〈T 〉 = − 1
2

〈 ∑
particulas

~Fi · ~ri +
∑
pares

~Fij · ~rij

〉

Asi mismo, estas últimas preposiciones pueden escribirse como: 2Ekin + Epot = 0.
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1.4 La dinámica de una part́ıcula puntal en un sistema coor-
denado en movimiento

1.4.1 Fuerzas aparentes

La fuerza total en un sistema coordinado en movimiento puede ser encontrado al sustraer las fuerzas
aparentes que actúan en el marco de referencia: ~F ′ = ~F − ~Fapp. Identificamos como fuerzas aparentes
a las siguientes:

1. Transformación del origen: For = −m~aa

2. Rotación: ~Fα = −m~α× ~r ′

3. Fuerza de Coriolis: Fcor = −2m~ω × ~v

4. Fuerza centrifuga: ~Fcf = mω2~rn
′ = −~Fcp ; ~Fcp = −mv

2

r
~er

1.4.2 Notación para tensores

Por medio de la transformación de las ecuaciones de Newton para el movimiento xα = xα(x) resulta
en:

dxα

dt
=
∂xα

∂x̄β

dx̄β

dt
;

La regla de la cadena nos muestra que:

d

dt

dxα

dt
=
d2xα

dt2
=

d

dt

(
∂xα

∂x̄β

dx̄β

dt

)
=
∂xα

∂x̄β

d2x̄β

dt2
+
dx̄β

dt

d

dt

(
∂xα

∂x̄β

)
Luego:

d

dt

∂xα

∂x̄β
=

∂

∂x̄γ

∂xα

∂x̄β

dx̄γ

dt
=

∂2xα

∂x̄β∂x̄γ

dx̄γ

dt

Por tanto:
d2xα

dt2
=
∂xα

∂x̄β

d2x̄β

dt2
+

∂2xα

∂x̄β∂x̄γ

dx̄γ

dt

(
dx̄β

dt

)
De este modo, la ecuación newtoniana para el movimiento

m
d2xα

dt2
= Fα

Se transfoma en:

m

{
d2xα

dt2
+ Γα

βγ

dxβ

dt

dxγ

dt

}
= Fα

Las fuerzas aparentes son tomadas desde el origen: Γα
βγ

dxβ

dt

dxγ

dt
.

1.5 Dinámica de una colección de masas puntuales

1.5.1 El centro de masa

La velocidad del centro de masa ~R es dado por ~v − ~̇R. Las coordenadas del centro de masa son:

~rm =
∑
mi~ri∑
mi

En un sistema de dos part́ıculas, las coordenadas del centro de masa se escribe como:

~R =
m1~r1 +m2~r2
m1 +m2
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Con ~r = ~r1 − ~r2, la enerǵıa cinética se convierte en: T = 1
2MtotṘ

2 + 1
2µṙ

2, con la masa reducida µ es

dado por:
1
µ

=
1
m1

+
1
m2

El movimiento adentro y afuera de centro de masa puede ser separado:

~̇Lafuera = ~τafuera ; ~̇Ladentro = ~τadentro

~p = m~vm ; ~Fext = m~am ; ~F12 = µ~u

1.5.2 Colisiones

Consideremos que existe un sistema coordenado y una posición arbitraria C, tenemos: ~p = m~vm
es constante, y T = 1

2m~v
2
m es constante. Los cambios en la velocidad relativa son descritos por:

~S = ∆~p = µ(~vaft−~vbefore). Obtenemos ∆~LC = ~CB× ~S, ~p ‖ ~S =constante y ~L w.r.t. B es constante.

1.6 Dinámica de cuerpos ŕıgidos

1.6.1 Momento de inercia

El momento angular en un sistema de coordenadas movimiento es dado por:

~L′ = I~ω + ~L′n

donde I es el momento de inercia con respecto al eje central, que es dado por:

I =
∑

i

mi~ri
2 ; T ′ = Wrot = 1

2ωIij~ei~ej = 1
2Iω

2

o, en el caso continuo:

I =
m

V

∫
r′

2
ndV =

∫
r′

2
ndm

desarrollando tenemos:

Li = Iijωj ; Iii = Ii ; Iij = Iji = −
∑

k

mkx
′
ix
′
j

El teorema de Steiner es: Iw.r.t.D = Iw.r.t.C + m(DM)2 sie el eje si el eje C es paralelo al eje D; es
decir C ‖ D.

Objeto I Objeto I

Cilindro hueco I = mR2 Cilindro masivo I = 1
2mR

2

Disco, su eje de giro es atravesz del disco I = 1
4mR

2 Halter I = 1
2µR

2

Esfera hueca I = 2
3mR

2 Esfera masiva I = 2
5mR

2

Barra, eje ⊥ a traves c.o.m. I = 1
12ml

2 Barra, eje ⊥ through end I = 1
3ml

2

Rectangulo, eje ⊥ plano a traves. c.o.m. I = 1
12m(a2 + b2) Rectangle, axis ‖ b thr. m I = ma2

1.6.2 Ejes principales

Cada cuerpo ŕıgido cuenta con, al menos tres, ejes principales; los cuales están perpendiculares uno
al otro. Para un eje principal tenemos:

∂I

∂ωx
=

∂I

∂ωy
=

∂I

∂ωz
= 0 so L′n = 0

Por lo anterior tenemos: ω̇k = −aijkωiωj con aijk =
Ii − Ij
Ik

si I1 ≤ I2 ≤ I3.
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1.6.3 Dependencia con el tiempo

Para una torca ~τ obtenemos:

~τ ′ = Iθ̈ ;
d′′~L′

dt
= ~τ ′ − ~ω × ~L′

La torca ~T es definida por: ~T = ~F × ~d.

1.7 Calculo variacional, mecánica de Hamilton y Lagrange

1.7.1 Calculo variacional

Comenzamos con:

δ

b∫
a

L(q, q̇, t)dt = 0 with δ(a) = δ(b) = 0 and δ

(
du

dx

)
=

d

dx
(δu)

Las ecuaciones de Lagrange pueden ser derivadas:

d

dt

∂L
∂q̇i

=
∂L
∂qi

Cuando hay condiciones adicionales aplicadas a los problemas variacionales δJ(u) = 0 de un tipo
K(u) =constante, el nuevo problema se convierte: δJ(u)− λδK(u) = 0.

1.7.2 Mecánica de Hamilton

El Lagrangiano es dado por: L =
∑
T (q̇i)− V (qi). El Hamiltoniano es dado por : H =

∑
q̇ipi − L.

En 2 dimensiones tenemos: L = T − U = 1
2m(ṙ2 + r2φ̇2)− U(r, φ).

Si empleamos coordenadas canoicas las ecuaciones de Hamilton son las ecuaciones de movimiento del
sistema:

dqi
dt

=
∂H

∂pi
;

dpi

dt
= −∂H

∂qi

Las cordenadas so canicas si cumplen con: {qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij donde {, } es el
bracket de Poisson:

{A,B} =
∑

i

[
∂A

∂qi

∂B

∂pi
− ∂A

∂pi

∂B

∂qi

]
El Hamiltoniano de un oscilador armónico es H(x, p) = p2/2m+ 1

2mω
2x2. Con nuevas coordenadas

(θ, I), Obtenidas por la trasformación canica x =
√

2I/mω cos(θ) y p = −
√

2Imω sin(θ), con el
inversa θ = arctan(−p/mωx) and I = p2/2mω + 1

2mωx
2 se obtiene: H(θ, I) = ωI.

el Hamiltoniano de una part́ıcula cargada con carga q en un campo electromagnético externo es:

H =
1

2m

(
~p− q ~A

)2

+ qV

Este Hamiltoniano puede ser derivado del Hamiltoniano de una part́ıcula libre H = p2/2m con
las transformaciones ~p → ~p − q ~A y H → H − qV . Esta es una elegante forma de un punto de vista
relativistico: ésto es equivalente a la transformación del momentum de cuatro vectores pα → pα−qAα.
Una transformación de norma sobre los potenciales Aα corresponde con una transformación canónica,
que hacen las ecuaciones de Hamilton de movimiento para el sistema.
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1.7.3 Movimiento alrededor del equilibrio, linealización

Para sistemas naturales alrededor del equlibrio las siguientes ecuaciones son validas:(
∂V

∂qi

)
0

= 0 ; V (q) = V (0) + Vikqiqk with Vik =
(

∂2V

∂qi∂qk

)
0

Con T = 1
2 (Mik q̇iq̇k) se recibe un conjunto de ecuaciones Mq̈ + V q = 0. If qi(t) = ai exp(iωt) es

sustituida, este conjunto de ecuaciones tiene soluciones si det(V − ω2M) = 0. Esto conlleva a un

problema de eigen-frecuencias: ω2
k =

aT
k V ak

aT
kMak

. Si el equilibrio es estable se tiene: ∀k that ω2
k > 0. La

solucion general es una superposición de eingen-vibraciones.

1.7.4 Espacion de fase, ecuación de Liouville

En el espacio fase se tiene:

∇ =

(∑
i

∂

∂qi
,
∑

i

∂

∂pi

)
so ∇ · ~v =

∑
i

(
∂

∂qi

∂H

∂pi
− ∂

∂pi

∂H

∂qi

)
Si la ecuación de continuidad, ∂t%+∇ · (%~v ) = 0 Obteniendo, esto puede ser escrito como:

{%,H}+
∂%

∂t
= 0

Para una cantidad arbitraria A se tiene:

dA

dt
= {A,H}+

∂A

∂t

El teorema de Liouville puede ser escrito como:

d%

dt
= 0 ; or:

∫
pdq = constante

1.7.5 Funciones generadoras

Comenzando con una transformación de coordenadas:{
Qi = Qi(qi, pi, t)
Pi = Pi(qi, pi, t)

podemos derivar el siguientes ecuaciones de Hamilton por medio de un nuevo hamiltoninano K:

dQi

dt
=
∂K

∂Pi
;

dPi

dt
= − ∂K

∂Qi

Ahora, una distinción entre los cuatro casos se puede realizar:

1. If piq̇i −H = PiQi −K(Pi, Qi, t)−
dF1(qi, Qi, t)

dt
, de modo que tenemos:

pi =
∂F1

∂qi
; Pi = −∂F1

∂Qi
; K = H +

∂F1

∂t

2. If piq̇i −H = −ṖiQi −K(Pi, Qi, t) +
dF2(qi, Pi, t)

dt
, las coordenadas siguen que:

pi =
∂F2

∂qi
; Qi =

∂F2

∂Pi
; K = H +

∂F2

∂t
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3. If −ṗiqi −H = PiQ̇i −K(Pi, Qi, t) +
dF3(pi, Qi, t)

dt
, las coordenadas siguen que:

qi = −∂F3

∂pi
; Pi = −∂F3

∂Qi
; K = H +

∂F3

∂t

4. If −ṗiqi −H = −PiQi −K(Pi, Qi, t) +
dF4(pi, Pi, t)

dt
, las coordenadas siguen que:

qi = −∂F4

∂pi
; Qi =

∂F4

∂pi
; K = H +

∂F4

∂t

Las funciones F1, F2, F3 y F4 son llamadas funciones generadoras.



Chapter 2

Electricidad y Magnetismo

2.1 Las ecuaciones de Maxwell

Los campos electromagnéticos clásicos pueden ser descritos por medio de las ecuaciones de Maxwell.
Las que pueden se escritas de modo diferencial e integral:∫∫

© ( ~D · ~n )d2A = Qlibre,incluido ∇ · ~D = ρlibre∫∫
© ( ~B · ~n )d2A = 0 ∇ · ~B = 0∮
~E · d~s = −dΦ

dt
∇× ~E = −∂

~B

∂t∮
~H · d~s = Ilibre,incluido +

dΨ
dt

∇× ~H = ~Jlibre +
∂ ~D

∂t

Para un flujo se tiene: Ψ =
∫∫

( ~D · ~n )d2A, Φ =
∫∫

( ~B · ~n )d2A.

Para la intensidad del desplazamiento eléctrico ~D, la polarización ~P y el campo eléctrico ~E dependen
de uno del otro de acuerdo con:

~D = ε0 ~E + ~P = ε0εr ~E, ~P =
∑
~p0/Vol, εr = 1 + χe, con χe =

np2
0

3ε0kT

La intensidad del campo magnético ~H, la magnetización ~M y la densidad del flujo magnético ~B
dependen uno del otro de acuerdo con:

~B = µ0( ~H + ~M) = µ0µr
~H, ~M =

∑
~m/Vol, µr = 1 + χm, con χm =

µ0nm
2
0

3kT

2.2 Fuerza y potencial

La fuerza y el campo eléctrico entre dos cargas puntuales es descrito por:

~F12 =
Q1Q2

4πε0εrr2
~er ; ~E =

~F

Q

La fuerza de Lorentz es la fuerza que es experimentada por una part́ıcula carga que se mueve a través
de un campo magnético. El origen de esta fuerza es una trasformación relativistica de la fuerza de
Coulomb: ~FL = Q(~v × ~B ) = l(~I × ~B ).

El campo magnético en un punto P que resulta de una corriente eléctrica es dado por la ley de
Biot-Savart, conocida también como la ley de Laplace. Aqúı, d~l ‖ ~I y ~r points from d~l to P :

d ~BP =
µ0I

4πr2
d~l × ~er

Si la corriente es dependiente del tiempo, se debe tomar en cuenta el tiempo de retardo: la sustitución
I(t)→ I(t− r/c) debe ser aplicada.

Los potenciales están dados por: V12 = −
2∫

1

~E · d~s y ~A = 1
2
~B × ~r.

11
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Aqúı, existe libertad para aplicar una trasformación de norma (conocida en ingles como gauge trans-
formación). Los campos pueden ser derivados de los potenciales mediante:

~E = −∇V − ∂ ~A

∂t
, ~B = ∇× ~A

Desarrollando se obtiene la relación: c2 ~B = ~v × ~E.

2.3 Trasformaciones de norma

Los potenciales de los campos electromagnéticos se les aplican una transformación de norma:
~A′ = ~A−∇f

V ′ = V +
∂f

∂t

Aśı los campos ~E y ~B no cambian. Ésto resulta en una transformación canónica del hamiltoniano.
Entonces, los grados de libertad permanecen. Dos comunes normas son:

1. Norma de Lorentz: ∇ · ~A +
1
c2
∂V

∂t
= 0. Ésto separaThis las ecuaciones diferenciales para ~A y

V : 2V = − ρ

ε0
, 2 ~A = −µ0

~J .

2. Norma Coulomb: ∇ · ~A = 0. If ρ = 0 y ~J = 0 obteniendo V = 0 y siguiendo ~A de 2 ~A = 0.

2.4 Enerǵıa de un campo electromagnético

La densidad de enerǵıa de un campo electromagnético es:

dW

dVol
= w =

∫
HdB +

∫
EdD

La densidad de enerǵıa puede ser expresada en los potenciales y las corrientes de la siguiente manera:

wmag = 1
2

∫
~J · ~Ad3x , wel = 1

2

∫
ρV d3x

2.5 Ondas electromagnéticas

2.5.1 Ondas electromagnéticas en el vaćıo

La ecuación de onda 2Ψ(~r, t) = −f(~r, t) presenta una solución general, con c = (ε0µ0)−1/2:

Ψ(~r, t) =
∫
f(~r, t− |~r − ~r ′|/c)

4π|~r − ~r ′|
d3r′

Si este es escrito como: ~J(~r, t) = ~J(~r ) exp(−iωt) y ~A(~r, t) = ~A(~r ) exp(−iωt) con:

~A(~r ) =
µ

4π

∫
~J(~r ′)

exp(ik|~r − ~r ′|)
|~r − ~r ′|

d3~r ′ , V (~r ) =
1

4πε

∫
ρ(~r ′)

exp(ik|~r − ~r ′|)
|~r − ~r ′|

d3~r ′

Una derivación v́ıa una expansión multipolar muestra que para la enerǵıa radiante es invariante, si
d, λ� r:

dP

dΩ
=

k2

32π2ε0c

∣∣∣∣∫ J⊥(~r ′)ei~k·~rd3r′
∣∣∣∣2
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La densidad de enerǵıa de una onda electromagnética de un dipolo vibrante a una distancia larga es:

w = ε0E
2 =

p2
0 sin2(θ)ω4

16π2ε0r2c4
sin2(kr − ωt) , 〈w〉t =

p2
0 sin2(θ)ω4

32π2ε0r2c4
, P =

ck4|~p |2

12πε0

La enerǵıa irradiada puede ser derivada del vector de Poynting ~S: ~S = ~E× ~H = cW~ev. La irradiancia
es el promedio temporal del vector del Poynting: I = 〈|~S |〉t. La presión de radiación ps es descrita
por ps = (1 +R)|~S |/c, donde R es el coeficiente de reflexión.

2.5.2 Ondas electromagnéticas en la materia

La ecuación de onda en la materia, con cmat = (εµ)−1/2 es la velocidad de la luz en la materia, son:(
∇2 − εµ ∂

2

∂t2
− µ

ρ

∂

∂t

)
~E = 0 ,

(
∇2 − εµ ∂

2

∂t2
− µ

ρ

∂

∂t

)
~B = 0

dado, después de la sustitución de la onda monocromática plana: ~E = E exp(i(~k · ~r − ωt)) y ~B =
B exp(i(~k · ~r − ωt)) la relación de la dispersión:

k2 = εµω2 +
iµω

ρ

El primer término aparece debido a la corriente de desplazamiento, la segunda forma de la corriente
de conductancia. Si k es escrito en la forma k := k′ + ik′′, se tiene que:

k′ = ω
√

1
2εµ

√√√√1 +

√
1 +

1
(ρεω)2

and k′′ = ω
√

1
2εµ

√√√√−1 +

√
1 +

1
(ρεω)2

Este resultado muestra una onda amoritiguada: ~E = E exp(−k′′~n·~r ) exp(i(k′~n·~r−ωt)). Si el material
es un buen conductor, si la onda se desvanece después de una longitud de onda, aproximadamente,

k = (1 + i)
√
µω

2ρ
.

2.6 Multipolos

Porque
1

|~r − ~r ′|
=

1
r

∞∑
0

(
r′

r

)l

Pl(cos θ) el potencial puede ser escrito como: V =
Q

4πε

∑
n

kn

rn

Para los términos de menor orden resulta en:

• Monopolo: l = 0, k0 =
∫
ρdV

• Dipolo: l = 1, k1 =
∫
r cos(θ)ρdV

• Quadrupolo: l = 2, k2 = 1
2

∑
i

(3z2
i − r2i )

1. El dipolo eléctrico: el impulso dipolar: ~p = Ql~e, donde ~e va de ⊕ hasta 	, y ~F = (~p · ∇) ~Eext,
y W = −~p · ~Eout.

Campo electrico: ~E ≈ Q

4πεr3

(
3~p · ~r
r2
− ~p
)

. la torca es: ~τ = ~p× ~Eout

2. El dipolo magnético: el impulso dipolar: si r �
√
A: ~µ = ~I × (A~e⊥), ~F = (~µ · ∇) ~Bout

|µ| = mv2
⊥

2B
, W = −~µ× ~Bout

Campo magnetico: ~B =
−µ
4πr3

(
3µ · ~r
r2
− ~µ

)
. El momento es: ~τ = ~µ× ~Bout
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2.7 Corrientes eléctricas

La ecuación de continudad para cargas eléctricas es:
∂ρ

∂t
+∇ · ~J = 0. La corriente electrica es dada

por:

I =
dQ

dt
=
∫∫

( ~J · ~n )d2A

Para la mayoria de los conductores: ~J = ~E/ρ, donde ρ es la resistividad.

Si el flujo encerrado en un conductor cambia esto resulta en un voltaje inducido Vind = −N dΦ
dt

. Si la
corriente fluyendo a través un conductor cambia, esto resulta en una auto inductancia que se opone

al cambio original: Vautoind = −LdI
dt

. Si el conducto encierra un flujo Φ tal que : Φ = LI.

La inducción magnética con una espira es aproximadamente: B =
µNI√
l2 + 4R2

donde l es la longitud,

R el radio y N es el numero de espiras. la enerǵıa contenida dentro de la espira es dada por W = 1
2LI

2

y L = µN2A/l.

La capacitancia es definida por: C = Q/V . Para un capacitor o condensador se tiene: C = ε0εrA/d
donde d es la distancia entre las placas y A la superficie de una de las palcas. La intensidad del campo
eléctrico entre la placa es E = σ/ε0 = Q/ε0A donde σ es la carga superficial. La cantidad enerǵıa
acumulada es determinada por medio de W = 1

2CV
2. La corriente a través de una capacitancia es

dada por I = −C dV
dt

.

Para la mayoŕıa de las resistencia PTC es aproximadamente: R = R0(1 + αT ), donde R0 = ρl/A.
Para un NTC es: R(T ) = C exp(−B/T ) donde B y C depende únicamente del material.

Si la corriente fluye a través de dos diferentes conductores conectados x y y, el área de contacto
se calienta o se enfŕıa, dependiendo de la dirección de la corriente: el efecto Peltier. El calor gen-
erado o removido es determinado por: W = ΠxyIt. Este efecto puede ser amplificado mediante
semiconductores.

El voltaje térmico entre dos metales dos metales es descrito por: V = γ(T − T0). Para una conexión
de Cu-Konstantane se tiene: γ ≈ 0.2− 0.7 mV/K.

En una red eléctrica con corrientes estacionarias, Las ecuaciones de Kirchhoff se pueden aplicar: para
un nodo se tiene:

∑
In = 0, a lo largo de un camino cerrado, se obtiene:

∑
Vn =

∑
InRn = 0.

2.8 Campos depolarizadados

Si un material dieléctrico es colocado en un campo eléctrico o magnético, la intensidad del campo
dentro de afuera del material cambiara porque el material se polarizara o magnetizara. Si el medio
tiene una forma elipsoide y uno de sus ejes principales es paralelo con el campo externo ~E0 or ~B0

entonces la despolarización es un campo homogéneo.

~Edep = ~Emat − ~E0 = −N
~P

ε0
~Hdep = ~Hmat − ~H0 = −N ~M

N es dependiente solamente en la forma de el objeto colocado en el campo, con 0 ≤ N ≤ 1. Para
unos cuantos casos de un elipsoide, se tiene: un plato delgado: N = 1, a long, una barra delgada:
N = 0, una a esfera: N = 1

3 .
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2.9 Mezclas de materiales

El desplazamiento de promedio de la electricidad en un material que es inhomogéneo en una escala

mesoscopica es dado por: 〈D〉 = 〈εE〉 = ε∗ 〈E〉 donde ε∗ = ε1

(
1− φ2(1− x)

Φ(ε∗/ε2)

)−1

donde x = ε1/ε2.

Para una esfera se encuentra que: Φ = 1
3 + 2

3x. De este modo se tiene:(∑
i

φi

εi

)−1

≤ ε∗ ≤
∑

i

φiεi
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Chapter 3

Relatividad

3.1 Relatividad especial

3.1.1 Las transformación de Lorentz

Las trasnformación de Lorentz (~x ′, t′) = (~x ′(~x, t), t′(~x, t)) deja la ecuación de onda invariante, si c es
invariante:

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
− 1
c2
∂2

∂t2
=

∂2

∂x′2
+

∂2

∂y′2
+

∂2

∂z′2
− 1
c2

∂2

∂t′2

Esta transformación tambine puede ser utilizada cuando ds2 = ds′2 se requiere. La forma general de
la trasnfomración de Lorentz es descrita por:

~x ′ = ~x+
(γ − 1)(~x · ~v )~v

|v|2
− γ~vt , t′ = γ

(
t− ~x · ~v

c2

)
donde

γ =
1√

1− v2

c2

La diferencia de velocidades ~v ′ entre dos observadores se trasforma de acuerdo:

~v ′ =
(
γ

(
1− ~v1 · ~v2

c2

))−1(
~v2 + (γ − 1)

~v1 · ~v2
v2
1

~v1 − γ~v1
)

Si la velocidad es paralela al eje x, se tiene que y′ = y, z′ = z :

x′ = γ(x− vt) , x = γ(x′ + vt′)

t′ = γ
(
t− xv

c2

)
, t = γ

(
t′ +

x′v

c2

)
, v′ =

v2 − v1
1− v1v2

c2

Si ~v = v~ex, entonces:

p′x = γ

(
px −

βW

c

)
, W ′ = γ(W − vpx)

Con β = v/c el campo eléctrico de una carga en movimiento se obtiene:

~E =
Q

4πε0r2
(1− β2)~er

(1− β2 sin2(θ))3/2

El campo electromagnético se trasforma de acuerdo con:

~E′ = γ( ~E + ~v × ~B ) , ~B′ = γ

(
~B − ~v × ~E

c2

)

Longitud, masa y tiempo se trasforman siguiendo las siguientes ecuaciones: ∆tr = γ∆t0, mr = γm0,
lr = l0/γ, con 0 the quantities in a co-moving reference frame and r the quantities in a frame moving
with velocity v w.r.t. it. The proper time τ is defined as: dτ2 = ds2/c2, so ∆τ = ∆t/γ. For energy

17
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and momentum holds: W = mrc
2 = γW0, W 2 = m2

0c
4 + p2c2. p = mrv = γm0v = Wv/c2, and

pc = Wβ where β = v/c. The force is defined by ~F = d~p/dt.

vectores de dimension cuatro tienene la propiedad que su modulo es independiente del observador:
sus componentes pueden cambiear despues de una trasformacion de cordenadas, pero su modulo.
Las diferecias de dos vectores de dimension cautro resulta tamvien en un vector de dimension cuatro.
La velocidad de estos vectores es descrita por Uα =

dxα

dτ
. La relacion con la velocidad “normal”

ui := dxi/dt es: Uα = (γui, icγ). Para particulas con una masa en reposo, diferente de cero,
obtenemos: UαUα = −c2, para particulas con una masa en reposo cero ( de modo que v = c) se tiene:
UαUα = 0. Los vectores de dimension cuatro para una energia y un momentum son descritos por:
pα = m0U

α = (γpi, iW/c). Asi: pαp
α = −m2

0c
2 = p2 −W 2/c2.

3.1.2 Corrimiento al azul o al rojo

Existen tres causas para que se presente el corrimiento al azul o al rojo:

1. Movimiento: con ~ev · ~er = cos(ϕ) siguiendo:
f ′

f
= γ

(
1− v cos(ϕ)

c

)
.

Este puede ser derivar tanto en un corrimiento hacia el rojo o un corrimiento hacia el azul,
tambien ⊥ a la direccion del movimiento.

2. Corrimiento Gravitational:
∆f
f

=
κM

rc2
.

3. Corrimieto al rojo debido a la expansion del universo, por lo que se presentan la radiación de
fondo cosmica:
λ0

λ1
=
R0

R1
.

3.1.3 El tensor de tension-energia y el tensor de campo

El tensor de tension-energia es descrito por:

Tµν = (%c2 + p)uµuν + pgµν +
1
c2
(
FµαF

α
ν + 1

4gµνF
αβFαβ

)
Las leyes de la conservacion pueden ser escritas como: ∇νT

µν = 0. El el tensor de campo electro-
magnetic es:

Fαβ =
∂Aβ

∂xα
− ∂Aα

∂xβ

con Aµ := ( ~A, iV/c) y Jµ := ( ~J, icρ). Las ecuaciones de Maxwell pueden ser escritas como:

∂νF
µν = µ0J

µ , ∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0

Las ecuaciones de movimiento para una particula carga en un campo EM se trasforma con el tensor
de campo:

dpα

dτ
= qFαβu

β

3.2 Relatividad general

3.2.1 Geometŕıa de Riemannian, el tensor de Einstein

Los principios de teoŕıa de relatividad general son:
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1. El postulado geometrico: free falling particles move along geodesics of space-time with the
proper time τ or arc length s as parameter. For particles with zero rest mass (photons), the use
of a free parameter is required because for them holds ds = 0. From δ

∫
ds = 0 the equations

of motion can be derived:
d2xα

ds2
+ Γα

βγ

dxβ

ds

dxγ

ds
= 0

2. El principio de equivalencia: inertial mass ≡ gravitational mass ⇒ gravitation is equivalent
with a curved space-time were particles move along geodesics.

3. Por la eleccion adecuada de un sistema de coordenadas es posible hace la metrica localmente
plan en cada punto xi: gαβ(xi) = ηαβ :=diag(−1, 1, 1, 1).

El tensor de Riemann es defindo como: Rµ
ναβT

ν := ∇α∇βT
µ−∇β∇αT

µ, donde la derivada covariante
es dada por: ∇ja

i = ∂ja
i + Γi

jka
k y ∇jai = ∂jai − Γk

ijak. Aqui,

Γi
jk =

gil

2

(
∂glj

∂xk
+
∂glk

∂xj
−
∂g

jk

∂xl

)
, para espacios euclidianos esto se reduce a: Γi

jk =
∂2x̄l

∂xj∂xk

∂xi

∂x̄l
,

son los simbolos de Christoffel. Para tensores de segundo orden se tiene: [∇α,∇β ]Tµ
ν = Rµ

σαβT
σ
ν +

Rσ
ναβT

µ
σ , ∇ka

i
j = ∂ka

i
j−Γl

kja
i
l+Γi

kla
l
j , ∇kaij = ∂kaij−Γl

kialj−Γl
kjajl y∇ka

ij = ∂ka
ij+Γi

kla
lj+Γj

kla
il.

Entonces, se obtiene: Rα
βµν = ∂µΓα

βν − ∂νΓα
βµ + Γα

σµΓσ
βν − Γα

σνΓσ
βµ.

El tensor de Ricci es la contración del tensor de Riemann: Rαβ := Rµ
αµβ , which is symmetric:

Rαβ = Rβα. The Bianchi identities are: ∇λRαβµν +∇νRαβλµ +∇µRαβνλ = 0.

El tensor de Einstein es: Gαβ := Rαβ − 1
2g

αβR, donde R := Rα
α es el escalar de Ricci, para el

que: ∇βGαβ = 0. Con el principio variacional δ
∫

(L(gµν)−Rc2/16πκ)
√
|g|d4x = 0 para variaciones

gµν → gµν + δgµν las the ecuaciones de campo de Einstein pueden obtenerse:

Gαβ =
8πκ
c2

Tαβ , el cual tambien puede escribirse como Rαβ =
8πκ
c2

(Tαβ − 1
2gαβT

µ
µ )

Para espacios vaćıos este es equivalente a Rαβ = 0. La ecuacion Rαβµν = 0 presenta una sola solución
en el espacio plano.

Las ecuaciones de Einstein son diez independientes ecuaciones, las que son de segundo orden en
gµν . Por ello, La ecuación de Laplace de la gravitación newtoniana puede obtenerse al establecer:
gµν = ηµν + hµν , donde |h| � 1. En el caso estacionario, este resulta en ∇2h00 = 8πκ%/c2.

La forma más general de la ecuación de campo es: Rαβ − 1
2gαβR+ Λgαβ =

8πκ
c2

Tαβ

donde Λ es la constante cosmologica. Esta constante desempeña un papel importante en los modelos
de expansión del universo.

3.2.2 El elemento de ĺınea

El tensor de métrica en un espacio euclidiano es dado por: gij =
∑

k

∂x̄k

∂xi

∂x̄k

∂xj
.

En general se tiene: ds2 = gµνdx
µdxν . En relatividad especial se convierte ds2 = −c2dt2 + dx2 +

dy2 + dz2. Esta métrica, ηµν :=diag(−1, 1, 1, 1), es llamada lametrica de Minkowski.

La metrica de Schwarzschild externa se aplica en el vació exterior de una distribución esférica de
masa, y es descrita por:

ds2 =
(
−1 +

2m
r

)
c2dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dΩ2
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Aqui, m := Mκ/c2 es la masa geométrica de un objeto con masa M , y dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2. Esta
métrica es singular para r = 2m = 2κM/c2. Si un objeto es más pequeño que su horizonte de evento
2m, lo que implica que su velocidad de escape es > c, esto es denominado un hoyo negro. El ĺımite
newtoniano de esta métrica es descrito por:

ds2 = −(1 + 2V )c2dt2 + (1− 2V )(dx2 + dy2 + dz2)

donde V = −κM/r es el potencial gravitacional newtoniano. En relatividad, la componente de gµν

es asociada con los potenciales y las derivadas de de gµν con una intensidad de campo.

Las coordenadas de Kruskal-Szekeres son utilizadas para resolver ciertos problemas con la métrica de
Schwarzschild cerca de r = 2m. Son definidos por:

• r > 2m: 
u =

√
r

2m
− 1 exp

( r

4m

)
cosh

(
t

4m

)

v =
√

r

2m
− 1 exp

( r

4m

)
sinh

(
t

4m

)
• r < 2m: 

u =
√

1− r

2m
exp

( r

4m

)
sinh

(
t

4m

)

v =
√

1− r

2m
exp

( r

4m

)
cosh

(
t

4m

)
• r = 2m: aqúı, las coordenadas de Kruskal son singulares, que es necesario para eliminar la

singularidad de las coordenadas.

El elemento de ĺınea en estas coordenadas es dado por:

ds2 = −32m3

r
e−r/2m(dv2 − du2) + r2dΩ2

La linea r = 2m corresponde a u = v = 0, el limite x0 → ∞ con u = v y x0 → −∞ with u = −v.
Las coordenadas Kruskal son únicamente singulares en la hipérbola v2−u2 = 1, esto corresponde con
r = 0. Sobre la linea dv = ±du holds dθ = dϕ = ds = 0.

Para una métrica exterior una rotatoria, cargada mase esférica, la métrica de Newman se aplica:

ds2 =
(

1− 2mr − e2

r2 + a2 cos2 θ

)
c2dt2 −

(
r2 + a2 cos2 θ

r2 − 2mr + a2 − e2

)
dr2 − (r2 + a2 cos2 θ)dθ2 −(

r2 + a2 +
(2mr − e2)a2 sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

)
sin2 θdϕ2 +

(
2a(2mr − e2)
r2 + a2 cos2 θ

)
sin2 θ(dϕ)(cdt)

donde m = κM/c2, a = L/Mc y e = κQ/ε0c
2.

Un hoyo negro rotario tiene un horizonte de evento con RS = m+
√
m2 − a2 − e2.

Cerca del hoyo negro rotatorio un arrastre ocurre porque gtϕ 6= 0. Para la métrica de Kerr (e = 0,
a 6= 0) se obtiene que dentro de la superficie RE = m+

√
m2 − a2 cos2 θ (de ergosfera) las part́ıculas

no pueden estar en reposo.

3.2.3 Las orbitas planetarias y el corrimiento del perihelio

Para encontrar una orbita planetaria, el problema variacional δ
∫
ds = 0 debe ser resuelto. Este es

equivalente al problema δ
∫
ds2 = δ

∫
gijdx

idxj = 0. Sustituyendo por la métrica de Schwarzschild
para la orbita planetaria:

du

dϕ

(
d2u

dϕ2
+ u

)
=
du

dϕ

(
3mu+

m

h2

)
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donde u := 1/r and h = r2ϕ̇ =constante. El término 3mu no esta presente en la solución clásica .

Este término puede en el caso clasico tambien encontrado de un potencial V (r) = −κM
r

(
1 +

h2

r2

)
.

La ecuación orbital deriva r = constante como solución, o puede, después de dividir por du/dϕ, ser
resuelto por medio de la teoria de pertubacines. En el orden cero, esto resulta en una orbita eĺıptica:
u0(ϕ) = A + B cos(ϕ) con A = m/h2 y B una constante arbitraria. En el primer orden, este se
convierte:

u1(ϕ) = A+B cos(ϕ− εϕ) + ε

(
A+

B2

2A
− B2

6A
cos(2ϕ)

)
donde ε = 3m2/h2 es pequeño. El perihelio de un planeta es el punto en el que r es mı́nimo, o u
máximo. Este es el caso si cos(ϕ − εϕ) = 0 ⇒ ϕ ≈ 2πn(1 + ε). Para el corrimiento del perihelio se
tiene que: ∆ϕ = 2πε = 6πm2/h2 por orbita.

3.2.4 La trayectoria de un foton

Para la trayectoria de un foton (y para cada part́ıcula con masa en reposo igual a cero) obteniendo
ds2 = 0. Sustituyendo la métrica externa de resulta en la siguiente ecuación de orbita:

du

dϕ

(
d2u

dϕ2
+ u− 3mu

)
= 0

3.2.5 Ondas gravitacionales

Comenzando con la aproximación gµν = ηµν + hµν para campos gravitacinales debiles y la definición
h′µν = hµν − 1

2ηµνh
α
α se sigue que 2h′µν = 0 en la condición de norma ∂h′µν/∂x

ν = 0 es satisfecho.
Para ésto, se sigue que la perdida de enerǵıa de un sistema mecánico, si la las velocidades son � c y
las longitudes de onda � el tamaño del sistema, es dado por:

dE

dt
= − G

5c5
∑
i,j

(
d3Qij

dt3

)2

con Qij =
∫
%(xixj − 1

3δijr
2)d3x el momento cuadrupular de masa.

3.2.6 Cosmoloǵıa

Si para el universo se asume como un sistema completo:

1. Existe un tiempo coordinado global que actúa como x0 de un sistema de coordenadas gaussiano,

2. Los espacion tridimensionales son isotropitos para ciertos valores de x0,

3. Cada punto es equivalente a cada otro punto para un x0 fijo.

Entonces la metrica Robertson-Walker puede ser derivada para la linea de elementos:

ds2 = −c2dt2 +
R2(t)

r20

(
1− kr2

4r20

) (dr2 + r2dΩ2)

Para el factor de escala R(t) la ecuación siguiente puede ser derivada:

2R̈
R

+
Ṙ2 + kc2

R2
= −8πκp

c2
+ Λ and

Ṙ2 + kc2

R2
=

8πκ%
3

+
Λ
3

donde p es la presión y % la densidad de el universo. Si Λ = 0 puede ser derivada para el parámetro
de deaceleración q:

q = − R̈R
Ṙ2

=
4πκ%
3H2
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donde H = Ṙ/R is es la constante de Hubble. Existe una medición de la velocidad con que las galaxias
se alejan una de la otra, y tiene un valor de ≈ (75 ± 25) km·s−1·Mpc−1. Esto brinda tres posibles
condiciones para el universo (aqúı, W es la cantidad total de enerǵıa del universo):

1. Universo parabolico: k = 0, W = 0, q = 1
2 . La velocidad de expanción del universo → 0 si

t→∞. The hereto related densidad critica es %c = 3H2/8πκ.

2. Universo hiperbólico: k = −1, W < 0, q < 1
2 . La velocidad de expansion del universo

permanece positiva siempre.

3. Universo eliptico: k = 1, W > 0, q > 1
2 . La velocidad del universo se convierte negativa

después de un tiempo: el universo comienza a colapsarse.
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Oscilaciones

4.1 Oscilaciones armónicas

La forma general de una oscilación armónica es: Ψ(t) = Ψ̂ei(ωt±ϕ) ≡ Ψ̂ cos(ωt± ϕ),

donde Ψ̂ es la amplitud. Una superposicin de varias oscilaciones armonicas con la misma frecuencia
resulta en una distinta oscilación armonica:∑

i

Ψ̂i cos(αi ± ωt) = Φ̂ cos(β ± ωt)

con:

tan(β) =

∑
i

Ψ̂i sin(αi)∑
i

Ψ̂i cos(αi)
and Φ̂2 =

∑
i

Ψ̂2
i + 2

∑
j>i

∑
i

Ψ̂iΨ̂j cos(αi − αj)

Para oscilaciones armónicas tenemos:
∫
x(t)dt =

x(t)
iω

y
dnx(t)
dtn

= (iω)nx(t).

4.2 Oscilaciones mecanicas

Para una construccion con un resorte con constante C paralela al amortiguamiento k que es conectado
a la masa M , para la que una fuerza periodica F (t) = F̂ cos(ωt) es aplicada se tiene la ecucion
de movimiento mẍ = F (t) − kẋ − Cx. Con amplitudes complejas, esto se convierte −mω2x =
F − Cx− ikωx. Con ω2

0 = C/m siguiendo:

x =
F

m(ω2
0 − ω2) + ikω

, y para la velocidad se tiene: ẋ =
F

i
√
Cmδ + k

donde δ =
ω

ω0
− ω0

ω
. La cantidad Z = F/ẋ es llamada la impedancia del sistema. La cualidad de el

sistema es dada por Q =
√
Cm

k
.

La frecuencia con mı́nima |Z| es llamada frecuencia de velocidad de resonancia. Ésto es igual a ω0.
En la curva de resonancia |Z|/

√
Cm es graficada contra ω/ω0. El ancho de la curva es caracterizado

por los puntos donde |Z(ω)| = |Z(ω0)|
√

2. En estos puntos se tiene: R = X y δ = ±Q−1, y el ancho
es 2∆ωB = ω0/Q.

La rigidez de un sistema oscilatorio es dado por F/x. La amplitud de la frecuencia de resonancia

ωA es la frecuencia donde iωZ es mı́nima. Ello para el caso que ωA = ω0

√
1− 1

2Q
2.

La frecuencia de amortiguamiento ωD es una medición para el tiempo en que un sistema oscilatorio

llega al reposo. Lo que es dado por ωD = ω0

√
1− 1

4Q2
. Un amortiguamiento débil (k2 < 4mC)

termina con la oscilación después de TD = 2π/ωD. Para un amortiguamiento cŕıtico la oscilación
(k2 = 4mC) presenta ωD = 0. Una oscilación con amortiguamiento fuerte (k2 > 4mC) cae como(if
k2 � 4mC) x(t) ≈ x0 exp(−t/τ).

23
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4.3 Oscilaciones eléctricas

La impedancia es dada por: Z = R+ iX. El ángulo de fase es ϕ := arctan(X/R). La impedancia de
una resistencia es R, de un condensador 1/iωC y de un auto inductor iωL. The quality of a coil is
Q = ωL/R. La impedancia total en el caso de contar con varios elementos es :

1. Conceción en serie: V = IZ,

Ztot =
∑

i

Zi , Ltot =
∑

i

Li ,
1
Ctot

=
∑

i

1
Ci

, Q =
Z0

R
, Z = R(1 + iQδ)

2. Coneción en paralelo: V = IZ,

1
Ztot

=
∑

i

1
Zi

,
1
Ltot

=
∑

i

1
Li

, Ctot =
∑

i

Ci , Q =
R

Z0
, Z =

R

1 + iQδ

Aqui, Z0 =

√
L

C
y ω0 =

1√
LC

.

El poder suminstrado por una fuente es: P (t) = V (t) · I(t), so 〈P 〉t = V̂eff Îeff cos(∆φ)
= 1

2 V̂ Î cos(φv − φi) = 1
2 Î

2Re(Z) = 1
2 V̂

2Re(1/Z), donde cos(∆φ) es el factor de trabajo.

4.4 Ondas en conductores largos

Estos cables son en una trasferencia de señal, e.g. un cable coaxial. Para ellos se tiene: Z0 =

√
dL

dx

dx

dC
.

La velocidad de trasmisión es dada por v =

√
dx

dL

dx

dC
.

4.5 conductores y trasformadores acoplados

Para dos bobinas cercanas el flujo es: si Φ12 es la parte del flujo originado de I2 a través de la bobina
dos que esta cercana a la bobina uno, Luego se tiene Φ12 = M12I2, Φ21 = M21I1. Para los coeficientes
de inducción mutuos Mij se tiene:

M12 = M21 := M = k
√
L1L2 =

N1Φ1

I2
=
N2Φ2

I1
∼ N1N2

donde 0 ≤ k ≤ 1 es el factor de acoplamiento . Para una trasformacion es k ≈ 1. A una carga
completa se obtiene:

V1

V2
=
I2
I1

= − iωM

iωL2 +Rload
≈ −

√
L1

L2
= −N1

N2

4.6 Péndulos

El tiempo de oscilación T = 1/f , y para diferentes tipos de péndulos es dado por:

• Resorte oscilatorio: T = 2π
√
m/C si la fuerza es dada por F = C ·∆l.

• Péndulo f́ısico: T = 2π
√
I/τ con τ la fuerza del momento y I el momento de inercia.

• Péndulo de torsión: T = 2π
√
I/κ con κ =

2lm
πr4∆ϕ

la constante de torsión y I el momento de

inercia.

• Péndulo matemático: T = 2π
√
l/g con g la aceleración gravitatoria y l la longitud del péndulo.
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Ondas

5.1 La ecuación de onda

La forma general de la ecuación de onda es: 2u = 0, escrito de otro modo:

∇2u− 1
v2

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
− 1
v2

∂2u

∂t2
= 0

donde u is the disturbance and v la velocidad de propagacion. En general podemos escribir: v = fλ.
Por definición encontramos: kλ = 2π y ω = 2πf .

En principio, existen dos clases de ondas:

1. Ondas longitudinales: Para las que tenemos ~k ‖ ~v ‖ ~u.

2. Ondas trasversales: Para las que tenemos ~k ‖ ~v ⊥ ~u.

La velocidad de fase es dada por vph = ω/k. La velocidad de grupo es dada por:

vg =
dω

dk
= vph + k

dvph

dk
= vph

(
1− k

n

dn

dk

)
donde n es el indice de refración del medio. Si vph no depende de ω tenemos: vph = vg. En un medio
dispersivo posible que vg > vph o vg < vph, y vg ·vf = c2. Si deseamos trasmitir información mediante
una onda, e.g. por modulación de una onda EM, la información viaja con la velocidad velocity at
with a change in the electromagnetic field propagates. Esta velocidad es frecunetemente igual a la
velocidad de grupo.

Para algunos medios, la velocidad de propagación sigue la forma:

• Ondas de presion en un liquido o un gas: v =
√
κ/%, donde κ es el modulo de compresion.

• Para ondas de presion en un gas tenemos tambien: v =
√
γp/% =

√
γRT/M .

• Ondas de presion en un una barra delgada y solida de diametro << λ: v =
√
E/%

• Ondas en una cuerda: v =
√
Fspanl/m

• Ondas en la superficie de un liquido: v =

√(
gλ

2π
+

2πγ
%λ

)
tanh

(
2πh
λ

)
donde h es la profundidad de liquido y γ es la tensión superficial. Si h� λ tenemos: v ≈

√
gh.

5.2 Soluciones a la ecuación de onda

5.2.1 Ondas planas

En n dimensiones una onda plana armónica es definida:

u(~x, t) = 2nû cos(ωt)
n∑

i=1

sin(kixi)
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La ecuación del movimiento armonico de una onda plana es: u(~x, t) = û cos(~k · ~x± ωt+ ϕ)

Si las ondas son reflejadas en el final de un resorte esto resulta en un cambio de fase. Si un extremo
es fijo el cambio de fase es igual a π/2 respecto a la onda reflejada, con la condición de frontera
u(l) = 0. Una pared libre no presenta un cambio de fase de la onda reflejada, con condiciones de
frontera (∂u/∂x)l = 0.

Si un observador se encuentra en movimiento w.r.t. y una onda presenta una velocidad vobs, el

observara un cambio de frecuencia: conocido como efector Doppler. Este es descrito por:
f

f0
=

vf − vobs

vf
.

5.2.2 Ondas esfericas

Cuando se presenta simétrica esférica, la ecuación de onda homogénea es dada por:

1
v2

∂2(ru)
∂t2

− ∂2(ru)
∂r2

= 0

con la solución general:

u(r, t) = C1
f(r − vt)

r
+ C2

g(r + vt)
r

5.2.3 Ondas cilindricas

Cuando se presenta simetŕıa ciĺındrica, la ecuación de onda homogénea se convierte en:

1
v2

∂2u

∂t2
− 1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
= 0

Esta es una ecuación de Bessel, con soluciones que pueden ser escritas como funcione sde Hankel.
Para valores lo suficientemente grandes de r estos son aproximados por:

u(r, t) =
û√
r

cos(k(r ± vt))

5.2.4 la solución general en una dimensión

Starting point is the equation:

∂2u(x, t)
∂t2

=
N∑

m=0

(
bm

∂m

∂xm

)
u(x, t)

donde bm ∈ IR. Sustituyendo u(x, t) = Aei(kx−ωt) obtenemos dos suluciones ωj = ωj(k) como
relaciones de dispersion. La solución general es:

u(x, t) =

∞∫
−∞

(
a(k)ei(kx−ω1(k)t) + b(k)ei(kx−ω2(k)t)

)
dk

Porque en general las frecuencias ωj son no lineales en k existe una dispersión y la solución únicamente
puede ser escrita como la suma de funciones dependiendo exclusivamente de x± vt: la trasformación
del frente de onda.
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5.3 El método de la fase estacionaria

Usualmente las integrales de Fourier de la sección previa no pueden ser calculadas exactamente. Si
ωj(k) ∈ IR el método de fases estacionarias puede ser aplicado. Asumiendo que a(k) es únicamente una
función de variación lenta de k, pudiendo establece que las partes del eje k donde la fase de kx−ω(k)t
cambia rápidamente pudiendo no dar una contribución a las integrales porque los exponentes oscilan
rápidamente. Las unicas areas que contribuyen significativamente a la integral son áreas con una fase

estacionaria, determindada por
d

dk
(kx− ω(k)t) = 0. Ahora la siguiente aproximación es posible:

∞∫
−∞

a(k)ei(kx−ω(k)t)dk ≈
N∑

i=1

√√√√ 2π
d2ω(ki)

dk2
i

exp
[
−i14π + i(kix− ω(ki)t)

]

5.4 Funciones de Green para problemas de valores iniciales

Este método es preferible si las soluciones se desv́ıan significativamente de las soluciones estacionarias,
como puntos de excitación. Comenzando con la ecuación de onda en una dimensión, con ∇2 = ∂2/∂x2

obteniendo: si Q(x, x′, t) es la solucion con valores iniciales Q(x, x′, 0) = δ(x−x′) y
∂Q(x, x′, 0)

∂t
= 0,

y P (x, x′, t) la solución con valores iniciales P (x, x′, 0) = 0 y
∂P (x, x′, 0)

∂t
= δ(x − x′), entonces

la solución de la ecuación de onda con condiciones iniciales arbitrarias f(x) = u(x, 0) and g(x) =
∂u(x, 0)
∂t

es descrita por:

u(x, t) =

∞∫
−∞

f(x′)Q(x, x′, t)dx′ +

∞∫
−∞

g(x′)P (x, x′, t)dx′

P y Q son llamados los propagadores. Ellos son definidos por:

Q(x, x′, t) = 1
2 [δ(x− x′ − vt) + δ(x− x′ + vt)]

P (x, x′, t) =

{ 1
2v

if |x− x′| < vt

0 if |x− x′| > vt

Posteriormente se obtiene la relación: Q(x, x′, t) =
∂P (x, x′, t)

∂t

5.5 Gúıas de onda y cavidades resonantes

Las condiciones de frontera para un conductor perfecto pueden ser derivada de las ecuaciones de
Maxwell. Si ~n es un vector unitario ⊥ a la superficie, apuntando de 1 a 2, y ~K es la densidad de
corriente superficial, aśı, tenemos:

~n · ( ~D2 − ~D1) = σ ~n× ( ~E2 − ~E1) = 0
~n · ( ~B2 − ~B1) = 0 ~n× ( ~H2 − ~H1) = ~K

En una gúıa de onda se tienen por la simetŕıa esférica: ~E(~x, t) = ~E(x, y)ei(kz−ωt) y ~B(~x, t) =
~B(x, y)ei(kz−ωt). De esto podemos deducir que, si Bz y Ez no son ≡ 0:

Bx =
i

εµω2 − k2

(
k
∂Bz

∂x
− εµω∂Ez

∂y

)
By =

i

εµω2 − k2

(
k
∂Bz

∂y
+ εµω

∂Ez
∂x

)
Ex =

i

εµω2 − k2

(
k
∂Ez
∂x

+ εµω
∂Bz

∂y

)
Ey =

i

εµω2 − k2

(
k
∂Ez
∂y
− εµω∂Bz

∂x

)
Ahora podemos distinguir entre tres casos:
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1. Bz ≡ 0: Los modos Magnéticos Trasversales (MT). Condiciones de frontera: Ez|surf = 0.

2. Ez ≡ 0: Los modos Eléctricos Trasversales (ET). Condición de frontera:
∂Bz

∂n

∣∣∣∣
surf

= 0.

Para los modos ET y MT se encuentra que es un problema de valores propios para Ez resp. Bz

con condiciones de frontera:(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ψ = −γ2ψ con eigenvalores γ2 := εµω2 − k2

Ello da una solución descrita ψ` con eigenvalores γ2
` : k =

√
εµω2 − γ2

` . Para ω < ω`, k es
imaginario y la onda es amortiguada. Entonces, ω` es llamada la frecuencia de corte. En
conductores rectangulares la siguiente expresion puede ser obtenida para la frecuencia de corte
para los modos ETm,n de MTm,n:

λ` =
2√

(m/a)2 + (n/b)2

3. Ez y Bz son cero en todas partes: El modo electromagnético trasversal(TEM). Entonces se
tiene: k = ±ω√εµ y vf = vg, justo como si no existiera la gúıa de onda. Entonces k ∈ IR, de
tal modo que no existe una frecuencia de corte.

En una cavidad rectangular tridimensional con fronteras a, b y c los números de onda posibles son:
kx =

n1π

a
, ky =

n2π

b
, kz =

n3π

c
Lo que resulta en las frecuencias posibles f = vk/2π en la

cavidad:

f =
v

2

√
n2

x

a2
+
n2

y

b2
+
n2

z

c2

Para una cavidad cúbica, con a = b = c, los números de modos posibles de oscilación NL para ondas
longitudinales son:

NL =
4πa3f3

3v3

Porque ondas trasversales tienen dos posibles polarizaciones, teniendo : NT = 2NL.

5.6 Ecuaciones de ondas no lineales

La ecuación de Van der Pol establece que:

d2x

dt2
− εω0(1− βx2)

dx

dt
+ ω2

0x = 0

βx2 puede ser ignorada poara valores muy pequennos de la amplitud. Sustituyendo por x ∼ eiωt

se tiene: ω = 1
2ω0(iε ± 2

√
1− 1

2ε
2). El orden maas pequenno de inestabilidades crece como 1

2εω0.
Mientras x crece, el segundo término se hace grande y disminuye el crecimiento. Las oscilaciones en
una escala de tiempo ∼ ω−1

0 pueden existir. Si x se expande como x = x(0) + εx(1) + ε2x(2) + · · · Y
es sustituido, se obtiene, ademaas periodica, términos seculares ∼ εt. Si se asume que existe escalas
de tiempo τn, 0 ≤ τ ≤ N con ∂τn/∂t = εn y si el término secular se establece cero se obtiene:

d

dt

{
1
2

(
dx

dt

)2

+ 1
2ω

2
0x

2

}
= εω0(1− βx2)

(
dx

dt

)2

Esta es la ecuación de enerǵıa. La enerǵıa es conservada si el lado izquierdo de la ecuación anterior es
cero. Si x2 > 1/β, el lado derecho de la ecuación cambia de signo y se incrementa la enerǵıa, cambio
de un decremento de enerǵıa. Este mecanismo limita el crecimiento de las oscilaciones.
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La ecuación de Korteweg-De Vries es dada por:

∂u

∂t
+
∂u

∂x
− au

∂u

∂x︸ ︷︷ ︸
non−lin

+ b2
∂3u

∂x3︸ ︷︷ ︸
dispersive

= 0

Esta ecuación es por ejemplo un modelo para onda ionicas-acusticas en un plasma. Para esta ecuación,
existen soluciones con la forma de solitones:

u(x− ct) =
−d

cosh2(e(x− ct))

con c = 1 + 1
3ad y e2 = ad/(12b2).
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Chapter 6

Óptica

6.1 La desviación de la luz

For the refraction at a surface holds: ni sin(θi) = nt sin(θt) donde n es el ı́ndice de refracción de un
material. La ley de Snell es:

n2

n1
=
λ1

λ2
=
v1
v2

Si ∆n ≤ 1, el cambio de fase de la luz es ∆ϕ = 0, si ∆n > 1 tenemos: ∆ϕ = π. La refracción de la
luz e un material es causada por la dispersión de los átomos. Lo cual es descrito por:

n2 = 1 +
nee

2

ε0m

∑
j

fj

ω2
0,j − ω2 − iδω

donde ne es la densidad electrónica y fj la oscillator strength, for which holds:
∑
j

fj = 1. From

this follows that vg = c/(1 + (nee
2/2ε0mω2)). De esto la ecuacion de Cauchy puede ser derivada:

n = a0 + a1/λ
2. Mass general, es posible expandir n como: n =

n∑
k=0

ak

λ2k
.

Para una onda electromagnética en general tenemos: n =
√
εrµr.

El camino, seguido por un rayo de luz en un material puede ser encontrado por medio de el principio
de Fermat:

δ

2∫
1

dt = δ

2∫
1

n(s)
c
ds = 0⇒ δ

2∫
1

n(s)ds = 0

6.2 Óptica geométrica paraxial

6.2.1 Lentes

La formula de lentes de Gauss puede ser deducida del principio de Fermat con las aproximaciones
cosϕ = 1 y sinϕ = ϕ. Para la refracción en una superficie esférica con radio R se tiene:

n1

v
− n2

b
=
n1 − n2

R

donde |v| es la distancia al objeto y |b| es la distancia de la imagen. Aplicando dos veces este resultado
en:

1
f

= (nl − 1)
(

1
R2
− 1
R1

)
donde nl es el ı́ndice de refracción de las lentes, f es la longitud focal, ademas R1 y R2 son el radio
de curvatura de ambas superficies. Para una lente doblemente cóncava tenemos R1 < 0, R2 > 0, para
una lente doblemente convexa tenemos R1 > 0 y R2 < 0. Entonces se tiene:

1
f

=
1
v
− 1
b

31
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D := 1/f es llamado el poder dióptrico de una lente. Para una lente con espesor d y diametro D se
tiene una buena aproximación: 1/f = 8(n− 1)d/D2. Para dos lentes colocadas en una ĺınea con una
distancia d se tiene:

1
f

=
1
f1

+
1
f2
− d

f1f2

En estas ecuaciones los siguientes signos son utilizados para la refracción de una superficie esférica,
como en un rayo de luz entrante:

Cantidad + −
R Superficie cóncava Superficie Convexa
f Lente convergente Lente divergente
v Real objeto Objeto virtual
b Imágenes virtuales Imagen real

6.2.2 Espejos

Para imágenes formadas por espejos tenemos:

1
f

=
1
v

+
1
b

=
2
R

+
h2

2

(
1
R
− 1
v

)2

donde h es la distancia perpendicular entre el punto donde el rayo de luz alcanza al espejo y el eje
óptico. Aberraciones esféricas pueden reducirse evitando el uso de espejos esféricos. Un espejo esférico
no presenta aberración esférica para rayos de luz paralelos con el eje óptico y es entonces que tales
espejos son frecuentemente usados para telescopios. Los signos empleados son:

Quantity + −
R Espejo cóncavo Espejo convexo
f Espejo cóncavo Espejo convexo
v Objeto real Objeto virtual
b Imagen real Imagen virtual

6.2.3 Planos principales

Los puntos nodales N de una lente son definidos en la figura a la derecha. Si
la lente es inmersa por el mismo medio en ambos lados, los puntos nodales
son los mismos como los puntos principales H. El plano ⊥ al eje óptico a
traves del los puntos principales son llamados los planos principales. Si la
lente es descrita por una matriz mij más que la distancia h1 y h2 a las
fronteras de las lentes, obteniendo:

h1 = n
m11 − 1
m12

, h2 = n
m22 − 1
m12

r rrN1

N2O

6.2.4 Magnificación

La magnificación lineal es definida por: N = − b
v

La magnificación angular es definida por: Nα = − αsyst

αnone

donde αsys es el tamaño de la imagen retinal con el sistema óptico y αnone el tamaño de la imagen
retinal sin el sistema. Adelante se tiene: N ·Nα = 1. Para un telescopio se tiene: N = fobjectivo/focular.
El numero f es definido por f/Dobjectivo.
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6.3 Metodos matriciales

Un rayo de luz puede ser descrito por un vector (nα, y) con α el ángulo eje óptico y y la distancia al eje
óptico. El cambio del rayo de luz interaccionando con el sistema óptico se puede obtener utilizando
una multiplicación matricial: (

n2α2

y2

)
= M

(
n1α1

y1

)
donde Tr(M) = 1. M es un producto de matrices elementales. Las que son:

1. Trasferencia a lo largo de la longitud l: MR =
(

1 0
l/n 1

)

2. Refracion de un superficie con un poder dióptico D: MT =
(

1 −D
0 1

)

6.4 Aberraciones

Las lentes no brindan una imagen perfecta. Algunas de las causas de la imperfección de las imágenes
son causadas por:

1. Aberración cromática es causada por el hecho que n = n(λ). Esta puede ser parcialmente
corregida con una lente que compuesta de otras lentes con diferentes funciones ni(λ). Utilizando
N lentes se hace posible obtener la misma f para N longitudes de onda.

2. Aberración esférica es causada por los efectos de segundo orden que son usualmente ignora-
dos; una superficie esférica no crea una perfecta lente. Los rayos entrantes que están alejados
del eje óptica pueden se desviadas más.

3. Coma es causada por el hecho que los planos principales de una lente son únicamente planos
cerca del eje principal. Más allá del eje óptico son curvos. Esta curvatura puede ser tanto
positiva como negativa.

4. Astigmatismo: Para cada punto de un objeto que no se encuentra en el eje óptico la imagen
es un elipse, porque el espesor de la lente no es el mismo en todas partes.

5. Curvatura de campo puede ser corregida por el ojo humano.

6. Distorsion provoca aberración cerca de los alrededores de la imagen. sta puede ser corregida
por medio de una combinación de lentes positivas y lentes negativas.

6.5 Reflexión y transmisión

Si una onda electromagnética alcanza un medio transparente parte de la onda se reflejara al mismo
ángulo que el ángulo de incidencia, y una parte se refractara al ángulo que predice la ley de Snell.
Existe una diferencia entre el vector de campo ~E de la onda ⊥ o ‖ w.r.t. respecto a la superficie.
Donde los coeficientes de reflexión r y de transmisión t son definidos como:

r‖ ≡
(
E0r

E0i

)
‖
, r⊥ ≡

(
E0r

E0i

)
⊥
, t‖ ≡

(
E0t

E0i

)
‖
, t⊥ ≡

(
E0t

E0i

)
⊥

donde E0r es la amplitud de reflejada y E0t la amplitud trasmitida. Entonces las ecuaciones de Fresnel
son:

r‖ =
tan(θi − θt)
tan(θi + θt)

, r⊥ =
sin(θt − θi)
sin(θt + θi)

t‖ =
2 sin(θt) cos(θi)

sin(θt + θi) cos(θt − θi)
, t⊥ =

2 sin(θt) cos(θi)
sin(θt + θi)
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Lo siguiente deriva en: t⊥ − r⊥ = 1 y t‖ + r‖ = 1. Si el coeficiente de reflexión R y el de transmisión
T son definidos como (con θi = θr):

R ≡ Ir
Ii

and T ≡ It cos(θt)
Ii cos(θi)

con I = 〈|~S|〉 se deduce posteriormente: R + T = 1. Un especial caso es r‖ = 0. Esto sucede si el
aangulo entre los rayos reflejado y transmitido es 90◦. De la ley de Snell se obtiene: tan(θi) = n.
Este ángulo es denominado ángulo de Brewster. La situación con r⊥ = 0 no es posible.

6.6 Polarización

La polarización es definida como: P =
Ip

Ip + Iu
=
Imax − Imin

Imax + Imin

Donde la intensidad de la luz polarizada es dada por Ip y la intensidad de la luz no polarizada es dada
por Iu. Imax y Imin son las intensidades máxima y el mı́nima cunado la luz atraviesa un polarizador.
Si la luz polariza atraviesa un polarizador se aplica laley de Malus : I(θ) = I(0) cos2(θ) donde θ es el
angulo de el polarizador.

El estado del rayo de luz puede ser descrito por los parámetros de Stokes : comenzando con cuatro
filtros que trasmiten, cada uno, la mitad de la intensidad. El primero es independiente de la polar-
izacion, e, segundo y el tercero son polarizadores lineales con los ejes de transmisión horizontales y a
+45◦, mientras que el cuarto es un polarizador circular que es opaco para estados L. Por lo que se
tiene S1 = 2I1, S2 = 2I2 − 2I1, S3 = 2I3 − 2I1 y S4 = 2I4 − 2I1.

El estado de un rayo de luz polarizado puede ser también descrito por medio del vector de Jones:

~E =
(
E0xeiϕx

E0yeiϕy

)
Para el estado horizontal P tenemos: ~E = (1, 0), para el estado vertical P ~E = (0, 1), el estado R
es ~E = 1

2

√
2(1,−i) y el estado L es ~E = 1

2

√
2(1, i). El cambio de estado de un haz de luz después

de pasar por la componente óptica puede ser descrito como ~E2 = M · ~E1. Para algunos tipos de
componentes ópticas la matriz de Jones M es descrita por:

Polarizador lineal horizontal:
(

1 0
0 0

)
Polarizador lineal vertical:

(
0 0
0 1

)
Polarizador lineal a +45◦ 1

2

(
1 1
1 1

)
Polarizador lineal a −45◦ 1

2

(
1 −1
−1 1

)
1
4 -λ placa, eje rápido vertical eiπ/4

(
1 0
0 −i

)
1
4 -λ plate, eje rápido horizontal eiπ/4

(
1 0
0 i

)
Polarizador circular derecho homogéneo 1

2

(
1 i
−i 1

)
Polarizador circular izquierdo homogéneo 1

2

(
1 −i
i 1

)
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6.7 Prismas y dispersión

Un rayo de luz atravesando un prisma es refractado dos veces y adquiere un desviación de la dirección
original δ = θi + θi′ + α w.r.t. la dirección incidente, donde α es el ángulo apex, θi es el ángulo entre
el ángulo incidente y la ĺınea perpendicular a las superficie y θi′ es el ángulo entre el rayo que sale del
prisma y la ĺınea perpendicular a la superficie. Donde θi varia. Existe un ángulo δ que hace minino.
Para un ı́ndice de refraccion del prisma obtenemos:

n =
sin( 1

2 (δmin + α))
sin( 1

2α)

La dispersión de un prisma es definida por:

D =
dδ

dλ
=
dδ

dn

dn

dλ

Donde el primer factor depende de la forma y el segundo depende de la compasión del prisma. Para
el primer factor tenemos:

dδ

dn
=

2 sin( 1
2α)

cos( 1
2 (δmin + α))

Para luz visible usualmente tenemos dn/dλ < 0: para pequeñas longitudes de onda son más fuertes
que para longitudes grandes. El ı́ndice de refracción en esta área puede ser aproximado por la formula
de Cauchy.

6.8 Difracción

La difracción de Fraunhofer ocurre cuando la fuente se encuentra alejada (s). La difracción de
Fraunhofer de la luz atravesando múltiples rejillas es descrita por:

I(θ)
I0

=
(

sin(u)
u

)2

·
(

sin(Nv)
sin(v)

)2

donde u = πb sin(θ)/λ, v = πd sin(θ)/λ. N es el número de rejillas, b el ancho de la rejilla y d la
distancia entre rejillas. La máxima intensidad es dada por d sin(θ) = kλ.

La difracción a través de una apertura esférica con radio a es descrita por:

I(θ)
I0

=
(
J1(ka sin(θ))
ka sin(θ)

)2

El patrón de difracción de una apertura rectangular a una distancia R con longitud a en la dirección
x y b en la dirección y es descrita por:

I(x, y)
I0

=
(

sin(α′)
α′

)2( sin(β′)
β′

)2

donde α′ = kax/2R y β′ = kby/2R.

Donde los rayos X son difractados por un cristal colocado en una posición de máxima intensidad
relación de Bragg : 2d sin(θ) = nλ donde d es la distancia entre las capas inter atómicas del cristal.

Cera de la fuente el modelo de Fraunhofer es invalido porque ignara la dependencia angular de
las ondas reflejadas. Esto es descrito por la oblicuidad o el factor de inclinación, que describe la
direccionalidad de las emisiones secundarias: E(θ) = 1

2E0(1 + cos(θ)) donde θ es el ángulo w.r.t. el
eje óptico.

La difracción limita la resolución del sistema. Ésto This es el ángulo minino ∆θmin entre dos rayos
incidentes provenientes de puntos alejados para los que los patrones de refracción pueden ser detec-
tados separadamente. Para una rejilla circular se tiene: ∆θmin = 1.22λ/D where D es el diámetro de
la rejilla.
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Para la rejilla se tiene: ∆θmin = 2λ/(Na cos(θm)) Donde a es la distancia entre dos picos y N el
número de picos. La diferencia mı́nima entre dos longitudes de onda que están separadas en un
patrón de difracción en un múltiplo de la geometŕıa de la rejilla es descrita por ∆λ/λ = nN donde
N es el número de ĺıneas y n el orden del patrón.

6.9 Efectos ópticos especiales

• Birrefringencia y dicronismo. ~D no es paralelo con el vector ~E si la polarizabilidad ~P de
un material no es igual en todas direcciones. Hay al menos tres direcciones, los ejes principales,
en que son paralelos. Esto resulta en tres ı́ndices de refracción ni que pueden ser utilizados
para construir un elipsoide de Fresnel. En caso que n2 = n3 6= n1, que sucede, por ejemplo,
en un cristal trigonal, hexagonal y tetragonal hay un eje óptico en la dirección de n1. Rayos
incidentes pueden ahora ser separados en dos partes: la onda ordinaria que esta linealmente
polarizada ⊥ al plano a través que la dirección y el eje óptico. La onda extraordinaria que
esta linealmente polarizada en el plano que forma la dirección de la trasmisión y el eje óptico.
Dicronismo es causado por una diferente absorción de las ondas ordinarias y extraordinarias
en algunos materiales. Imágenes dobles ocurren cuando el rayo incidente hace un ángulo con
el eje óptico: La onda extraordinaria será refractada, la ordinaria no será.

• Retardadores: waveplates and compensators. Incident light will have a phase shift of
∆ϕ = 2πd(|n0 − ne|)/λ0 if an uniaxial crystal is cut in such a way that the optical axis is
parallel with the front and back plane. Here, λ0 is the wavelength in vacuum and n0 and ne

the refractive indices for the ordinary and extraordinary wave. For a quarter-wave plate holds:
∆ϕ = π/2.

• The Kerr-effect: isotropic, transparent materials can become birefringent when placed in an
electric field. In that case, the optical axis is parallel to ~E. The difference in refractive index in
the two directions is given by: ∆n = λ0KE

2, where K is the Kerr constant of the material. If
the electrodes have an effective length ` and are separated by a distance d, the retardation is
given by: ∆ϕ = 2πK`V 2/d2, where V is the applied voltage.

• The Pockels or linear electro-optical effect can occur in 20 (from a total of 32) crystal symmetry
classes, namely those without a centre of symmetry. These crystals are also piezoelectric: their
polarization changes when a pressure is applied and vice versa: ~P = pd+ε0χ~E. The retardation
in a Pockels cell is ∆ϕ = 2πn3

0r63V/λ0 where r63 is the 6-3 element of the electro-optic tensor.

• The Faraday effect: the polarization of light passing through material with length d and to
which a magnetic field is applied in the propagation direction is rotated by an angle β = VBd
where V is the Verdet constant.

• C̆erenkov radiation arises when a charged particle with vq > vf arrives. The radiation is
emitted within a cone with an apex angle α with sin(α) = c/cmedium = c/nvq.
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6.10 Interferómetro de Fabry-Perot

Para un interferómetro de Fabry-Perot
se tiene en general: T + R + A = 1
donde T es el factor de transmisión,
R el factor de reflexión y A el factor
de absorción. Si F es escrito como
F = 4R/(1−R)2 se obtiene que la dis-
tribución de intensidad:

It
Ii

=
[
1− A

1−R

]2 1
1 + F sin2(θ)

El término [1+F sin2(θ)]−1 := A(θ) es
llamado la la función de Airy .

� -
Fuente Lente d Ente enfocadora

Pantalla

PPPPq

El ancho de los picos a la mitad de la altura es dado por γ = 4/
√
F . La fineza F es definida como

F = 1
2π
√
F . La máxima resolución es dada por ∆fmin = c/2ndF .
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Chapter 7

F́ısica estad́ıstica

7.1 Grados de libertad

Una molécula constituida por n átomos presenta s = 3n grados de libertad. Existen tres grados
translacionales de libertad, una molécula lineal tiene s = 3n − 5 grados vibracionales de libertad y
una molécula no lineal s = 3n − 6. Una molécula lineal tiene dos grados rotacionales de libertad y
una molécula no lineal tres.

Debido a que los grados de libertad vibracional cuentan tanto para enerǵıa cinética y enerǵıa potencial
es que se deben contar dos veces. Aśı, para moléculas lineales esto resulta en un total de s = 6n− 5
grados. el número cambia para moléculas no lineales en s = 6n − 6. La enerǵıa promedio de una
molécula en equilibrio termodinámico es 〈Etot〉 = 1

2skT . Cada grado de libertad de una molécula
posee en principio la misma enerǵıa: el principio de equipartición.

La enerǵıa rotacional y la enerǵıa vibracional de una molécula son:

Wrot =
h̄2

2I
l(l + 1) = Bl(l + 1) , Wvib = (v + 1

2 )h̄ω0

Los niveles vibracionales son excitados si kT ≈ h̄ω, los niveles rotaciones de un molécula hetronuclear
son excitados si kT ≈ 2B. Para moléculas homonucleares se aplicación adicionales reglas de selección,
asi los niveles rotacionales están bien acoplados si kT ≈ 6B.

7.2 La función de distribución de enerǵıa

La forma general de la funcion distribuciOn de velocidades en equilibrio es
P (vx, vy, vz)dvxdvydvz = P (vx)dvx · P (vy)dvy · P (vz)dvz con

P (vi)dvi =
1

α
√
π

exp
(
− v

2
i

α2

)
dvi

donde α =
√

2kT/m es la velocidad más probable de una part́ıcula. La velocidad promedio es descrita
por 〈v〉 = 2α/

√
π, y

〈
v2
〉

= 3
2α

2. La distribución en función del valor absoluto de la velocidad es
dado por:

dN

dv
=

4N
α3
√
π
v2 exp

(
−mv

2

2kT

)
La forma general de la función de distribución de enerǵıa se convierte:

P (E)dE =
c(s)
kT

(
E

kT

) 1
2 s−1

exp
(
− E

kT

)
dE

donde c(s) es una constante de normalización, dada por:

1. Par s: s = 2l: c(s) =
1

(l − 1)!

2. Impar s: s = 2l + 1: c(s) =
2l

√
π(2l − 1)!!

39
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7.3 Presión en un muro

El número de moléculas que colisionan contra un muro con una superficie A en un tiempo τ es descrito
por: ∫∫∫

d3N =

∞∫
0

π∫
0

2π∫
0

nAvτ cos(θ)P (v, θ, ϕ)dvdθdϕ

De este se tiene que el flujo de part́ıculas sobre el muro: Φ = 1
4n 〈v〉. Para la presión en el muro se

tienen:

d3p =
2mv cos(θ)d3N

Aτ
, so p =

2
3
n 〈E〉

7.4 La ecuación de estado

Si las fuerzas intermoleculares y el volumen de las moléculas se pueden despreciar, para los gases,
mediante p = 2

3n 〈E〉 y 〈E〉 = 3
2kT se obtiene:

pV = nsRT =
1
3
Nm

〈
v2
〉

Aqúı, ns es el numero de part́ıculas molares y N es el numero total de part́ıculas dentro de un volumen
V . Si el volumen y las fuerzas intermoleculares no pueden ser despreciadas la ecuación de Van der
Waals puede obtenerse: (

p+
an2

s

V 2

)
(V − bns) = nsRT

Existe una isoterma con un punto horizontal de inflexión. En la ecuación de Van der Waals esto
corresponde con la temperatura, presión y volumen cŕıticos y de un gas. Este es ĺımite superior del
ara de coexistencia entre ĺıquido y vapor. Mediante dp/dV = 0 y d2p/dV 2 = 0 obtenemos:

Tcr =
8a

27bR
, pcr =

a

27b2
, Vcr = 3bns

Para el punto critico se tiene: pcrVm,cr/RTcr = 3
8 , que difiere del valor de 1, obtenido de la ley general.

Escalando en las cantidades criticas, con p∗ := p/pcr, T ∗ = T/Tcr y V ∗
m = Vm/Vm,cr con Vm := V/ns

obteniendo: (
p∗ +

3
(V ∗

m)2

)(
V ∗

m − 1
3

)
= 8

3T
∗

El comportamiento de los gases es igual sin importar una reducción en la cantidad: la ley de estados
correspondientes. Una expansión virial es empleada para una observación más exacta:

p(T, Vm) = RT

(
1
Vm

+
B(T )
V 2

m

+
C(T )
V 3

m

+ · · ·
)

La temperatura de Boyle TB es la temperatura para la que el segundo coeficiente virial es 0. En un
gas de Van der Waals, esto sucede a TB = a/Rb. La temperatura de inversión Ti = 2TB.

La ecuación de estado para sólidos y ĺıquidos es:

V

V0
= 1 + γp∆T − κT ∆p = 1 +

1
V

(
∂V

∂T

)
p

∆T +
1
V

(
∂V

∂p

)
T

∆p
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7.5 Colisiones entre moléculas

La probabilidad de colisión de una part́ıcula en un gas que es traslada sobre una distancia dx es descrito
por nσdx, donde σ es sección efectiva. El camino libre medio se puede escribir como ` =

v1
nuσ

con

u =
√
v2
1 + v2

2 la velocidad relativa entre las particulas. Si m1 � m2 obteniendo:
u

v1
=
√

1 +
m1

m2
,

aśı ` =
1
nσ

. Si m1 = m2 tenemos: ` =
1

nσ
√

2
. Esto significa que el promedio de tiempo entre dos

colisiones es dado por τ =
1
nσv

. Si las moléculas son, aproximadamente, esferas duras, la sección

efectiva es: σ = 1
4π(D2

1 +D2
2). La distancia promedio entre dos moléculas es 0.55n−1/3. Colisiones

entre moléculas y pequeñas part́ıculas en una solución resulta en el movimiento Browniano. Para
el movimiento promedio de una part́ıcula con radio R puede ser derivado que :

〈
x2

i

〉
= 1

3

〈
r2
〉

=
kT t/3πηR.

Un gas es llamado un gas de Knudsen si `� las dimensiones del gas, algo que puede ocurrir facilmente
a presiónes bajas. La condicion de equilibrio para un recipiente que tie un hoyo con la superficie A
en eel que tien que ` �

√
A/π es: n1

√
T1 = n2

√
T2. Junto con la ley de gas general se tiene:

p1/
√
T1 = p2/

√
T2.

Si dos planos se mueven uno a lo largo del otro a una distancia d con velocidad wx la viscosidad η es

dada por: Fx = η
Awx

d
. El perfil de velocidad entre los planos en tal caso es w(z) = zwx/d. Puede

ser derivado que η = 1
3%` 〈v〉 donde v es la velocidad térmica.

La conducción del calor es un gas sin movimiento es descrito por:
dQ

dt
= κA

(
T2 − T1

d

)
, que resulta

en un perfil de temperatura T (z) = T1 + z(T2−T1)/d. Puede ser derivada que κ = 1
3CmV n` 〈v〉 /NA.

Also holds: κ = CV η. Una mejor expresión para κ puede ser obtenido con la correccion Eucken:
κ = (1 + 9R/4cmV )CV · η con un error <5%.

7.6 Interacción entre moléculas

Para interacción dipolar entre moléculas se puede encontrar que U ∼ −1/r6. Si la distancia entre
moléculas se aproxima al diámetro molécular D una fuerza repulsara entre los electrones aparece
en la nube electrónica. Tal fuerza puede ser descrita por Urep ∼ exp(−γr) o Vrep = +Cs/r

s con
12 ≤ s ≤ 20. Esto resulta en el potencial de Lennard-Jones para fuerzas intermoleculares:

ULJ = 4ε

[(
D

r

)12

−
(
D

r

)6
]

con un mı́nimo ε a r = rm. Lo anterior resulta en: D ≈ 0.89rm. Para los coeficientes de Van
der Waals a y b y las cantidades criticas se tiene: a = 5.275N2

AD
3ε, b = 1.3NAD

3, kTkr = 1.2ε y
Vm,kr = 3.9NAD

3.

Un modelo más simple para fuerzas intermoléculares asume un potencial U(r) = ∞ para r < D,
U(r) = ULJ for D ≤ r ≤ 3D and U(r) = 0 for r ≥ 3D. De modo que la enerǵıa potencial de una

molécula : Epot =
∫ 3D

D

U(r)F (r)dr.

con F (r) la distribución espacial en coordenadas esféricas, que para una distribución homogenea se
escribe: F (r)dr = 4nπr2dr.

Algunas reilaciones matemáticas útiles son:
∞∫
0

xne−xdx = n! ,

∞∫
0

x2ne−x2
dx =

(2n)!
√
π

n!22n+1
,

∞∫
0

x2n+1e−x2
dx = 1

2n!
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Chapter 8

Termodinámica

8.1 Introducción matemática

Si existe una relacion f(x, y, z) = 0 entre tres variables, podemos escribir: x = x(y, z), y = y(x, z) y
z = z(x, y).La diferencial total dz de z es :

dz =
(
∂z

∂x

)
y

dx+
(
∂z

∂y

)
x

dy

Al utilizar en la notación dx y dy obtneemos que:(
∂x

∂y

)
z

·
(
∂y

∂z

)
x

·
(
∂z

∂x

)
y

= −1

Porque dz es una direncial total se tiene que
∮
dz = 0.

Una función homogenea de gradom obedece a: εmF (x, y, z) = F (εx, εy, εz). Para tales funccion el
teorema de Euler se puede aplicar:

mF (x, y, z) = x
∂F

∂x
+ y

∂F

∂y
+ z

∂F

∂z

8.2 Definiciones

• El coeficiente de presión isocorica: βV =
1
p

(
∂p

∂T

)
V

• La compresibilidad isotermica: κT = − 1
V

(
∂V

∂p

)
T

• El coeficiente volumetrico: γp =
1
V

(
∂V

∂T

)
p

• La compresibilidad adiabatica: κS = − 1
V

(
∂V

∂p

)
S

Para un gas ideal encontramos: γp = 1/T , κT = 1/p and βV = −1/V .

8.3 Thermal heat capacity

• El calor especifico a constante X es: CX = T

(
∂S

∂T

)
X

• El calor especifico a presion constante: Cp =
(
∂H

∂T

)
p

• El calor especifico a volumen constante: CV =
(
∂U

∂T

)
V

43
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Para un gas ideal se tiene: Cmp−CmV = R. Posteriormente, si la temperatura es suficientemente alta
para termalizar todos los grados de rotacion rotacional y vibracional internos, obteniendo: CV = 1

2sR.
He aqui que Cp = 1

2 (s + 2)R. Para esta razon obtenemos γ = (2 + s)/s. Para una menor T ,
necesitamos unicamente considerar los grados de libertad termicos. Para un gas de Van der Waals
gas: CmV = 1

2sR+ ap/RT 2.

En general tenemos:

Cp − CV = T

(
∂p

∂T

)
V

·
(
∂V

∂T

)
p

= −T
(
∂V

∂T

)2

p

(
∂p

∂V

)
T

≥ 0

Porque (∂p/∂V )T es siempre < 0, lo siguiente es siempre valido: Cp ≥ CV . Si el coeficiente de
expansion es 0, Cp = CV , y tambien a T = 0K.

8.4 Las leyes de la termodinámica

La ley cero establece que el calor se transmite de zonas de temperatura alta hacia zonas de temperatura
baja. La primera ley es la conservación de enerǵıa. Para un sistema cerrado tenemos: Q = ∆U +W ,
donde Q es el calor total añadido, W es el trabajo neto realizado y ∆U es la diferencia de enerǵıa.
Su forma diferencial es: dQ = dU + dW , donde d significa que no es diferencial de una cantidad de
estado. Para procesos cuasiestaticos tenemos: dW = pdV . De este modo, para un proceso reversible:
dQ = dU + pdV .

Para un sistema abierto (en flujo) la primera ley es: Q = ∆H + Wi + ∆Ekin + ∆Epot. Podemos
extraer una cantidad de trabajo Wt del sisstema o añadir Wt = −Wi al sistema.

La segunda ley establece: para un sistema cerrado que existe una cantidad aditiva S, llamada entroṕıa,
la forma diferencial de esta cantidad es:

dS ≥ dQ

T

Cuando los procesos son exclusivamente reversibles tenemos: dS = dQrev/T . Aśı, la diferencia de
entroṕıa despues de un proceso reversible es:

S2 − S1 =

2∫
1

dQrev

T

Aśı, para un ciclo reversible encontramos:
∮
dQrev

T
= 0.

Asi, tenemos en un cliclo irreversible:
∮
dQirr

T
< 0.

La tercera ley de termodinámica (Nernst) es:

lim
T→0

(
∂S

∂X

)
T

= 0

De aqúı, podemos concluir que la capacidad temica de calor → 0 cundo T → 0; aśı, la temperatura
de cero absoluto no puede ser alcanzada por enfriaminto en un número finito de etapas.

8.5 funciones de estado y relaciones de Maxwell

Las cantidades de estado y sus diferenciales son:

Enerǵıa interna: U dU = TdS − pdV
Entalṕıa: H = U + pV dH = TdS + V dp
Enerǵıa libre: F = U − TS dF = −SdT − pdV
Entalṕıa libre de Gibbs: G = H − TS dG = −SdT + V dp
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De este punto podemos derivar las relaciones de Maxwell:(
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂p

∂S

)
V

,

(
∂T

∂p

)
S

=
(
∂V

∂S

)
p

,

(
∂p

∂T

)
V

=
(
∂S

∂V

)
T

,

(
∂V

∂T

)
p

= −
(
∂S

∂p

)
T

Desde la diferencial neta y las definicioes de CV y Cp, podemos derivar que:

TdS = CV dT + T

(
∂p

∂T

)
V

dV and TdS = CpdT − T
(
∂V

∂T

)
p

dp

Tenemos para un gas ideal:

Sm = CV ln
(
T

T0

)
+R ln

(
V

V0

)
+ Sm0 and Sm = Cp ln

(
T

T0

)
−R ln

(
p

p0

)
+ S′m0

Las ecuaciones de sHelmholtz son:(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p ,

(
∂H

∂p

)
T

= V − T
(
∂V

∂T

)
p

Para una superficie expandida: dWrev = −γdA, donde γ es la tenison superficial. De donde obseva-
mos:

γ =
(
∂U

∂A

)
S

=
(
∂F

∂A

)
T

8.6 Procesos

La eficencia η de un proceso es: η =
Work done
Heat added

El factor de enfriamiento ξ en un proceso es: ξ =
Cold delivered
Work added

Proceso adiabatico reversible

Para un proceso adiabatico se tiene: W = U1 − U2. Para procesos adiabaticos reversibles se tiene la
ecuación de Poisson: con γ = Cp/CV obteniendo que pV γ = constante. También, tenemos: TV γ−1 =
constante y T γp1−γ = constante. En Diagramas p-V las adaibataas muestran mayor pendiente que
las isotermarmas, porque γ > 1.

Proceso isobarico

Aqúı, tenemos: H2 −H1 =
∫ 2

1
CpdT . Para un proceso isobarico reversible: H2 −H1 = Qrev.

El proceso extrangulado

Este también es llamado el efecto Joule-Kelvin es una expanción adiabatica de un gas a través de un
material poroso o una pequeña abertura. Aqui H es una cuantidad conservada, y dS > 0. En general,
se presenta un cambio de temperatura. La cantidad que es importante en el efect es el coeficiente de
extrangulamiento:

αH =
(
∂T

∂p

)
H

=
1
Cp

[
T

(
∂V

∂T

)
p

− V

]

La inversion de temperatura es la temperaura donde una expancion adiabatica de gas se mantiene a
la misma temperatura. Si T > Ti el gas se calienta, si T < Ti el gas se enfria. Ti = 2TB, para TB:
[∂(pV )/∂p]T = 0. Se produce el proces de extrangulamiento, por ejemplo, en los refrigeradores.

The Carnot process

The system undergoes a reversible cycle with 2 isothemics and 2 adiabatics:
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1. Expanción isotermica a T1. El sistema absorbe calor Q1 del resorvorio.

2. expanción adiabatica con una temperatura que cae a T2.

3. Compresión isotermica a T2, removiendo Q2 del sistema.

4. Compresión adiabatica a T1.

La eficiencia en un proceso de Carnot es:

η = 1− |Q2|
|Q1|

= 1− T2

T1
:= ηC

La eficiencia de Carnot ηC es la máxima eficiencia que una máquina térmica puede operar. Cuando
el proceso es aplicado en orden inverso y el sistema desarrolla trabajo −W el factor de enfriamiento
es descrito por:

ξ =
|Q2|
W

=
|Q2|

|Q1| − |Q2|
=

T2

T1 − T2

El proceso Stirling

en el proceso de Stirling’ existen 2 osotermia y 2 isocoricas. La eficiencia en el caso idela es la misma
que el ciclo de Carnot.

8.7 Trabajo máximo y mı́nimo

Considere un sistema que cambia del estado 1 a un estado 2, con la temperatura y presión de los
alrededores dada por T0 y p0. El máximo trabajo que puede ser obtenido de este camibo es, cuando
todo el proceso es reversible:

1. Sistema cerrado: Wmax = (U1 − U2)− T0(S1 − S2) + p0(V1 − V2).

2. Sistema abierto: Wmax = (H1 −H2)− T0(S1 − S2)−∆Ekin −∆Epot.

El trabajo minimo necesaro para alcanzar cierto estado es: Wmin = −Wmax.

8.8 Transiciones de fase

Las transiciones de fase son isotermicas e isobaricas, de modo que dG = 0. Cuando las fases son
indicadas por α, β y γ se tiene: Gα

m = Gβ
m y

∆Sm = Sα
m − Sβ

m =
rβα

T0

donde rβα es la transición de fase por el calor β para la fase α y T0 es la transición de temperatura.
Lo que resulta: rβα = rαβ y rβα = rγα − rγβ . Entonces

Sm =
(
∂Gm

∂T

)
p

aśı G tiene una torcedura en el punto de transición. En un sistema de dos fases la ecuación de
Clapeyron es valida:

dp

dT
=
Sα

m − Sβ
m

V α
m − V

β
m

=
rβα

(V α
m − V

β
m)T

Para un gas ideal se encuentra para la ĺınea de vapor a una distancia del punto cŕıtico:

p = p0e−rβα/RT

Existe otra transición de fase con rβα = 0. Para estos ocurre unicamente una discontinuidad en la
segunda derivada de Gm. Esta transición de segundo orden aparecen en fenómenos de organización .

Un cambio de fase de tercer orden, con e.g. [∂3Gm/∂T
3]p non continuous arises e.g. when ferromag-

netic iron changes to the paramagnetic state.



Chapter 8: Termodinámica 47

8.9 Potencial termodinámico

Cuando el número de part́ıculas dentro del sistema cambia el numero se convierte en una tercera
cualidad del estado. Porque la adicción de materia usualmente toma lugar una constante p y T , G es
la cualidad relevante. Si un sitema existe de mas componentes este se convierte:

dG = −SdT + V dp+
∑

i

µidni

Donde µ =
(
∂G

∂ni

)
p,T,nj

es llamado el potencial termodinámico. Esto es una cualidad parcial. Para

V obtenemos:

V =
c∑

i=1

ni

(
∂V

∂ni

)
nj ,p,T

:=
c∑

i=1

niVi

donde Vi es el volumen parcial de la componente i. el siguiente da:

Vm =
∑

i

xiVi

0 =
∑

i

xidVi

donde xi = ni/n es la fracción molar de la componente i. El volumen molar de una mezcla de dos
componentes puede ser una ĺınea cóncava en un diagrama V -x2: la mezcla contrae el volumen .

Los potenciales termodinámicos no son independientes en una sitemas de fases múltiples. Se puede
derivar que

∑
i

nidµi = −SdT + V dp, esto da una constante p y T :
∑
i

xidµi = 0 (Gibbs-Duhmen).

Cada componente tiene tantas µ’s como fases. El numero de parámetros libres en un sistema con c
componenete y p diferentes fases es dado por f = c+ 2− p.

8.10 Mezclas ideales

Para una mezcla de n componentes se tiene (el ı́ndice 0 es el valor para la componente pura):

Umixture =
∑

i

niU
0
i , Hmixture =

∑
i

niH
0
i , Smixture = n

∑
i

xiS
0
i + ∆Smix

donde para gases ideales se tiene: ∆Smix = −nR
∑
i

xi ln(xi).

Para potenciales termodinámicos se tiene: µi = µ0
i + RT ln(xi) < µ0

i . Una mezcla de dos ĺıquidos es
raramente ideal: esto es usualmente sólo en el caso para componentes qúımicamente relacionados o
isotopos. In spite of this holds Raoult’s law for the vapour pressure holds for many binary mixtures:
pi = xip

0
i = yip. Here is xi the fraction of the ith component in liquid phase and yi the fraction of

the ith component in gas phase.

Una solucion de una componente en otra tiene como consecuencia el aumento en el punto de ebullicion
∆Tk y un decremento de el punto de congelacion ∆Ts. Para x2 � 1 tenemos:

∆Tk =
RT 2

k

rβα
x2 , ∆Ts = −RT

2
s

rγβ
x2

with rβα the evaporation heat and rγβ < 0 the melting heat. For the osmotic pressure Π of a solution
holds: ΠV 0

m1 = x2RT .

8.11 Condiciones de equilibrio

Cuando un sistema evoluciona hacia el equilibrio el unico cambio que es posible son aquellos para los
que se tiene: (dS)U,V ≥ 0 o (dU)S,V ≤ 0 o (dH)S,p ≤ 0 o (dF )T,V ≤ 0 o (dG)T,p ≤ 0. En equilibrio
para cada componente se tiene: µα

i = µβ
i = µγ

i .
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8.12 Bases estad́ısticas para la termodinámica

El número de posibilidades P para distribuir N part́ıculas en n posibles niveles de enerǵıa, cada uno
con una degeneración en el doblamiento g es llamado la probabilidad termodinámica y es dado por:

P = N !
∏

i

gni
i

ni!

La más probable distribución, que con el máximo valor para P , es el estado de equilibrio. Cuando la
ecuación de Stirling, ln(n!) ≈ n ln(n) − n es utilizada, se encuentra que para un sistema discreto la
distribución de Maxwell-Boltzmann. Los números de ocupación en equilibrio son dados por:

ni =
N

Z
gi exp

(
−Wi

kT

)
La suma del estado Z es una normalizacion constante, descrita por: Z =

∑
i

gi exp(−Wi/kT ). Para

un gas ideal se tiene:

Z =
V (2πmkT )3/2

h3

La entroṕıa puede ser definida como: S = k ln(P ) . Para un sistema termodinamico el equilibrio es:

S =
U

T
+ kN ln

(
Z

N

)
+ kN ≈ U

T
+ k ln

(
ZN

N !

)

Para un gas ideal, con U = 3
2kT tenemos: S = 5

2kN + kN ln
(
V (2πmkT )3/2

Nh3

)

8.13 Aplicaciones a otros sistemas termodinamicos

La termodinamica puede ser aplicada a otros sistemas, aparte del gas ideal. Para realizarlo el término
dW = pdV debe de ser remplazda con el término correcto de trabajo, como dWrev = −Fdl para el
estiramiento de un alambre, dWrev = −γdA para la expansion de una burbuja de jabón, o dWrev =
−BdM para un sistema magnetico.

Un agujero negro (rotatorio y no cargado electricamente) tiene una temperatura de T = h̄c/8πkm.
Este tiene una entropia de S = Akc3/4h̄κ donde A es el area de su horizonte de eventos. Para un
hoyo negro tipo Schwarzschild A es igual a A = 16πm2. El teoirema de area de Hawkings establece
que dA/dt ≥ 0.

Aqui, el tiempo de vida del agujero negro es ∼ m3.
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Fenómenos de transporte

9.1 Introducción matemática

Una relación importante es: si X es una cantidad de un elemento de volumen que viaja de una
posición ~r a ~r + d~r en un tiempo dt, la diferencial total dX es descrita por:

dX =
∂X

∂x
dx+

∂X

∂y
dy +

∂X

∂z
dz +

∂X

∂t
dt ⇒ dX

dt
=
∂X

∂x
vx +

∂X

∂y
vy +

∂X

∂z
vz +

∂X

∂t

Se puede escribir en general to:
dX

dt
=
∂X

∂t
+ (~v · ∇)X .

De aqúı también se obtiene:
d

dt

∫∫∫
Xd3V =

∂

∂t

∫∫∫
Xd3V +

∫∫
© X(~v · ~n )d2A

donde el volumen V es rodeado por la superficie A. Algunas propiedades del operador ∇ son:

div(φ~v ) = φdiv~v + gradφ · ~v rot(φ~v ) = φrot~v + (gradφ)× ~v rot gradφ = ~0
div(~u× ~v ) = ~v · (rot~u )− ~u · (rot~v ) rot rot~v = grad div~v −∇2~v div rot~v = 0
div gradφ = ∇2φ ∇2~v ≡ (∇2v1,∇2v2,∇2v3)

Aqúı, ~v es un campo vectorial arbitrario φ un campo escalar arbitrario. Algunos teoremas integrales
importantes son:

Gauss:
∫∫
© (~v · ~n )d2A =

∫∫∫
(div~v )d3V

Stokes para un campo escalar:
∮

(φ · ~et)ds =
∫∫

(~n× gradφ)d2A

Stokes para el campo vectorial:
∮

(~v · ~et)ds =
∫∫

(rot~v · ~n )d2A

Esto resulta en:
∫∫
© (rot~v · ~n )d2A = 0

Ostrogradsky:
∫∫
© (~n× ~v )d2A =

∫∫∫
(rot~v )d3A∫∫

© (φ~n )d2A =
∫∫∫

(gradφ)d3V

Aqúı, la superficie orientable
∫∫

d2A es limitada por la curva de Jordan
∮
ds.

9.2 Leyes de la conservación

Sobre un volumen se presentan dos tipos de fuerzas:

1. La fuerza ~f0 sobre cada elemento de volumen. Por la gravedad tenemos: ~f0 = %~g.

2. Fuerzas de superficie actuando únicamente sobre los márgenes: ~t. Para los que se tiene: ~t = ~n T,
donde T es el tensor de stress.

49
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T podemos separar en una parte pI representando las tensiones normales y la parte T′ representando
la shear stresses: T = T′ + pI, donde I es el tensor unitario. Donde los aspectos de la viscosidad
pueden ser ignorados, obteniendo: divT= −gradp.

Donde el flujo de la velocidad es ~v en la posición ~r permaneciendo en la posición ~r + d~r:

~v(d~r ) = ~v(~r )︸︷︷︸
translation

+ d~r · (grad~v )︸ ︷︷ ︸
rotation, deformation, dilatation

La cantidad L:=grad~v puede ser separada en una parte simetrica D and y una parte antisimétrica W.
L = D + W con

Dij :=
1
2

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
, Wij :=

1
2

(
∂vi

∂xj
− ∂vj

∂xi

)
Donde la rotación o vorticidad ~ω = rot~v es introducida, dando: Wij = 1

2εijkωk. ~ω representa la
velocidad de rotacion local: ~dr ·W = 1

2ω × ~dr.

Para un liquido newtoniano tenemos: T′ = 2ηD. Aqui, η es la viscosidad dinamica. Este es relacionado
con el shear stress τ por:

τij = η
∂vi

∂xj

Para medios compresibles podemos establecer: T′ = (η′div~v )I + 2ηD. Por acoplar(igualar) la presión
mecánica y termodinámica se obtiene:: 3η′ + 2η = 0. Si la viscosidad constante, se tiene: div(2D) =
∇2~v + grad div~v.

Las leyes de conservación de masa, momentum y enerǵıa para medios continuos pueden ser escritos
tanto de modo integral como de modo diferencial. Las que son:

Notación integral:

1. Conservación de la masa:
∂

∂t

∫∫∫
%d3V +

∫∫
© %(~v · ~n )d2A = 0

2. Conservación del momentum:
∂

∂t

∫∫∫
%~vd3V +

∫∫
© %~v(~v · ~n )d2A =

∫∫∫
f0d

3V +
∫∫
© ~n · Td2A

3. Conservación de la energia:
∂

∂t

∫∫∫
( 1
2v

2 + e)%d3V +
∫∫
© ( 1

2v
2 + e)%(~v · ~n )d2A =

−
∫∫
© (~q · ~n )d2A+

∫∫∫
(~v · ~f0)d3V +

∫∫
© (~v · ~n T)d2A

Notación diferencial:

1. Conservación de la masa:
∂%

∂t
+ div · (%~v ) = 0

2. Conservación del momentum: %
∂~v

∂t
+ (%~v · ∇)~v = ~f0 + divT = ~f0 − gradp+ divT′

3. Conservación de la energia: %T
ds

dt
= %

de

dt
− p

%

d%

dt
= −div~q + T′ : D

Aqúı, e es la energia interna por unidad de masa E/m y s es la entroṕıa por unidad de masa S/m.
~q = −κ~∇T es el flujo de calor. Obteniéndose:

p = −∂E
∂V

= − ∂e

∂1/%
, T =

∂E

∂S
=
∂e

∂s

so

CV =
(
∂e

∂T

)
V

and Cp =
(
∂h

∂T

)
p
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con h = H/m la entalṕıa por unidad de masa.

De éste se puede derivar las ecuaciones de Navier-Stokes para un medio incomprensible, viscoso y
conductor de calor:

div~v = 0

%
∂~v

∂t
+ %(~v · ∇)~v = %~g − gradp+ η∇2~v

%C
∂T

∂t
+ %C(~v · ∇)T = κ∇2T + 2ηD : D

con C la capacidad térmica. La fuerza ~F sobre un objeto con un flujo, cuando los efectos son limitados
por las fronteras, pueden ser obtenidazas utilizando la ley de momentum. Si una superficie A rodea
un objeto se tiene en la frontera:

~F = −
∫∫
© [p~n+ %~v(~v · ~n )]d2A

9.3 Ecuación de Bernoulli

Comenzando con la ecuación de momentum podemos encontrar un medio no viscosos con un flujo
estacionario, con

(~v · grad)~v = 1
2grad(v2) + (rot~v )× ~v

Y la ecuación potencial ~g = −grad(gh) que:

1
2v

2 + gh+
∫
dp

%
= constant along a streamline

Para fluidos comprensibles: 1
2v

2 + gh + p/% =constante a lo largo de la ĺınea de flujo. Si además se
tiene rot~v = 0 y la entroṕıa es igual en cada ĺınea de flujo obteniendo 1

2v
2 + gh+

∫
dp/% =constante

en todas partes. Para fluidos incomprensibles se tiene: 1
2v

2 + gh + p/% =constante en todas partes.
Para un gas ideal con constante Cp y CV se tiene, con γ = Cp/CV :

1
2v

2 +
γ

γ − 1
p

%
= 1

2v
2 +

c2

γ − 1
= constant

Con una velocidad potencial definida por ~v = gradφ teniéndose para un flujo no estacionario:

∂φ

∂t
+ 1

2v
2 + gh+

∫
dp

%
= constante en todas partes

9.4 Caracterización de flujos por números adimensionales

La ventaja de números adimensionales es que permiten elaborar modelos experimentales: uno debe
emplear los números adimensionales que son importa tantees para un experimento espećıfico igual
para el modelo y la situación real. Uno puede también deducir funciones sin resolver la ecuación
diferencial. Algunos números adimensionales son:

Strouhal: Sr =
ωL

v
Froude: Fr =

v2

gL
Mach: Ma =

v

c

Fourier: Fo =
a

ωL2
Péclet: Pe =

vL

a
Reynolds: Re =

vL

ν

Prandtl: Pr =
ν

a
Nusselt: Nu =

Lα

κ
Eckert: Ec =

v2

c∆T

Aqúı, ν = η/% es la viscosidad cinematica , c es la velocidad del sonido y L es la longitud caracteristica
del sistema. α Seguido de la ecuación para el trasporte de calor κ∂yT = α∆T y a = κ/%c es coeficiente
de difusión térmica.

Estos números pueden ser interpretados de la siguiente forma:
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• Re: (fuerza inerciales estacionarias)/(fuerzas viscosas)

• Sr: (fuerzas inerciales no estacionarias)/(fuerzas inerciales estacionarias)

• Fr: (fuerzas inerciales estacionarias)/(gravitación)

• Fo: (conducción de calor)/( cambio no estacionario en la entalpia)

• Pe: (transporte convectivo del calor)/(conductancia del calor)

• Ec: (disipación viscosa)/( trasporte convectivo del calor)

• Ma: (velocidad)/(velocidad del sonido): objetos moviéndose más rápido que aproximadamente
Ma = 0,8 produce ondas de choque que se propaga con un ángulo θ con la velocidad del objeto.
Para este ángulo se tiene Ma= 1/ arctan(θ).

• Pr y Nu estan relacionados para materiales espećıficos.

Ahora, la ecuación adimensional de Navier-Stokes se trasforma, con x′ = x/L, ~v ′ = ~v/V , grad′ =
Lgrad, ∇′2 = L2∇2 and t′ = tω:

Sr
∂~v ′

∂t′
+ (~v ′ · ∇′)~v ′ = −grad′p+

~g

Fr
+
∇′2~v ′

Re

9.5 Flujo tubular

Para un tubo el flujo es: es laminar si Re< 2300 con dimensión de longitud en el diámetro del tubo,
y turbulento si Re es más grande. Para un flujo laminar incompresible a través de una ĺınea, un tubo
circular presenta un circular un perfil de velocidad:

v(r) = − 1
4η

dp

dx
(R2 − r2)

Para un flujo del volumen se tiene: ΦV =

R∫
0

v(r)2πrdr = − π

8η
dp

dx
R4

La longitud de entrada Le es dado por:

1. 500 < ReD < 2300: Le/2R = 0.056ReD

2. Re > 2300: Le/2R ≈ 50

Para el trasporte de un gas a una presion baja (un gas de Knudsen) se tiene: ΦV =
4R3α

√
π

3
dp

dx

Para el flujo pequeño Re se tiene: ∇p = η∇2~v and div~v = 0. Para la fuerza total sobre una esfera
con radio R en un flujo entonces se tiene: F = 6πηRv. Para una Re grande, se tiene para la fuerza
sobre una superficie A: F = 1

2CWA%v2.

9.6 Teoria del potencial

La circulación Γ es definida como: Γ =
∮

(~v · ~et)ds =
∫∫

(rot~v ) · ~nd2A =
∫∫

(~ω · ~n )d2A

Para un medio no viscoso, si p = p(%) y todas las fuerzas son conservativas, el teorema de Kelvin
puede ser derivado:

dΓ
dt

= 0

Para flujos no rotacionales un potencial de velocidad ~v = gradφ puede introducido. En el caso
incompresible se tiene de la conservación de la masa ∇2φ = 0. Para un flujo bidimensional una
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función de flujo ψ(x, y) puede ser definido: con ΦAB la cantidad de liquido fluyendo a través de la
curva s entre los puntos A y B:

ΦAB =

B∫
A

(~v · ~n )ds =

B∫
A

(vxdy − vydx)

Y las definiciones vx = ∂ψ/∂y, vy = −∂ψ/∂x obteniendo: ΦAB = ψ(B) − ψ(A). En general se
obtiene:

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
= −ωz

En coordenadas polares se tiene:

vr =
1
r

∂ψ

∂θ
=
∂φ

∂r
, vθ = −∂ψ

∂r
=

1
r

∂φ

∂θ

Para una fuente de flujo ocon una potencia Q en (x, y) = (0, 0) se tiene: φ =
Q

2π
ln(r) so that

vr = Q/2πr, vθ = 0.

Para un dipolo de intensidad Q en x = a y una intensidad −Q en x = −a se sigue de la superposición:
φ = −Qax/2πr2 donde Qa es la intesidad del dipolo. Para un vértice se obtiene: φ = Γθ/2π.

Si un objeto es rodeado por un flujo principal con ~v = v~ex y es tan grande como Re, los efectos de la
viscosidad son limitados por la frontera, obteniéndose: Fx = 0 y Fy = −%Γv. La declaración de que
Fx = 0 es la paradoja de d’Alembert y origina de la de la negación de los efectos de la viscosidad.
The lift Fy is also created by η because Γ 6= 0 due to viscous effects. Henxe rotating bodies also
create a force perpendicular to their direction of motion: the Magnus effect.

9.7 Capas de la frontera

9.7.1 flujo de capas de fronteras

Si para el espesor de una capa de frontera se tiene: δ � L obteniendo: δ ≈ L/
√

Re. Con v∞ la
velocidad del principal flujo se sigue para la velocidad vy ⊥ la superficie: vyL ≈ δv∞. La ecuación de
Blasius para la capa de fronteras es, con vy/v∞ = f(y/δ): 2f ′′′+ff ′′ = 0 con condiciones de frontera
f(0) = f ′(0) = 0, f ′(∞) = 1. Para lo que se tiene: CW = 0.664 Re−1/2

x .

El teorema de momentum de Von Karman para la capa de la frontera es:
d

dx
(ϑv2) + δ∗v

dv

dx
=
τ0
%

donde el desplazamiento del espesor δ∗v y el espesor del momentum ϑv2 es dado por:

ϑv2 =

∞∫
0

(v − vx)vxdy , δ∗v =

∞∫
0

(v − vx)dy and τ0 = −η ∂vx

∂y

∣∣∣∣
y=0

The boundary layer is released from the surface if
(
∂vx

∂y

)
y=0

= 0. This is equivalent with
dp

dx
=

12ηv∞
δ2

.

9.7.2 Temperatura de capas de fronteras

If the thickness of the temperature boundary layer δT � L holds: 1. If Pr ≤ 1: δ/δT ≈
√

Pr.
2. If Pr� 1: δ/δT ≈ 3

√
Pr.
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9.8 Conductancia del calor

Para una conductancia no estacionaria del calor en una dimension sin flujo se tiene:

∂T

∂t
=

κ

%c

∂2T

∂x2
+ Φ

donde Φ es un termino que representa a la fuente. Si Φ = 0 las soluciones para oscilaciones armónicas
donde x = 0 son:

T − T∞
Tmax − T∞

= exp
(
− x
D

)
cos
(
ωt− x

D

)
con D =

√
2κ/ω%c. en x = πD la varicion de temperatura es un fase contraria con la superficie. La

solucion unidimensional para Φ = 0 es

T (x, t) =
1

2
√
πat

exp
(
− x2

4at

)
Esto es matemáticamente equivalente al problema de difusión:

∂n

∂t
= D∇2n+ P −A

donde P es la producción y A es la descarga de part́ıculas. La densidad de flujo J = −D∇n.

9.9 Turbulencia

La escala de tiempo de las variaciones de velocidad de la turbulencia τt es del orden de: τt =
τ
√

Re/Ma2 con τ la escala de tiempo molecular. Para la velocidad de las particulazas, se tiene:
v(t) = 〈v〉+ v′(t) with 〈v′(t)〉 = 0. La ecuación de The Navier-Stokes ahora se convierte en:

∂ 〈~v 〉
∂t

+ (〈~v 〉 · ∇) 〈~v 〉 = −∇〈p〉
%

+ ν∇2 〈~v 〉+ divSR

%

donde SRij = −% 〈vivj〉 es el tensor de stress de turbulencia. La suposición de Boussinesq es: τij =
−%
〈
v′iv

′
j

〉
. Estableciendo que, analogon a medios Newtonianos: SR = 2%νt 〈D〉. Cerca de las fronteras

se tiene: νt = 0, lejos de las fronteras se obtiene: νt ≈ νRe.

9.10 Auto organización

Para una (semi) bidimensional flujo se tiene:
dω

dt
=
∂ω

∂t
+ J(ω, ψ) = ν∇2ω

Con J(ω, ψ) el Jacobiano. Aśı si ν = 0, ω es conservado. Posteriormente, la enerǵıa cinética /mA y
la entroṕıa V son conservadas: con ~v = ∇× (~kψ)

E ∼ (∇ψ)2 ∼
∞∫
0

E(k, t)dk = constant , V ∼ (∇2ψ)2 ∼
∞∫
0

k2E(k, t)dk = constante

Para este se obtiene que en dos dimensiones el flujo de enerǵıa es de grandes valores de k: mayores
estructuras se convierten para grandes que se expanden. En flujos de tres dimensiones es justo lo
opuesto.
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F́ısica cuántica

10.1 Introducción a la f́ısica cuántica

10.1.1 Radiación de cuerpo negro

La ley de Planck para una distribución de enerǵıa emitida por un cuerpo negro es:

w(f) =
8πhf3

c3
1

ehf/kT − 1
, w(λ) =

8πhc
λ5

1
ehc/λkT − 1

La ley de Stefan-Boltzmann para la densidad del poder neto puede ser derivada de esta fórmula: P =
AσT 4. La ley de Wien para el máximo puede ser también derivada de esta expresión: Tλmax = kW.

10.1.2 El efecto Compton

Para una longitud de onda de luz esparcida, la luz es considerada compuesta por part́ıculas, podemos
obtener:

λ′ = λ+
h

mc
(1− cos θ) = λ+ λC(1− cos θ)

10.1.3 Difracción de electrones

La difracción de electrones en un cristal puede ser explicada asumiendo que las part́ıculas tienen un
carácter ondulatorio con longitud de onda λ = h/p. Esta longitud de onda es llamada longitud de
onda de Broglie.

10.2 funciónes de onda

El carácter ondulatorio de las part́ıculas es descrito por las función de onda ψ. Esta función de onda
es descrita en un espacio normal o en un espacio de impulso. Ambas definiciones son transformaciones
de Fourier reciprocas:

Φ(k, t) =
1√
h

∫
Ψ(x, t)e−ikxdx y Ψ(x, t) =

1√
h

∫
Φ(k, t)eikxdk

Estas ondas son definen a una particula, con una velocidad de grupo vg = p/m y energia E = h̄ω.

La función de onda puede ser interpretada como una medición de probabilidad P para encontrar una
part́ıcula en alguna posición (Born): dP = |ψ|2d3V . El valor de expectación 〈f〉 de la cantidad f de
un sistema es dado por:

〈f(t)〉 =
∫∫∫

Ψ∗fΨd3V , 〈fp(t)〉 =
∫∫∫

Φ∗fΦd3Vp

La que se puede escribir también como 〈f(t)〉 = 〈Φ|f |Φ〉. La condición de normalización para funciones
de onda sigue de: 〈Φ|Φ〉 = 〈Ψ|Ψ〉 = 1.
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10.3 Operadores en f́ısica cuántica

En macanica cuantica, las cantidades clasicas son trasformadas como operadores. Estos operadores
son hermitianos porque sus valores propios son reales:∫

ψ∗1Aψ2d
3V =

∫
ψ2(Aψ1)∗d3V

Cuando un es una función propia de los valores propios de la ecuación AΨ = aΨ para valores propios
an, Ψ puede ser expandido en base a una función de valores propios: Ψ =

∑
n
cnun. Si estas bases son

tomadas como ortonormales, se tiene para los coeficientes: cn = 〈un|Ψ〉. Si el sistema es en un estado
descrito por Ψ, la oportunidad de encontrar el valor propio an cuando medimos A es dado por |cn|2 en
la parte discrita del espectro y |cn|2da en la parte continúa del espectro entre a y a+da. La matriz de
elementos Aij es dado por: Aij = 〈ui|A|uj〉. Porque (AB)ij = 〈ui|AB|uj〉 = 〈ui|A

∑
n
|un〉 〈un|B|uj〉

Obteniendo:
∑
n
|un〉〈un| = 1.

La dependencia en el tiempo de un operador es dado por (Heisenberg):

dA

dt
=
∂A

∂t
+

[A,H]
ih̄

con [A,B] ≡ AB − BA el conmutador de A y B. Para operadores hermitianos el comunmutador
siempre es complejo. Cuando [A,B] = 0, los operadores A y B tiene un conjunto común de funciones
propias. Al aplicar esto a px y x de forma que obtenemos (Ehrenfest): md2 〈x〉t /dt2 = −〈dU(x)/dx〉.

El primer orden de aproximación 〈F (x)〉t ≈ F (〈x〉), con F = −dU/dx representa la ecuación clásica.

Antes de la adición de los operadores en la mecánica cuántica, que son el producto de otros operadores,
ellos deben ser hechos simétricos: un producto clasico AB se trasforma en 1

2 (AB +BA).

10.4 El principio de incertidumbre

Si la incertidumbre ∆A in A es definada como: (∆A)2 =
〈
ψ|Aop − 〈A〉 |2ψ

〉
=
〈
A2
〉
− 〈A〉2 se tiene

que:
∆A ·∆B ≥ 1

2 | 〈ψ|[A,B]|ψ〉 |

De lo que se obtiene: ∆E·∆t ≥ 1
2 h̄, y porque [x, px] = ih̄ es decir: ∆px·∆x ≥ 1

2 h̄, y ∆Lx·∆Ly ≥ 1
2 h̄Lz.

10.5 La ecuación de Schrödinger

El operador de impulso es descrito por: pop = −ih̄∇. El operador de posición es: xop = ih̄∇p. El
operador de enerǵıa es dado por: Eop = ih̄∂/∂t. El hamiltoniano de una part́ıcula con masa m, la
enerǵıa potencial U y la enerǵıa total E es dada por: H = p2/2m + U . De Hψ = Eψ se obtiene la
ecuación de Schrödinger:

− h̄2

2m
∇2ψ + Uψ = Eψ = ih̄

∂ψ

∂t

La combinación lineal de las soluciones de esta ecuación resulta en la solución general. Ésto es para
una dimensión:

ψ(x, t) =
(∑

+
∫
dE

)
c(E)uE(x) exp

(
− iEt

h̄

)
La densidad de corriente J es descrita por: J =

h̄

2im
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)

La ley de conservación da:
∂P (x, t)
∂t

= −∇J(x, t)
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10.6 Paridad

El operador de paridad en una dimensión es descrito por Pψ(x) = ψ(−x). Si la función de onda es
dividida en funciónes pares e impares, puede ser expandida en funciónes propias deP:

ψ(x) = 1
2 (ψ(x) + ψ(−x))︸ ︷︷ ︸

par: ψ+

+ 1
2 (ψ(x)− ψ(−x))︸ ︷︷ ︸

impar: ψ−

[P,H] = 0. Las funciónes ψ+ = 1
2 (1+P)ψ(x, t) y ψ− = 1

2 (1−P)ψ(x, t) ambos satisfacen la ecuación
de Schrödinger. Luego, la paridad es conservada.

10.7 El efecto túnel

La función de onda de una part́ıcula en un potencial de barrera con altura ∞ de x = 0 a x = a es
dado por ψ(x) = a−1/2 sin(kx). Los niveles de enerǵıa es dado por En = n2h2/8a2m.

Si la función de onda con enerǵıa W se encuentra con el potencial de pozo de W0 > W la función de
onda será, improbable en el caso clásico, no-cero dentro del potencial del pozo. Si 1, 2 y 3 son las
áreas en el frente, dentro y detrás del potencial de pozo, se obtiene:

ψ1 = Aeikx +Be−ikx , ψ2 = Ceik′x +De−ik′x , ψ3 = A′eikx

con k′2 = 2m(W − W0)/h̄2 y k2 = 2mW . Utilizando las condiciones de frontera requiriéndose
continuidad: ψ = continuo y ∂ψ/∂x = continuos en x = 0 y x = a dando B, C y D y A′ expresada
en A. La amplitud T de la onda trasmitida es definida por T = |A′|2/|A|2. Si W > W0 y 2a = nλ′ =
2πn/k′ obteniéndose: T = 1.

10.8 El oscilador armónico

Para un oscilador armónico se obtiene: U = 1
2bx

2 y ω2
0 = b/m. El hamiltoniano H es dado por:

H =
p2

2m
+ 1

2mω
2x2 = 1

2 h̄ω + ωA†A

con
A =

√
1
2mωx+

ip√
2mω

y A† =
√

1
2mωx−

ip√
2mω

A 6= A† no es hermitiano. [A,A†] = h̄ y [A,H] = h̄ωA. A es llamado operador de ascenso, A† es
un operador de descenso. HAuE = (E − h̄ω)AuE . Hay una función propia u0 para la que se tiene:
Au0 = 0. La energia en este estado basal es 1

2 h̄ω: el punto de enerǵıa cero. Para la función propia
normalizada se tiene:

un =
1√
n!

(
A†√
h̄

)n

u0 con u0 = 4

√
mω

πh̄
exp

(
−mωx

2

2h̄

)
con En = ( 1

2 + n)h̄ω.

10.9 Momento angular

Para el operador de momentun angular L tenemos: [Lz, L
2] = [Lz,H] = [L2,H] = 0. Sin embargo,

ćıclicamente obtenemos: [Lx, Ly] = ih̄Lz. No se pueden conocer todos los componentes de L al mismo
tiempo con la misma exactitud. Para Lz se tiene:

Lz = −ih̄ ∂

∂ϕ
= −ih̄

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
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Los operadores de escalera L± son definidos por: L± = Lx ± iLy. Ahora tememos: L2 = L+L− +
L2

z − h̄Lz. Entonces,

L± = h̄e±iϕ

(
± ∂

∂θ
+ i cot(θ)

∂

∂ϕ

)
De [L+, Lz] = −h̄L+ siguiendo: Lz(L+Ylm) = (m+ 1)h̄(L+Ylm).

De [L−, Lz] = h̄L− siguiendo: Lz(L−Ylm) = (m− 1)h̄(L−Ylm).

De [L2, L±] = 0 siguiendo: L2(L±Ylm) = l(l + 1)h̄2(L±Ylm).

Porque Lx y Ly son hermitianos ( ésto implica L†± = L∓) y |L±Ylm|2 > 0 continuando: l(l + 1) −
m2 − m ≥ 0 ⇒ −l ≤ m ≤ l. Entonces, se obtienen que l tiene que ser integral o medio integral.
Valores integrales medio impares dan una solución ψ y son por ello descontados.

10.10 Spin

Los operadores de spin son definidos por su relación de conmutación: [Sx, Sy] = ih̄Sz. Porque los
operadores de spin no actúan en el espacio f́ısico (x, y, z) La único de una función de onda no es
un criterio aqúı: tan bien valores integrales de mitad impar son permitidos para el spin. Porque
[L, S] = 0 spin y operadores de momento angular no tienen un conjunto común de funciónes propias.

Los operadores de spin son dados por ~~S = 1
2 h̄
~~σ, con

~~σx =
(

0 1
1 0

)
, ~~σy =

(
0 −i
i 0

)
, ~~σz =

(
1 0
0 −1

)
Los estados propios de Sz son llamados spinors: χ = α+χ+ + α−χ−, donde χ+ = (1, 0) representa
el estado con el spin ¡¡hacia arriba¿¿ (Sz = 1

2 h̄) y χ− = (0, 1) representa el estado con spin ¡¡hacia
abajo¿¿ (Sz = − 1

2 h̄). Luego, la probabilidad de encontrar el spin ¡¡hacia arriba¿¿ después de una
medida es da por |α+|2 y la oportunidad de encontrar el spin ¡¡hacia abajo¿¿ es dada por |α−|2. Por
su puesto manteniendo |α+|2 + |α−|2 = 1.

El electrón tendrá un momento dipolar magnético intŕınseco ~M debido a su spin, dado por ~M =
−egS

~S/2m, con gS = 2(1 + α/2π + · · ·) la razón giromagnética. En la presencia de un campo
magnético externo es descrita por la enerǵıa potencial U = − ~M · ~B. La ecuación de Schrödinger,
entonces, se convierte (porque ∂χ/∂xi ≡ 0):

ih̄
∂χ(t)
∂t

=
egS h̄

4m
~σ · ~Bχ(t)

con ~σ = (~~σx, ~~σy, ~~σz). Si ~B = B~ez existen dos valores propios para este problema: χ± para E =
±egS h̄B/4m = ±h̄ω. Aśı en general la solución es dada por χ = (ae−iωt, beiωt). De ello podemos
derivar: 〈Sx〉 = 1

2 h̄ cos(2ωt) y 〈Sy〉 = 1
2 h̄ sin(2ωt). Entonces el spin precesa alrededor del eje z con

una frecuencia 2ω. Ésto causa la separación Zeeman normal delineas espectrales.

El operador de potencial para dos part́ıculas con spin ± 1
2 h̄ es descrito por:

V (r) = V1(r) +
1
h̄2 (~S1 · ~S2)V2(r) = V1(r) + 1

2V2(r)[S(S + 1)− 3
2 ]

Ésto hace imposible que dos estados pueden existir a la vez: S = 1 (triplete) o S = 0(singlete).

10.11 El formalismo de Dirac

Si los operadores para p y E son sustituidos en la ecuación relativistica E2 = m2
0c

4 +p2c2, la ecuación
de Klein-Gordon se presenta: (

∇2 − 1
c2
∂2

∂t2
− m2

0c
2

h̄2

)
ψ(~x, t) = 0
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El operador 2−m2
0c

2/h̄2 puede ser separado:

∇2 − 1
c2
∂2

∂t2
− m2

0c
2

h̄2 =
{
γλ

∂

∂xλ
− m2

0c
2

h̄2

}{
γµ

∂

∂xµ
+
m2

0c
2

h̄2

}
donde las matrices de Dirac γ son dadas por: γλγµ +γµγλ = 2δλµ. De ésto encontramos que podemos
derivar que la γ es hermitiano 4× 4, las matrices son dadas por:

γk =
(

0 −iσk

iσk 0

)
, γ4 =

(
I 0
0 −I

)
Con esto, la ecuación de Dirac se convierte:

(
γλ

∂

∂xλ
+
m2

0c
2

h̄2

)
ψ(~x, t) = 0

donde ψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x), ψ3(x), ψ4(x)) es un spinor.

10.12 f́ısica atómica

10.12.1 Soluciones

Las soluciones de la ecuación de Schrödinger en coordenadas esféricas, si el potencial de enerǵıa es
una función exclusivamente de r puede ser escrita como: ψ(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Yl,ml

(θ, ϕ)χms
, con

Ylm =
Clm√

2π
Pm

l (cos θ)eimϕ

Para un átomo o un ion con un electrón se tiene: Rlm(ρ) = Clme−ρ/2ρlL2l+1
n−l−1(ρ)

con ρ = 2rZ/na0, y con a0 = ε0h
2/πmee

2. El Lj
i es asociado con las funciónes de Laguere y el Pm

l

es asociado con los polinomios de Legendre:

P
|m|
l (x) = (1− x2)m/2 d

|m|

dx|m|

[
(x2 − 1)l

]
, Lm

n (x) =
(−1)mn!
(n−m)!

e−xx−m dn−m

dxn−m
(e−xxn)

La paridad de estas soluciones es (−1)l. Las funciónes son 2
n−1∑
l=0

(2l + 1) = 2n2-degeneradas.

10.12.2 Ecuaciones de valores propios

Las ecuaciones de valores propios para un átomo o ion con un electrón son:

Ecuación Valor propio Intervalo

Hopψ = Eψ En = µe4Z2/8ε20h
2n2 n ≥ 1

LzopYlm = LzYlm Lz = mlh̄ −l ≤ ml ≤ l

L2
opYlm = L2Ylm L2 = l(l + 1)h̄2 l < n

Szopχ = Szχ Sz = msh̄ ms = ± 1
2

S2
opχ = S2χ S2 = s(s+ 1)h̄2 s = 1

2
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10.12.3 interacion de orbita-spin

El momento total es descrito por ~J = ~L + ~M . el momento total de un c magnetico de un electron
es entonces ~M = ~ML + ~MS = −(e/2me)(~L+ gS

~S) donde gS = 2.0023 es la razon giromagnetica del
electron. Obteniendo: J2 = L2 +S2 +2~L · ~S = L2 +S2 +2LzSz +L+S−+L−S+. J como los numeros
cuanticos j con valores posibles j = l± 1

2 , con 2j+1 posibles componentes z (mJ ∈ {−j, .., 0, .., j}). Si
la energia de interracion entre S y L es pequenna puede ser declarse que: E = En+ESL = En+a~S ·~L.
puede ser derivado entonces que:

a =
|En|Z2α2

h̄2nl(l + 1)(l + 1
2 )

Después de la corrección relativistica esto se convierte:

E = En +
|En|Z2α2

n

(
3
4n
− 1
j + 1

2

)
La fineza de estructura en espectros atómicos aparece de ésto. Con gS = 2 continuando para el
promedio del momento magnético: ~Mav = −(e/2me)gh̄ ~J , donde g es el factor de Landé:

g = 1 +
~S · ~J
J2

= 1 +
j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l + 1)

2j(j + 1)

Para átomos con más de un electrón ocurre la siguiente limitación:

1. Acoplamiento L − S: para átomos péquennos la interacción electrostática es dominante y el
estado puede ser caracterizado por L, S, J,mJ . J ∈ {|L − S|, ..., L + S − 1, L + S} y mJ ∈
{−J, ..., J − 1, J}. La notación espectroscópica para esta interacción es: 2S+1LJ . 2S + 1 es la
multiplicidad de los estados degenerados.

2. Acoplamiento j − j: Para átomos grandes la interacción electrostática más pequeña que Li · si

la interacción de un electrón. El estado es caracterizado por ji...jn, J,mJ donde solamente la
ji de sub-capa, que no es llenada completamente, es tomada en cuenta.

La diferencia de enerǵıa para átomos grandes cuando son colocados en un campo magnetico es:
∆E = gµBmJB donde g es el factor de Landé. Para una transición entre dos estados singletes la
ĺınea se divide en tres partes, para ∆mJ = −1, 0 + 1. Esto resulta en un efecto Zemman normal. A
altas S La ĺınea se divide en más partes: El efecto Zeeman anómalo.

Interacción con el spin del núcleo da la estructura hiperfina.

10.12.4 Reglas de selección

Para la transición dipolar la matriz de elementos presenta: p0 ∼ |〈l2m2| ~E ·~r |l1m1〉|. La conservación
de momento angular demanda que para la transición de un electrón se tiene ∆l = ±1.

Para un átomo donde acoplamiento L − S es dominante por lo que se tiene: ∆S = 0 (pero no
estrictamente), ∆L = 0,±1, ∆J = 0,±1 excepto para transiciones J = 0 → J = 0, ∆mJ = 0,±1,
pero ∆mJ = 0 es prohibido si ∆J = 0.

Para un átomo donde j − j donde el acoplamiento es dominate, de este modo tenemos: para el salto
de electrones, excepto ∆l = ±1, también: ∆j = 0,±1, y para todo slos otros electrones: ∆j = 0.
Para el atomo en conjunto se tiene: ∆J = 0,±1 pero no J = 0→ J = 0 transisiones y ∆mJ = 0,±1,
pero ∆mJ = 0 es prohibida si ∆J = 0.

10.13 Interración con campos electromagnéticos

El hamiltoniano de un electrón en un campo electromagnético es descrito por:

H =
1
2µ

(~p+ e ~A)2 − eV = − h̄
2

2µ
∇2 +

e

2µ
~B · ~L+

e2

2µ
A2 − eV
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donde µ es la masa reducida del sistema. El término ∼ A2 puede usualmente ser despresiado,
excepto para campos realmente fuertes o movimientos macroscópicos. Para ~B = B~ez es descrito por
e2B2(x2 + y2)/8µ.

Cuando la trasformación de norma ~A′ = ~A − ∇f , V ′ = V + ∂f/∂t es aplicada a los potenciales
de las funciónes de onda es también trasformado de acuerdo a ψ′ = ψeiqef/h̄ con qe la carga de la
part́ıcula. Porque f = f(x, t), esto es llamado una trasformación de norma local, en contraste con
una trasformación de norma global que puede ser siempre aplicado.

10.14 Teoŕıa de perturbaciones

10.14.1 Teoŕıa de perturbaciones dependiente del tiempo

Para resolver la ecuación (H0 + λH1)ψn = Enψn se debe encontrar una función propia de H =
H0 +λH1. Supongamos que φn es un conjunto completo de funciones propias de un hamiltoniano no
perturbado H0: H0φn = E0

nφn. Porque φn es un conjunto completo:

ψn = N(λ)

φn +
∑
k 6=n

cnk(λ)φk


Cuando cnk y En son expandidos en λ: cnk = λc

(1)
nk + λ2c

(2)
nk + · · ·

En = E0
n + λE

(1)
n + λ2E

(2)
n + · · ·

y estos es colocado en la ecuación de Schrödinger el resultado es: E(1)
n = 〈φn|H1|φn〉 y

c(1)nm =
〈φm|H1|φn〉
E0

n − E0
m

si m 6= n. El segundo orden de corrección de la enerǵıa es dado por:

E(2)
n =

∑
k 6=n

| 〈φk|H1|φn〉 |2

E0
n − E0

k

. Aśı el primer orden da: ψn = φn +
∑
k 6=n

〈φk|λH1|φn〉
E0

n − E0
k

φk.

En caso que los niveles sean degenerados la última ecuación no es valida. En tal caso un conjunto de
funciones ortonormales φni es escogido para cada nivel n, de modo que 〈φmi|φnj〉 = δmnδij . Ahora ψ
es expandido como:

ψn = N(λ)

∑
i

αiφni + λ
∑
k 6=n

c
(1)
nk

∑
i

βiφki + · · ·


Eni = E0

ni + λE
(1)
ni es aproximado por E0

ni := E0
n. Sustituyendo en la ecuación de Schrödinger y

tomando el producto punto con φni dando:
∑
i

αi 〈φnj |H1|φni〉 = E
(1)
n αj . Normalización requiere que∑

i

|αi|2 = 1.

10.14.2 Teoŕıa de perturbaciones dependiente del tiempo

De la ecuación de Schrödinger ih̄
∂ψ(t)
∂t

= (H0 + λV (t))ψ(t)

y la expansión ψ(t) =
∑

n

cn(t) exp
(
−iE0

nt

h̄

)
φn con cn(t) = δnk + λc

(1)
n (t) + · · ·

continuado: c(1)n (t) =
λ

ih̄

t∫
0

〈φn|V (t′)|φk〉 exp
(
i(E0

n − E0
k)t′

h̄

)
dt′
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10.15 Sistemas de N-part́ıculas

10.15.1 General

Part́ıculas idénticas son indistinguibles. Para la función de onda total de un sistema de particulas
identicas indestiguibles se tiene:

1. Part́ıculas con spin integrado tipo mitad impar (Fermiones): ψtotal debe ser simétrico inter-
cambiable en sus coordenadas (espaciales y de spin) de cada par de part́ıculas. El principio de
Pauli resulta de esto: dos fermiones no pueden existir en un estado identico porque entonces
ψtotal = 0.

2. Part́ıculas con spin integrado (Bosones): ψtotal debe ser simétrico w.r.t. intercambiable en las
coordenadas (espacial y de spin) de cada par de part́ıculas.

Para un sistema de dos electrones existen dos posibilidades para la función de onda espacial. Cuando
a y b son los números cuánticos del electrón uno y dos obteniendo:

ψS(1, 2) = ψa(1)ψb(2) + ψa(2)ψb(1) , ψA(1, 2) = ψa(1)ψb(2)− ψa(2)ψb(1)

Porque las particulas no se aproximan una a la otra la enerǵıa de repulsión en ψA en el estado es más
pequeño. La siguiente función de onda del spin son posibles:

χA = 1
2

√
2[χ+(1)χ−(2)− χ+(2)χ−(1)] ms = 0

χS =


χ+(1)χ+(2) ms = +1
1
2

√
2[χ+(1)χ−(2) + χ+(2)χ−(1)] ms = 0

χ−(1)χ−(2) ms = −1
Porque la función de onda total debe ser anti-simétrica se obstine: ψtotal = ψSχA o ψtotal = ψAχS.

Para N part́ıculas la función espacia simétrica es dada por:

ψS(1, ..., N) =
∑

ψ(all permutaciones de 1..N)

La función de onda anti-simétrica es dada por el determinante ψA(1, ..., N) =
1√
N !
|uEi

(j)|

10.15.2 Moléculas

La función de onda de una átomo a y b son φa y φb. Si los dos átomos se aproximan uno al otro
existen dos posibilidades: la función de onda total se aproxima a la función de enlace con enerǵıa
total menor ψB = 1

2

√
2(φa + φb) o se aproxima a una función de repulsión con enerǵıa máxima

ψAB = 1
2

√
2(φa − φb). Si una molécula-orbital es simétrica w.r.t. el eje de conexión, como una

combinación de dos orbitales s que son llamados orbitales σ, de otro modo son llamados orbitales π,
como la combinación de dos orbitales p a lo largo de dos ejes.

La enerǵıa de un sistema es: E =
〈ψ|H|ψ〉
〈ψ|ψ〉

.

La enerǵıa calculada con este método siempre es Mayor que la enerǵıa real si ψ es únicamente una
aproximación para la solución de Hψ = Eψ. También, si exiten más funciónes a escoger, la función
que da la más baja enerǵıa es la mejor aproximación. Aplicando esto a la función ψ =

∑
ciφi

encontramos: (Hij − ESij)ci = 0. Esta ecuación tiene una solución única si el determinante secular
|Hij − ESij | = 0. Aqúı, Hij = 〈φi|H|φj〉 y Sij = 〈φi|φj〉. αi := Hii es la integral de Coulomb y
βij := Hij la integral de intercambio. Sii = 1 y Sij es la integral de traslape.

La primera aproximación en la teoŕıa molecular-orbital es la colocación de ambos electrones de un
enlace qúımico en un enlace orbital: ψ(1, 2) = ψB(1)ψB(2). Esto resulta en una gran densidad
de electrones entre los nucleones y entonces una repulsión. Una mejor aproximación es: ψ(1, 2) =
C1ψB(1)ψB(2) + C2ψAB(1)ψAB(2), con C1 = 1 y C2 ≈ 0.6.

En algunos átomos, tales como C, son energéticamente más adecuados para formar orbitales que son
combinaciones lineales de estados s, p y d. Existen tres modos de hibridizacion en C:
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1. hibridos SP: ψsp = 1
2

√
2(ψ2s ± ψ2pz

). Existen dos orbitales hibridos que son colocados en una
linea a 180◦. Para los orbitales 2px y 2py permanecen.

2. hibridos SP2: ψsp2 = ψ2s/
√

3 + c1ψ2pz
+ c2ψ2py

, donde (c1, c2) ∈ {(
√

2/3, 0), (−1/
√

6, 1/
√

2)
, (−1/

√
6,−1/

√
2)}. Los tres orbitales SP2 estan en un plano, con ejes de simetria que estan al

ángulo de 120◦.

3. hibridos SP3: ψsp3 = 1
2 (ψ2s ± ψ2pz

± ψ2py
± ψ2px

). Los cuatro orbitales SP3 de un tetrahedro
con ejes de simetria a un ángulo de 109◦28′.

10.16 Quantum statistics

If a system exists in a state in which one has not the disposal of the maximal amount of information
about the system, it can be described by a density matrix ρ. If the probability that the system is in
state ψi is given by ai, one can write for the expectation value a of A: 〈a〉 =

∑
i

ri〈ψi|A|ψi〉.

If ψ is expanded into an orthonormal basis {φk} as: ψ(i) =
∑
k

c
(i)
k φk, holds:

〈A〉 =
∑

k

(Aρ)kk = Tr(Aρ)

where ρlk = c∗kcl. ρ is hermitian, with Tr(ρ) = 1. Further holds ρ =
∑
ri|ψi〉〈ψi|. The probability to

find eigenvalue an when measuring A is given by ρnn if one uses a basis of eigenvectors of A for {φk}.
For the time-dependence holds (in the Schrödinger image operators are not explicitly time-dependent):

ih̄
dρ

dt
= [H, ρ]

For a macroscopic system in equilibrium holds [H, ρ] = 0. If all quantumstates with the same energy
are equally probable: Pi = P (Ei), one can obtain the distribution:

Pn(E) = ρnn =
e−En/kT

Z
with the state sum Z =

∑
n

e−En/kT

The thermodynamic quantities are related to these definitions as follows: F = −kT ln(Z), U = 〈H〉 =∑
n
pnEn = − ∂

∂kT
ln(Z), S = −k

∑
n
Pn ln(Pn). For a mixed state of M orthonormal quantum states

with probability 1/M follows: S = k ln(M).

The distribution function for the internal states for a system in thermal equilibrium is the most
probable function. This function can be found by taking the maximum of the function which gives
the number of states with Stirling’s equation: ln(n!) ≈ n ln(n)−n, and the conditions

∑
k

nk = N and∑
k

nkWk = W . For identical, indistinguishable particles which obey the Pauli exclusion principle the

possible number of states is given by:

P =
∏
k

gk!
nk!(gk − nk)!

This results in the Fermi-Dirac statistics. For indistinguishable particles which do not obey the
exclusion principle the possible number of states is given by:

P = N !
∏
k

gnk

k

nk!

This results in the Bose-Einstein statistics. So the distribution functions which explain how particles
are distributed over the different one-particle states k which are each gk-fold degenerate depend on
the spin of the particles. They are given by:
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1. Estadistica de Fermi-Dirac: spin entero. nk ∈ {0, 1}, nk =
N

Zg

gk

exp((Ek − µ)/kT ) + 1
with ln(Zg) =

∑
gk ln[1 + exp((Ei − µ)/kT )].

2. Estadistica de Bose-Einstein: spin (2n+1)/2. nk ∈ IN , nk =
N

Zg

gk

exp((Ek − µ)/kT )− 1
with ln(Zg) = −

∑
gk ln[1− exp((Ei − µ)/kT )].

Aqui, Zg is the large-canonical state sum and µ the chemical potential. It is found by demanding∑
nk = N , and for it holds: lim

T→0
µ = EF, the Fermi-energy. N is the total number of particles. The

Maxwell-Boltzmann distribution can be derived from this in the limit Ek − µ� kT :

nk =
N

Z
exp

(
−Ek

kT

)
with Z =

∑
k

gk exp
(
−Ek

kT

)
With the Fermi-energy, the Fermi-Dirac and Bose-Einstein statistics can be written as:

1. Fermi-Dirac statistics: nk =
gk

exp((Ek − EF)/kT ) + 1
.

2. Bose-Einstein statistics: nk =
gk

exp((Ek − EF)/kT )− 1
.



Chapter 11

F́ısica de Plasmas

11.1 Introducción

El The grado de ionización α de un plasma es definido por: α =
ne

ne + n0

donde ne es la densidad electrónica y n0 es la densidad de las part́ıculas neutras. Si un plasma
contiene únicamente carga negativa en los iones, el término α no esta bien definido.

La probabilidad de un part́ıcula a colacionar con otra es dado por: dP = nσdx, donde σ es la sección
efectiva. La frecuencia de colisión νc = 1/τc = nσv. El camino libre medio es determinado por
λv = 1/nσ. El rate coefficient K es definido por K = 〈σv〉. El número de colisiones por unidad de
tiempo y volumen entre dos part́ıculas de clase uno y clase dos determinado por n1n2 〈σv〉 = Kn1n2.

El potencial de un electrón es descrito por:

V (r) =
−e

4πε0r
exp

(
− r

λD

)
with λD =

√
ε0kTeTi

e2(neTi + niTe)
≈
√
ε0kTe

nee2

porque la carga es envuelta en el plasma. Aqúı, λD es la longitud de Debye. Para distancias < λD

el plasma no puede ser asumido como quasi-neutral. Desviaciones del cambio de la neutralidad por
movimiento térmico es compensando por oscilaciones con la frecuencia

ωpe =

√
nee2

meε0

La distancia de la aproximación más cercana cuando dos part́ıculas con cargas iguales colacionan en
una desviación de π/2 es 2b0 = e2/(4πε0 1

2mv
2). Un plasma “puro” es definido como el plasma que

presenta: b0 < n
−1/3
e � λD � Lp. Aqúı Lp := |ne/∇ne| es la longitud del gradiente de el plasma.

11.2 Transporte

Tiempos de relajación son definidos como τ = 1/νc. Comenzando con σm = 4πb20 ln(ΛC) y con
1
2mv

2 = kT puede encontrarse que:

τm =
4πε20m

2v3

ne4 ln(ΛC)
=

8
√

2πε20
√
m(kT )3/2

ne4 ln(ΛC)

Para la trasferencia de momentum entre electrones e iones se tiene para una distribución de velocidades
maxwelliana:

τee =
6π
√

3ε20
√
me(kTe)3/2

nee4 ln(ΛC)
≈ τei , τii =

6π
√

3ε20
√
mi(kTi)3/2

nie4 ln(ΛC)

La enerǵıa en el tiempo de relajación para part́ıculas idénticas es igual al tiempo de la relajacion del
moemntum. Porque para colisiones e-i la trasferencia de enerǵıa es únicamente ∼ 2me/mi este es
proceso lento. Aproximadamente se tiene: τee : τei : τie : τE

ie = 1 : 1 :
√
mi/me : mi/me.

La relajación para interacciones e-o es mucho mas complicada. Para T > 10 eV se tiene aproximada-
mente: σeo = 10−17v

−2/5
e , para menores enerǵıas esto puede ser diez veces menor.

65
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La resistividad η = E/J de un plasma es dada por:

η =
nee

2

meνei
=

e2
√
me ln(ΛC)

6π
√

3ε20(kTe)3/2

Los coeficiente de difusión D es definida por medio del flujo Γ por ~Γ = n~vdiff = −D∇n. La ecuación
de continuidad es ∂tn +∇(nvdiff) = 0 ⇒ ∂tn = D∇2n. Encontramos que D = 1

3λvv. Una primitiva
estimación resulta τD = Lp/D = L2

pτc/λ
2
v. Para Plasmas magnetizados λv debe ser reemplazado

por el radio de ciclotrón. En campos eléctricos también se tiene ~J = neµ~E = e(neµe + niµi) ~E con
µ = e/mνc la movilidad de las part́ıculas. La razón de Einstein es:

D

µ
=
kT

e

Porque un plasma es eléctricamente neutro, electrones e iones están fuertemente acoplados y no se
difunden independientemente. El coeficiente de difusión ambipolar Damb es definido por ~Γ = ~Γi =
~Γe = −Damb∇ne,i. De esto se tiene que

Damb =
kTe/e− kTi/e

1/µe − 1/µi
≈ kTeµi

e

En un campo magnético externo B0 las part́ıculas pueden moverse en órbitas espirales con el radio de
ciclotrón ρ = mv/eB0 y con frecuencia de ciclotrón Ω = B0e/m. La orbita helicoidal es perturbada
por colisiones. Un plasma es llamado magnetizado si λv > ρe,i. Aśı, los electrones son magnetizados
si

ρe

λee
=
√
mee

3ne ln(ΛC)
6π
√

3ε20(kTe)3/2B0

< 1

Magnetización de solamente los electrones es suficiente para confinar razonablemente el plasma,
porque ellos se encuentra acoplados a los iones por la neutralidad de la carga. En caso de un coe-
ficiente magnético: ∇p = ~J × ~B. Combinando las dos ecuaciones de Maxwell estacionarias para el
campo B estas forman las ecuaciones ideales de magneto-hidrodinámica. Para un campo B uniforme:
p = nkT = B2/2µ0.

En ambos campos magnético y eléctrico están presentes electrones e iones que se mueven en la misma
dirección. Si ~E = Er~er +Ez~ez y ~B = Bz~ez el ~E× ~B deriva resulta en una velocidad ~u = ( ~E× ~B )/B2

y la velocidad en el r, ϕ plano es ṙ(r, ϕ, t) = ~u+ ~̇ρ(t).

11.3 Colisiones elásticas

11.3.1 General

El ángulo de esparcimiento de una part́ıcula en la inter-
acción con otras part́ıculas, como muestra la figura a la
derecha es:

χ = π − 2b

∞∫
ra

dr

r2

√
1− b2

r2
− W (r)

E0

Las part́ıculas con un parámetro de impacto entre b and
b + db, se mueven a través de un anillo imaginario con
dσ = 2πbdb dejando el área de esparcimiento en un
ángulo sólido dΩ = 2π sin(χ)dχ. La sección efectiva
diferencial es entonces definida como:

I(Ω) =
∣∣∣∣ dσdΩ

∣∣∣∣ = b

sin(χ)
∂b

∂χ

6?

@@IR

χ

M

b

b

ra
ϕ
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Para una enerǵıa potencial W (r) = kr−n se obtiene: I(Ω, v) ∼ v−4/n.

Para enerǵıas bajas, O(1 eV), σ presenta un mı́nimo de Ramsauer. Este aparece de la interferencia
de la materia con las ondas detrás del objeto. I(Ω) para ángulos 0 < χ < λ/4 es mas grande que el
valor clásico.

11.3.2 La interacción de Coulomb

Para la interacción de Coulomb se obtiene: 2b0 = q1q2/2πε0mv2
0 , aśı W (r) = 2b0/r. Se tiene

b = b0 cot( 1
2χ) y

I(Ω =
b

sin(χ)
∂b

∂χ
=

b20
4 sin2( 1

2χ)

Porque la influencia de la part́ıcula desaparece en r = λD obteniéndose: σ = π(λ2
D − b20). Porque

dp = d(mv) = mv0(1 − cosχ) una sección efectiva relacionada con la transferencia de momento σm

es dada por:

σm =
∫

(1− cosχ)I(Ω)dΩ = 4πb20 ln
(

1
sin( 1

2χmin)

)
= 4πb20 ln

(
λD

b0

)
:= 4πb20 ln(ΛC) ∼ ln(v4)

v4

donde ln(ΛC) es el logaritmo de Coulomb. Para esta cantidad se tiene: ΛC = λD/b0 = 9n(λD).

11.3.3 La interacción del dipolo inducido

La interacción del d́ıpolo inducido, con ~p = α~E, muestra un potencial V y una enerǵıa W en un
campo dipolar se describe aśı:

V (r) =
~p · ~er

4πε0r2
, W (r) = − |e|p

8πε0r2
= − αe2

2(4πε0)2r4

con ba = 4

√
2e2α

(4πε0)2 1
2mv

2
0

obteniéndose: χ = π − 2b

∞∫
ra

dr

r2

√
1− b2

r2
+

b4a
4r4

Si b ≥ ba la carga puede alcanzar al átomo. Las fuerzas nucleares repulsivas previenen que suceda. Si
el ángulo de dispersión es varias veces 2π se le denomina capturado. La sección eficaz para captura
σorb = πb2a es denominado el limite Langevin, y es la estimación menor para la sección eficaz.

11.3.4 El centro de masa del sistema

Si las colisiones de dos part́ıculas con masas m1 y m2 con esparcimiento en el centro de masa del
sistema por un ángulo χ son comparadas con el esparcimiento bajo el ángulo θ en el sistema del
laboratorio es:

tan(θ) =
m2 sin(χ)

m1 +m2 cos(χ)

La pérdida de enerǵıa ∆E de una part́ıcula incidente es:

∆E
E

=
1
2m2v

2
2

1
2m1v2

1

=
2m1m2

(m1 +m2)2
(1− cos(χ))

11.3.5 Luz esparcida

El esparcimiento de luz por electrones libres es llamado esparcimiento de Thomson. El esparcimiento
es libre de los efectos colectivos si kλD � 1. La sección eficaz σ = 6.65 · 10−29m2 y

∆f
f

=
2v
c

sin( 1
2χ)
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Esto da para una enerǵıa de esparcimiento Escat ∼ nλ4
0/(λ

2−λ2
0)

2 con n la densidad. Si λ� λ0 esto es
denominado esparcimiento de Rayleigh. El esparcimiento de Thomson es un limite del esparcimiento
de Compton, que es descrito por λ′ − λ = λC(1 − cosχ) with λC = h/mc Bo se emplean efectos
relativistas porque no son importantes.

11.4 Termodinámica en equilibrio y reversibilidad

La ley de radiación de Planck y la velocidad de distribucion de Maxwell aseguran el equilibrio de un
plasma cuando:

ρ(ν, T )dν =
8πhν3

c3
1

exp(hν/kT )− 1
dν , N(E, T )dE =

2πn
(πkT )3/2

√
E exp

(
− E

kT

)
dE

“ Balance detallado” significa que el número de reacciones en una dirección es igual al número de
reacciones en la dirección opuesta, porque ambos procesos tienen la misma probalidad si se corrige
para el espacio de fase. Para la reacción∑

adelante

XΘadelante ←→
∑
atras

Xatras

El plasma en equilibrio presenta reversibilidad microscópica:∏
adelante

η̂adelante =
∏
atras

η̂atras

Considerando la distribución de velocidad maxwelliana:

η̂x =
nx

gx

h3

(2πmxkT )3/2
e−Ekin/kT

donde g es el peso estad́ıstico para el estado y n/g := η. Para electrones se tiene g = 2, Para estados
excitados usualmente se tiene g = 2j + 1 = 2n2.

Con ello encontramos que para el balance de Boltzmann, Xp + e− ←→ X1 + e− + (E1p):

nB
p

n1
=
gp

g1
exp

(
Ep − E1

kTe

)
y para el balance de Saha, Xp + e− + (Epi) ←→ X+

1 + 2e−:

nS
p

gp
=
n+

1

g+
1

ne

ge

h3

(2πmekTe)3/2
exp

(
Epi

kTe

)
Porque el número de part́ıculas del lado izquierdo y del lado derecho de la ecuación es diferente,
permanece un factor de g/Ve. Este factor causa el llamado salto de Saha.

Para reversibilidad microscópica podemos derivar que para la razon de coeficientes K(p, q, T ) :=
〈σv〉pq se obtine:

K(q, p, T ) =
gp

gq
K(p, q, T ) exp

(
∆Epq

kT

)

11.5 Colisiones inelásticas

11.5.1 Tipos de colisiones

La enerǵıa cinética puede ser separa en una parte of y otra parte in del centro de masa del sistema.
La enerǵıa in el centro de masa del sistema es permite que se presentan reacciones. Esta enerǵıa es
descrita por:

E =
m1m2(v1 − v2)2

2(m1 +m2)
Algunos tipos importantes de colisiones inelásticas en f́ısica de plasmas son:
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1. Excitación: Ap + e− ←→ Aq + e−

2. Decaimiento: Aq ←→ Ap + hf

3. Ionización y recombinacion de tres particulas: Ap + e− ←→ A+ + 2e−

4. Recombinación radiactiva: A+ + e− ←→ Ap + hf

5. Emisión estimulada : Aq + hf → Ap + 2hf

6. Ionización asociativa: A∗∗ + B ←→ AB+ + e−

7. Ionización Penning: b.v. Ne∗ + Ar ←→ Ar+ + Ne + e−

8. Transferencia de carga: A+ + B ←→ A + B+

9. trasferencia resonante de carga: A+ + A ←→ A + A+

11.5.2 Sección efectiva

La colisión entre un electrón y un átomo puede aproximarse por una colisión entre un electrón y uno
e los electrones del átomo. Resultando en:

dσ

d(∆E)
=

πZ2e4

(4πε0)2E(∆E)2

Continuando para la transmisión p→ q: σpq(E) =
πZ2e4∆Eq,q+1

(4πε0)2E(∆E)2pq

Para la ionización del estado p se obtiene una aproximación buena: σp = 4πa2
0Ry

(
1
Ep
− 1
E

)
ln
(

1.25βE
Ep

)
Para la transferencia resonante de carga se obtiene: σex =

A[1−B ln(E)]2

1 + CE3.3

11.6 Radiación

En equilibrio se obtiene para el proceso de radiación:

npApq︸ ︷︷ ︸
emission

+ npBpqρ(ν, T )︸ ︷︷ ︸
stimulated emission

= nqBqpρ(ν, T )︸ ︷︷ ︸
absorption

Aqúı, Apq es elemento de matriz de la transmisión p→ q, y es descrito por:

Apq =
8π2e2ν3|rpq|2

3h̄ε0c3
with rpq = 〈ψp|~r |ψq〉

Para el átomo de hidrogeno se tiene: Ap = 1.58 · 108Z4p−4.5, con Ap = 1/τp =
∑
q
Apq. La intensidad

I de una linea es descrito por Ipq = hfApqnp/4π. Los coeficientes de Einstein B son dados por:

Bpq =
c3Apq

8πhν3
and

Bpq

Bqp
=
gq

gp

Una linea espectral es ensanchada por varios mecanismos:

1. Porque los estados tienen un vida finita. El tiempo de vida natural de un estado p es dado por
τp = 1/

∑
q
Apq. Del principio de incertidumbre se tiene que: ∆(hν) · τp = 1

2 h̄, esto nos da

∆ν =
1

4πτp
=

∑
q
Apq

4π

El ancho natural de ĺınea es usualmente � más que el ensanchamiento debido a los siguientes
dos mecanismos:
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2. El ensanchamiento Doppler es causado por el movimiento térmico de las part́ıculas:

∆λ
λ

=
2
c

√
2 ln(2)kTi

mi

Este ensanchamiento resulta en una ĺınea de perfil tipo gaussiano:
kν = k0 exp(−[2

√
ln 2(ν − ν0)/∆νD]2), con k el coeficiente de absorción o de emisión.

3. El ensanchamiento Stark es causado por el campo eléctrico de los electrones:

∆λ1/2 =
[

ne

C(ne, Te)

]2/3

para la linea H-β: C(ne, Te) ≈ 3 · 1014 Å−3/2cm−3.

El ensanchamiento natural y el ensanchamiento Stark resultan en un perfil de Lorentz en la ĺınea
espectral : kν = 1

2k0∆νL/[( 1
2∆νL)2 +(ν−ν0)2]. La forma total de la ĺınea es la convoulción del perfil

de Gauss y de Lorentz y se le denomina un perfil de Voigt.

El nuumero de transiciones p→ q es dado por npBpqρ y por npnhf 〈σac〉 = np(ρdν/hν)σac donde dν
es el ancho de ĺınea. Por siguiente, para la seccion efectiva del proceso de absorción: σa = Bpqhν/cdν.

La radiación de fondo en un plasma es originada por dos procesos:

1. radiación de enlaces libres, originaria de la precombinación radiativa. La emisión es descrita
por:

εfb =
C1

λ2

zinine√
kTe

[
1− exp

(
− hc

λkTe

)]
ξfb(λ, Te)

con C1 = 1.63 · 10−43 Wm4K1/2sr−1 y ξ el factor Biberman.

2. radiación libre-libre, originaria de la aceleración de part́ıculas en campos EM de otras part́ıculas:

εff =
C1

λ2

zinine√
kTe

exp
(
− hc

λkTe

)
ξff (λ, Te)

11.7 La ecuación de trasporte de Boltzmann

Se asume que existe una función de distribución F para el plasma que:

F (~r,~v, t) = Fr(~r, t) · Fv(~v, t) = F1(x, t)F2(y, t)F3(z, t)F4(vx, t)F5(vy, t)F6(vz, t)

Entonces el BTE es:
dF

dt
=
∂F

∂t
+∇r · (F~v ) +∇v · (F~a ) =

(
∂F

∂t

)
coll−rad

Asumiendo que v no depende de r y ai no depende de vi, Se obtine ∇r · (F~v ) = ~v ·∇F y ∇v · (F~a ) =
~a ·∇vF . Esto es cierto en campos magnéticos, también. Porque ∂ai/∂xi = 0. La velocidad es parada
en un velocidad termica ~vt y una velociad de deriva ~w. La densidad total es dada por n =

∫
Fd~v y∫

~vFd~v = n~w.

La ecuación de balance puede ser obtenida por medio de método de un momento:

1. Balance de masa:
∫

(BTE)d~v ⇒ ∂n

∂t
+∇ · (n~w) =

(
∂n

∂t

)
cr

2. Balance de momentum:
∫

(BTE)m~vd~v ⇒ mn
d~w

dt
+∇T′ +∇p = mn 〈~a 〉+ ~R

3. Balance de enerǵıa:
∫

(BTE)mv2d~v ⇒ 3
2
dp

dt
+

5
2
p∇ · ~w +∇ · ~q = Q
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Aqúı, 〈~a 〉 = e/m( ~E + ~w × ~B ) es el promedio de la aceleración, ~q = 1
2nm

〈
~v 2
t ~vt

〉
el flujo de calor,

Q =
∫
mv2

t

r

(
∂F

∂t

)
cr

d~v el término de la fuente para la producción de enerǵıa, ~R es un término de

fricción y p = nkT la presion.

Una derivación termodinámica nos permite obtener la presión total: p = nkT =
∑

i

pi−
e2(ne + zini)

24πε0λD

Para la conductancia electrica en un plasma se emplea la conservación de momentum, if we � wi:

η ~J = ~E −
~J × ~B +∇pe

ene

En un plasma donde solamente se presentan colisiones elásticas e-a son importantes la función de
distribución de enerǵıa es la distribución de Druyvesteyn :

N(E)dE = Cne

(
E

E0

)3/2

exp

[
−3me

m0

(
E

E0

)2
]
dE

with E0 = eEλv = eE/nσ.

11.8 Modelos radiativos de colisión

Estos modelos son las ecuaciones de primer momento para estados excitados. Se asume valida la
quasi-estacinaridad de los estados, donde ∀p>1[(∂np/∂t = 0) ∧ (∇ · (np ~wp) = 0)]. Lo que resulta en:(

∂np>1

∂t

)
cr

= 0 ,
∂n1

∂t
+∇ · (n1 ~w1) =

(
∂n1

∂t

)
cr

,
∂ni

∂t
+∇ · (ni ~wi) =

(
∂ni

∂t

)
cr

Con soluciones np = r0pn
S
p + r1pn

B
p = bpn

S
p. Obteniendose para todos los niveles de colision que

δbp := bp − 1 = b0p
−x
eff with peff =

√
Ry/Epi y 5 ≤ x ≤ 6. Para sitemas en ESP, donde solamente se

presentan colisones de excitación y des-excitación entre niveles p y p± 1 es tomado en cuenta x = 6.
Incluso en plasmas lejos del equilibrio, los niveles excitados alcanzan eventualmente el ESP, De este
modo una cierta densidad en el nivel puede calcularse.

Para encontrar las densidades de población de un nivel inferior en el caso estacionario podemos
comenzar con un equilibrio microscópico:

Number of populating processes of level p = Number of depopulating processes of level p ,

When this is expanded it becomes:

ne

∑
q<p

nqKqp︸ ︷︷ ︸
coll. excit.

+ne

∑
q>p

nqKqp︸ ︷︷ ︸
coll. deexcit.

+
∑
q>p

nqAqp︸ ︷︷ ︸
rad. deex. to

+ n2
eniK+p︸ ︷︷ ︸

coll. recomb.

+ neniαrad︸ ︷︷ ︸
rad. recomb

=

nenp

∑
q<p

Kpq︸ ︷︷ ︸
coll. deexcit.

+nenp

∑
q>p

Kpq︸ ︷︷ ︸
coll. excit.

+ np

∑
q<p

Apq︸ ︷︷ ︸
rad. deex. from

+nenpKp+︸ ︷︷ ︸
coll. ion.

11.9 Ondas en plasmas

La interacción de ondas electromagnéticas en plasmas resulta en el esparcimiento y absorción de en-
erǵıa. Para ondas electromagneticas con número de onda complejo k = ω(n+iκ)/c en una dimension,
encontramos: Ex = E0e−κωx/c cos[ω(t− nx/c)]. El ı́ndice de refracción n es dado por:

n = c
k

ω
=

c

vf
=

√
1−

ω2
p

ω2
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Para disturbios en la dirección z en un plasma frió, homogéneo, magnetizado: ~B = B0~ez + ~̂
Bei(kz−ωt)

y n = n0 + n̂ei(kz−ωt) ( campos E externos son probados) siguiendo, con las definiciones α = ωp/ω y
β = Ω/ω y ω2

p = ω2
pi + ω2

pe:

~J = ~~σ ~E ,with ~~σ = iε0ω
∑

s

α2
s


1

1− β2
s

−iβs

1− β2
s

0

iβs

1− β2
s

1
1− β2

s

0

0 0 1


donde la suma es tomada sobre las especies de part́ıculas s. El tensor dielectrico E , con la propidad:

~k · (~~E · ~E) = 0

es dado por ~~E = ~~I − ~~σ/iε0ω.

Con las definiciones S = 1−
∑

s

α2
s

1− β2
s

, D =
∑

s

α2
sβs

1− β2
s

, P = 1−
∑

s

α2
s

siguiendo:

~~E =

 S −iD 0
iD S 0
0 0 P


Los valores propios de esta matriz hermitiana son R = S +D, L = S −D, λ3 = P , con los vectores
propios ~er = 1

2

√
2(1, i, 0), ~el = 1

2

√
2(1,−i, 0) y ~e3 = (0, 0, 1). ~er es conectada con un campo rotatorio

derecho para que iEx/Ey = 1 y ~el es conectada con un campo rotatorio izquierdo para el que
iEx/Ey = −1. When k haciendo un ángulo θ con ~B encontramos:

tan2(θ) =
P (n2 −R)(n2 − L)

S(n2 −RL/S)(n2 − P )

donde n es el ı́ndice de refracción. Para esto las siguientes soluciones puede ser obtenidas:

A. θ = 0: transmisión en la dirección z.

1. P = 0: Ex = Ey = 0. Esto describe una onda con polarizacion lineal longitudinal.

2. n2 = L: onda polarizada circularmente a la izquierda.

3. n2 = R: onda polarizada circularmente a la derecha.

B. θ = π/2: trasmisión ⊥ el campo B.

1. n2 = P : el modo ordinario: Ex = Ey = 0. This is a transversal linear polarized wave.

2. n2 = RL/S: el modo extraordinario: iEx/Ey = −D/S, una onda polarizada eĺıpticamente.

Frecuencias de resonancia son frecuencias para las que n2 → ∞, aśı vf = 0. Para estos se tiene:
tan(θ) = −P/S. Para R→∞ esto da la frecuencia de resonancia de ciclotrón ω = Ωe, para L→∞
la frecuencia de resonancia ciclotrón de iones ω = Ωi y para S = 0 obteniéndose para el modo
extraordinario:

α2

(
1− mi

me

Ω2
i

ω2

)
=
(

1− m2
i

m2
e

Ω2
i

ω2

)(
1− Ω2

i

ω2

)
frecuencias de corte son frecuentcias para las que n2 = 0, aśı vf → ∞. Para estos se tiene: P = 0 o
R = 0 o L = 0.

En el caso que β2 � 1 encuentrazos a las ondas de Alfvén propagándose paralelas a las ĺıneas de
campo. Con la velocidad Alfvén

vA =
ΩeΩi

ω2
pe + ω2

pi

c2

continuando: n =
√

1 + c/vA, y en el caso vA � c: ω = kvA.



Chapter 12

F́ısica del estado sólido

12.1 Estructura cristalina

Una capa es definida por tres vectores de traslación ~ai, de modo que la composición atómica sea
idéntica en cada punto ~r y ~r′ = ~r + ~T , donde ~T es un vector de traslación: ~T = u1~a1 + u2~a2 + u3~a3

with ui ∈ IN . Una capa puede ser construida de celdas primitivas. Como una celda primitiva puede
ser un paralepipedo, con volumen

Vcell = |~a1 · (~a2 × ~a3)|
Porque la capa tiene una propiedad f́ısica estructural que están conectadas con la capa que tiene el
mismo periodo (despreciando efectos de frontera):

ne(~r + ~T ) = ne(~r )

Esta periodicidad es adecuada para un uso del analisis de Fourier: n(~r ) es expandido:

n(~r ) =
∑
G

nG exp(i ~G · ~r )

con
nG =

1
Vcell

∫∫
cell

∫
n(~r ) exp(−i ~G · ~r )dV

~G es el vector reciproco de capa. Si ~G es escrito como ~G = v1~b1 + v2~b2 + v3~b3 con vi ∈ IN , se tiene
para los vectores ~bi, ciclamente:

~bi = 2π
~ai+1 × ~ai+2

~ai · (~ai+1 × ~ai+2)

El conjunto de vectores ~G determinan la difracción de Röntgen: un máximo en la radiación reflejada
ocurre si: ∆~k = ~G con ∆~k = ~k−~k′. Aśı: 2~k · ~G = G2. De lo anterior se obtiene para planos de capas
paralelas (refracción de Bragg) para el máximo se tiene: 2d sin(θ) = nλ.

La zona de Brillouines definada como una celda de Wigner-Seitz en la capa reciproca.

12.2 Enlace cristalino

Podemos distinguir entre cuatro clases de enlaces:

1. Enlace de Van der Waals

2. Enlace iónico

3. Enlace covalente o homopolar

4. Enlace metálico

Para el enlace del NaCl la enerǵıa por molécula es calculada por medio de:
E = enerǵıa cohesiva (NaCl) enerǵıa de iotización (Na) + afinidad electrónica (Cl)

La interacción en un enlace covalente depende de las orientaciones de spin de los electrones que
constituyen el enlace. La enerǵıa potencial para dos spines paralelos es mayor que la enerǵıa potencial
de dos spines anti-paralelos. En consecuencia, para la enerǵıa potencia para dos spines anti-paralelos
tiene algunas veces un mı́nimo. En tal caso el enlace no es posible.
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12.3 Vibraciones cristalinas

12.3.1 Una capa con un tipo de átomo

En este modelo las vibraciones cristalinas sólo son interacciones cercanas al vecindario son tomadas
en cuenta. La fuerza en el átomo s con masa M puede entonces ser escrito como:

Fs = M
d2us

dt2
= C(us+1 − us) + C(us−1 − us)

Asumiendo que todas las soluciones tineen la misma dependencia en el tiempo exp(−iωt) resultado
en:

−Mω2us = C(us+1 + us−1 − 2us)

Entonces se puede postular: us±1 = u exp(isKa) exp(±iKa).

Lo que da: us = exp(iKsa). Sustituyendo en las dos últimas ecuaciones en la primera resulta en un
sistema de ecuaciones lineales, que tiene una única solución si su determinante es 0. lo que da:

ω2 =
4C
M

sin2( 1
2
Ka)

nicamente vibraciones con una longitud de onda dentro de la primera Zona de Brillouin tiene un
significado f́ısico. Este requiere que −π < Ka ≤ π.

La velocidad de grupo de estas vibraciones da:

vg =
dω

dK
=

√
Ca2

M
cos( 1

2
Ka) .

Y es 0 en la frontera de la Zona de Brillouin. Aqúı, hay a onda estacionaria.

12.3.2 Una capa con dos tipos de átomos

Ahora la solución es:

ω2 = C

(
1
M1

+
1
M2

)
± C

√(
1
M1

+
1
M2

)2

− 4 sin2(Ka)
M1M2

Conectada con cada valor de K hay dos valores de ω, como
puede observarse en la grafico. La ĺınea superior describe la
rama óptica, mientras que la ĺınea inferior la rama acústica.
En la rama óptica, ambos tipos de iones oscilan en fases
opuestas, en la rama acústica ellos oscilan en la misma
fase. Esto resulta en un momento dipolar inducido mu-
cho mayor para oscilaciones ópticas, y también una mayor
emisión y absorción de radiación. En conclusión cada rama
presenta tres direcciones de polarización, una longitudinal
y dos trasversales.

-

6

0
K

ω

π/a

√
2C
M2√
2C
M1

12.3.3 Fonones

La excitación mecánica cuántica de una vibración cristalina con una enerǵıa h̄ω es denominada fonon
. Fonones puede ser vista como cuasi-part́ıculas: con colisiones, ellos se comportan como part́ıculas
con momentum h̄K. Su momentum total es 0. Cuando ellos colisionan, Su momentum no necesita
ser conservado: para un proceso normal se tiene: K1 +K2 = K3, para un umklapp proceso se tiene:
K1 +K2 = K3 +G. Porque fonones no tienen spin ellos se comportan como bosones.
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12.3.4 Capacidad térmica

La energia total las vibraciones del cristal pueden ser calculada multiplicada cada modo con su energia
y sumando todas las ramas K y polarizaciones P :

U =
∑
K

∑
P

h̄ω 〈nk,p〉 =
∑

λ

∫
Dλ(ω)

h̄ω

exp(h̄ω/kT )− 1
dω

Para una polarización λ. La capacidad térmica es luego:

Clattice =
∂U

∂T
= k

∑
λ

∫
D(ω)

(h̄ω/kT )2 exp(h̄ω/kT )
(exp(h̄ω/kT )− 1)2

dω

La relación de dispersión en una dimensión es:

D(ω)dω =
L

π

dK

dω
dω =

L

π

dω

vg

En tres dimensiones se aplica las condiciones de frontera periodica para un cubo con N3 celdas
primitivas y un volumen L3: exp(i(Kxx+Kyy+Kzz)) ≡ exp(i(Kx(x+L)+Ky(y+L)+Kz(z+L))).

Porque exp(2πi) = 1 hay solo una posibilidad si:

Kx,Ky,Kz = 0; ± 2π
L

; ± 4π
L

; ± 6π
L

; ...± 2Nπ
L

Asi hy solo un valor permitido para ~K en el volumen (2π/L)3 in K-space, o:(
L

2π

)3

=
V

8π3

permitiendo valores de ~Kpor unidad de volumen en un espacio ~K, para cada polarizacion y cada
rama. El numero total de estados con un vector de onda < K es:

N =
(
L

2π

)3 4πK3

3

Para cada dolarización. La densidad de estados para cada polarizacion es, de acuerdo al modelo de
Einstein:

D(ω) =
dN

dω
=
(
V K2

2π2

)
dK

dω
=

V

8π3

∫∫
dAω

vg

El modelo de Debye para la capacidad caloŕıfica térmica es una aproximación de baja temperatura
que es valida arriba de ≈ 50K. Aqúı, únicamente los fonones acústicos se toman en cuenta (tres
polarizaciones), y se asume que v = ωK, independientemente de la polarizacion. Para esto se obstine:
D(ω) = V ω2/2π2v3, donde v es la velocidad. Ésto da:

U = 3
∫
D(ω) 〈n〉 h̄ωdω =

ωD∫
0

V ω2

2π2v3

h̄ω

exp(h̄ω/kT )− 1
dω =

3V k2T 4

2π2v3h̄3

xD∫
0

x3dx

ex − 1
.

Here, xD = h̄ωD/kT = θD/T . θD is the Debye temperature and is defined by:

θD =
h̄v

k

(
6π2N

V

)1/3

donde N es el número de celdas primitivas. Porque xD →∞ para T → 0 se tinee de eel:

U = 9NkT
(
T

θD

)3
∞∫
0

x3dx

ex − 1
=

3π4NkT 4

5θD
∼ T 4 and CV =

12π4NkT 3

5θ3D
∼ T 3

En el modelo de Einstein para la capacidad térmica calorifica se considera únicamente fonones de una
frecuencia, una aproximación para fonones ópticos.
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12.4 Campo magnético en el estado sólido

La siguiente gráfica presenta la magnetización contra la intensidad de campo para diferentes tipos de
magnetismo:

diamagnetismo

ferromanetismo

paramagnetismo
χm =

∂M

∂H

M
Msat

0 H-

6

hhhhhhhhhhhh

12.4.1 Dieléctricos

El origen mecánico cuántico del diamagnetismo es la presesión de Largor del spin del electrón. Comen-
zando con una orbita circular del electrón en el átomo con dos electrones, existe una fuerza de Coulomb
Fc y una fuerza magnética en cada electrón. Si el la parte magnética de la fuerza no es lo suficiente-
mente fuerte para deformar significativamente las orbitas se tiene:

ω2 =
Fc(r)
mr

± eB

m
ω = ω2

0 ±
eB

m
(ω0 + δ)⇒ ω =

√(
ω0 ±

eB

2m

)2

+ · · · ≈ ω0 ±
eB

2m
= ω0 ± ωL

Aqúı, ωL es la frecuencia de Larmor . Un electrón es acelerado, mientras que el otro es desacelerado.
Existe una corriente neta que resulta en un momento magnético ~µ. La corriente circular es dada por
I = −ZeωL/2π, y 〈µ〉 = IA = Iπ

〈
ρ2
〉

= 2
3Iπ

〈
r2
〉
. Si N es el numero de atomos en el cristal se

obtiene para la susceptibilidad, con ~M = ~µN :

χ =
µ0M

B
= −µ0NZe

2

6m
〈
r2
〉

12.4.2 Paramagnetismo

Comenzando con la separación de los niveles de enerǵıa en un campo magnético: ∆Um − ~µ · ~B =
mJgµBB, y con una distribución fm ∼ exp(−∆Um/kT ), encontramos para el momento magnético
promedio 〈µ〉 =

∑
fmµ/

∑
fm. Después de la linearizacion y porque

∑
mJ = 0,

∑
J = 2J + 1 and∑

m2
J = 2

3J(J + 1)(J + 1
2 ) siguiendo ésto:

χp =
µ0M

B
=
µ0N 〈µ〉

B
=
µ0J(J + 1)g2µ2

BN

3kT

Esto es la ley de Curie law, χp ∼ 1/T .

12.4.3 Ferromagnetismo

Un comportamiento ferromagnético como un paramagneto arriba de la temperatura critica Tc. Para
describir ferromagnetismo un campo BE paralelo con M es postulado: ~BE = λµ0

~M . De aqúı el
tratamiento es análogo al caso paramagnético:

µ0M = χp(Ba +BE) = χp(Ba + λµ0M) = µ0

(
1− λC

T

)
M

Para esto se tiene para el ferromagneto: χF =
µ0M

Ba
=

C

T − Tc
que es laley de Weiss-Curie .

Si BE es estimada de este modo resulta en valores de alrededor de 1000 T. Esto es claramente irreal
y siguiere un mecanismo diferente. Un enfoque mecánico cuántico de los postulados de Heisenberg
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de la interacción entre dos átomos vecinos: U = −2J ~Si · ~Sj ≡ −~µ · ~BE . J es una integral superpuesta
dando: J = 3kTc/2zS(S + 1), con z el numero de vecindades. Una distinción entre dos casos puede
ahora realizarse:

1. J > 0: Si y Sj convirtiéndose en paralelo: el material es un ferromangetico.

2. J < 0: Si and Sj convirtiéndose en anti-paralelo: el material es anti-ferromagnetico.

La teoŕıa de Heisenberg predice ondas de spin cuantizadas: magnones. Comenzando de un modelo
con sólo las vecindades más cercanas interactuando se puede escribir:

U = −2J ~Sp · (~Sp−1 + ~Sp+1) ≈ ~µp · ~Bp with ~Bp =
−2J
gµB

(~Sp−1 + ~Sp+1)

La ecuación de movimiento para los magnones se convierte:
d~S

dt
=

2J
h̄
~Sp × (~Sp−1 + ~Sp+1)

De aqúı el tratamiento es análogo a los fonones: postulando ondas viajeras de el tipo ~Sp = ~u exp(i(pka−
ωt)). Ésto resulta en un sistema de ecuaciones lineales con solución:

h̄ω = 4JS(1− cos(ka))

12.5 Electrón libre en un gas de Fermi

12.5.1 Thermal heat capacity

La solución con periodo L de la ecuación de dimensión Schrödinger es: ψn(x) = A sin(2πx/λn) con
nλn = 2L. De lo que se tiene

E =
h̄2

2m

(nπ
L

)2

En una capa lineal el unicos numeros cuanticos importantes son n y ms. El nivel de Fermi es el nivel
lleno mas alejado del estado base, que tiene la la enerigia de Fermi EF. Si nF es numero cuantico del
nivel de Fermi, puede ser expresado como: 2nF = N asi, EF = h̄2π2N2/8mL. En tres dimensiones
se tiene:

kF =
(

3π2N

V

)1/3

y EF =
h̄2

2m

(
3π2N

V

)2/3

El numero de estados con energia ≤ E es entonces: N =
V

3π2

(
2mE
h̄2

)3/2

.

y la densidad de estados se convierte: D(E) =
dN

dE
=

V

2π2

(
2m
h̄2

)3/2√
E =

3N
2E

.

la capaciad calorifica de los electrones es aproximadamente 0.01 veces el valor clasico esperado 3
2Nk.

Esto es causado por el principio de exclusion de Pauliy la distribucion de Fermi-Dirac: unicamente
electrones dentro de un intervalo de energia ∼ kT de el nivel de Fermi son excitado termicamente.
Exsite una fraccion ≈ T/TF exitada termicamente. La energia interana entonces se convierte:

U ≈ NkT T

TF
and C =

∂U

∂T
≈ Nk T

TF

Un analisis maass acertado revela: Celectrons = 1
2π

2NkT/TF ∼ T . Junto con la dependencia T 3 del la
capaciad calorifica de los fonones, la capacidad termica de los metales es descrito por: C = γT +AT 3.
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12.5.2 Conduccion electrica

La ecuacion de movimiento para los portadores de carga es: ~F = md~v/dt = h̄d~k/dt. La variacion
de ~k es descrita por δ~k = ~k(t) − ~k(0) = −e ~Et/h̄. Si τ es el tiempo de colision caracteristica de los
electrones, δ~k permanece estable si t = τ . Entonces tenemos: 〈~v 〉 = µ~E, con µ = eτ/m la mobilidad
de los electrones.

La corriente en un conductor es dado por: ~J = nq~v = σ ~E = ~E/ρ = neµ~E. Porque para el tiempo de
colision se tiene: 1/τ = 1/τL + 1/τi, donde τL es el tiempo de colision con fonones en la capa y τi el
tiempo de colision con las impuresas siguiedo de la resistividad ρ = ρL + ρi, con lim

T→0
ρL = 0.

12.5.3 El efecto Hall

Si un campo magnetico es aplicado ⊥ en la direccion de la corriente los portadores de carga seran
enpujados a un lado por la fuerza de Lorentz. Esto resulta en un campo magnetico ⊥ al flujo en la
direccion de la corriente. Si ~J = J~ex y ~B = B~ez maas Ey/Ex = µB. El coeficiente Hall es definido por:
RH = Ey/JxB, y RH = −1/ne si Jx = neµEx. el voltaje Hall es descrito por: VH = Bvb = IB/neh
donde b es el ancho de el material y h la altura.

12.5.4 Conductividad termica

Con ` = vF τ el camino libre medio de los electrones de κ = 1
3C 〈v〉 `: κelectrons = π2nk2Tτ/3m. de

este se tiene para la razon de Wiedemann-Franz: κ/σ = 1
3 (πk/e)2T .

12.6 Bandas de Enerǵıa

En la aproximación del amarre fuerte se asume que ψ = eiknaφ(x− na). De lo que se concluye para
la enerǵıa: 〈E〉 = 〈ψ|H|ψ〉 = Eat − α − 2β cos(ka). Asi esto da un un coseno superimpuesto en un
la energia atomica, que es frecuentemente aproximado por un oscilador armonico. Si se asume que el
electrón es libre, podemos postular: ψ = exp(i~k · ~r ). Esto es una onda viajera. La onda puede ser
descompuesta en dos ondas estacionarias:

ψ(+) = exp(iπx/a) + exp(−iπx/a) = 2 cos(πx/a)
ψ(−) = exp(iπx/a)− exp(−iπx/a) = 2i sin(πx/a)

La densidad de probabilidad |ψ(+)|2 es alta cerca de los atomos de la red y bajo entre ellos. La
densidad de probabilidad |ψ(−)|2 es pequenna cerca de los atomos de la red y alta entre ellos. De
ah́ı, la energia de ψ(+) es tambien es mas pequena que la energia de ψ)(−). Supongamos que
U(x) = U cos(2πx/a), mas el bandgapes descrito por:

Egap =

1∫
0

U(x)
[
|ψ(+)|2 − |ψ(−)|2

]
dx = U

12.7 Semiconductores

Las estructuras de bandas y las transiciones entre ellos de un semiconductor directo e indirecto son
mostradas en las figuras abajo. Aqúı se puede despreciar la diferencia de momentun por la absorción
de un foton. Para un semiconductor directo una transición de la banda de valencia es también posible
si la enerǵıa de los fotones absorbidos es más pequeña que la banda de separación: luego, el foton es
absorbido también.
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Esta diferencia también se puede observar en un espectro de absorción :

Semiconductor directo

6

-

absorción

E
h̄ωg

Semiconductor indirecto
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-

absorción

E
Eg + h̄Ω
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Aśı semiconductores indirectos, como Si y Ge, no pueden emitir ninguna luz y entonces no son
ventajosos para fabricar láseres. Cuando la luz es absorbida se tiene: ~kh = −~ke, Eh(~kh) = −Ee(~ke),
~vh = ~ve and mh = −m∗

e si la banda de conducción y la banda de valencia tienen la misma estructura.

En lugar de la masa norma del electrón debemos emplear la masa efectiva within a lattice. It is
defined by:

m∗ =
F

a
=

dp/dt

dvg/dt
= h̄

dK

dvg
= h̄2

(
d2E

dk2

)−1

con E = h̄ω y vg = dω/dk y p = h̄k.

Con la función de distribución fe(E) ≈ exp((µ− E)/kT ) para el electrón y fh(E) = 1 − fe(E) para
los huecos de densidad de estasdos es dado por:

D(E) =
1

2π2

(
2m∗

h̄2

)3/2√
E − Ec

con Ec la energia al limite de la banda de conductancia. De este se tiene para las concentraciones de
los huecos p y los electrones n:

n =

∞∫
Ec

De(E)fe(E)dE = 2
(
m∗kT

2πh̄2

)3/2

exp
(
µ− Ec

kT

)

Para el producto np obtenemos: np = 4
(
kT

2πh̄2

)3√
m∗

emh exp
(
−Eg

kT

)
Para un semiconductor intŕınseco (sin impurezas) tenemos: ni = pi, para un tipo n tenemos: n > p
y en un tipo p tenemos: n < p.

Un exciton es una unio de un par electrón–hueco, rotando uno al otro como en un positronio. La
energia de excitación de un exciton es más pequeña que en el bandgap porque la energia de un exciton
es menor que la energia de un electrón libre e un hueco libre. Esto causa un pico en l absorción y
justo debajo de Eg.
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12.8 Superconductividad

12.8.1 Descripción

Un superconductor es caracterizado por su resistencia cero si ciertas cantidades son pequeñas en
comparación con valores criticos: T < Tc, I < Ic and H < Hc. El modelo BCS predice para la
temperatura de transición Tc:

Tc = 1.14ΘD exp
(

−1
UD(EF)

)
mientras que en los experimentos se encuentra que Hc aproximadamente:

Hc(T ) ≈ Hc(Tc)
(

1− T 2

T 2
c

)
.

Dentro de un supercondutor el campo magnetico es 0: que es el efecto Meissner.

Exiten supercondutores tipo I y tipo II. Porque el efecto Meissner Implicas que un superconductor
es un perfecto diamagnetico holds en el estado supercondutor: ~H = µ0

~M . Esto desencadena para el
superconductor tipo I, para el tipo superconductor II esto soolo holds un cierto valor Hc1, Para valores
mas grandes de H el superconductor es un estado vortex to a value Hc2, que puede ser 100 veces
Hc1. Si H se converite más grande que Hc2 el superconductor se convierte en un normal conductor.
Como lo muestra la figura de abajo.
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La transición del estado superconductor es un estado de transición de segundo orden termodinámico.
Esto significa que existe un doblez en el diagrama T −S y una discontinuidad en el diagrama CX−T .

12.8.2 El efecto Josephson

Para el efecto Josephson consideramos dos superconductores, separados por un aislante. La función
de onda en un superconductor es ψ1, en el otro ψ2. La ecuación de Schrödinger en ambos supercon-
ductores es igual:

ih̄
∂ψ1

∂t
= h̄Tψ2 , ih̄

∂ψ2

∂t
= h̄Tψ1

h̄T es el efecto del acoplamiento de los electrones, o la transferencia a través del aislante. La función
de onda de los electrones son escritas como ψ1 =

√
n1 exp(iθ1) and ψ2 =

√
n2 exp(iθ2). Porque un

par de Cooper exite entre two electrones, se tiene: ψ ∼
√
n. De esto se obtine, si n1 ≈ n2:

∂θ1
∂t

=
∂θ2
∂t

and
∂n2

∂t
= −∂n1

∂t

El efecto Josephson resulta en una corriente de densidad a través del aislante, dependiendo de la
diferencia de fase como: J = J0 sin(θ2 − θ1) = J0 sin(δ), where J0 ∼ T . Con un voltaje AC cruzando
la interfase, La ecuación de Schrödinger se escribe:

ih̄
∂ψ1

∂t
= h̄Tψ2 − eV ψ1 and ih̄

∂ψ2

∂t
= h̄Tψ1 + eV ψ2
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Obteniendo: J = J0 sin
(
θ2 − θ1 −

2eV t
h̄

)
.

Existiendo una oscilación con ω = 2eV/h̄.

12.8.3 Cuantización del flujo en un anillo superconductor

Para la densidad de corriente en general se obtiene: ~J = qψ∗~vψ =
nq

m
[h̄~∇θ − q ~A ]

Para el efecto Meissner, ~B = 0 y ~J = 0, siguiendo: h̄~∇θ = q ~A⇒
∮
~∇θdl = θ2−θ1 = 2πs with s ∈ IN .

Porque:
∮
~Adl =

∫∫
(rot ~A,~n )dσ =

∫∫
( ~B,~n )dσ = Ψ follows: Ψ = 2πh̄s/q. The size of a flux quantum

follows by setting s = 1: Ψ = 2πh̄/e = 2.0678 · 10−15 Tm2.

12.8.4 Interferencia cuántica microscópica

De θ2 − θ1 = 2eΨ/h̄ siguiendo para dos uniones paralelas: δb − δa =
2eΨ
h̄

, asi

J = Ja + Jb = 2J0 sin
(
δ0 cos

(
eΨ
h̄

))
Encontrando un máximo sieΨ/h̄ = sπ.

12.8.5 La ecuación de London

Una densidad de corriente en un superconductor proporcional a un potencial vectorial ~A es postulado:

~J =
− ~A
µ0λ2

L

or rot ~J =
− ~B
µ0λ2

L

donde λL =
√
ε0mc2/nq2. De lo que se encuentra: ∇2 ~B = ~B/λ2

L.

El efecto Meissner es la solución de esta ecuación: ~B(x) = B0 exp(−x/λL). Campos magneticos que
exponencialmente disminuyen.

12.8.6 El modelo BCS

El modelo BCS puede explicar superconductividad en metales. (hasta este momento no contamos
con una explicación para superconductividad a temperaturas más altas que altas Tc).

Lattice = red Un nuevo estado base donde los electrones se comportan como fermiones independientes
es postulado. Debido a la interacción con la red de estas de estas suedo-particulas exhiben una
atracción mutua. Esto causa la combinación de dos electrones de spin opuesto. En un par de Cooper
. Los causantes de que en el estado base exista un diagmanetismo perfecto

La conductividad infinita es más dif́ıcil de explicar porque un anillo con una corriente continúa no
esta en real equilibrio: un estado con corriente cero tiene una menor enerǵıa. La cuantización del
flujo previene transiciones entre estos estados. La cuantización del flujo es relacionada a la existencia
de una función de onda de muchas part́ıculas coherente. Un flujo cuántico es el equivalente alrededor
de 104 electrones. Luego, si el flujo tiene que cambiar un flujo cuántico aparecerá una transición de
muchos electrones, que es muy improbable, o el sistema debe aumentar los estados donde el flujo no
es cuantizado, aśı ellos tienen una mayor enerǵıa. Esto es también poco improbable.

Algunas relaciones matemáticas utilices son:
∞∫
0

xdx

eax + 1
=

π2

12a2
,

∞∫
−∞

x2dx

(ex + 1)2
=
π2

3
,

∞∫
0

x3dx

ex + 1
=
π4

15

Y, cuando
∞∑

n=0

(−1)n = 1
2 siguiendo:

∞∫
0

sin(px)dx =

∞∫
0

cos(px)dx =
1
p
.



82 Formulario esencial de f́ısica General por J.C.A. Wevers



Chapter 13

Teoŕıa de grupos

13.1 Introducción

13.1.1 Definición de un grupo

G es un grupo para el operador • si:

1. ∀A,B∈G ⇒ A •B ∈ G: G es cerrado.

2. ∀A,B,C∈G ⇒ (A •B) • C = A • (B • C): G obedece a la ley asociativa.

3. ∃E∈G de modo ∀A∈GA • E = E •A = A: G tiene unelemento unitario.

4. ∀A∈G∃A−1∈G de modo A •A−1 = E: Cada elemento en G tiene un inverso.

si también se presenta:
5. ∀A,B∈G ⇒ A •B = B •A el grupo es llamado Abeliano o conmutativo.

13.1.2 La tabla de Cayley

Cada elemento aparece solamente una vez cada fila y columna de la tabla de Cayley tabla de multi-
plicación: porque EAi = A−1

k (AkAi) = Ai cada Ai Aparece una vez. Existen h posiciones en cada
fila y columna cuando hay h Elementos en el grupo, aśı cada elemento aparece una sola vez.

13.1.3 Elementos subgrupos y clases conjugadas

B es conjugado para A si ∃X∈G tal que B = XAX−1. Entonces A es entonces conjugado para B
porque B = (X−1)A(X−1)−1.
Si B y C son conjugados para A, B es tambien conjugado con C.

Un subgroupo es un una sub-colección de G que es tambien un grupo w.r.t. la misma operación.

Una clase conjugada es la máxima colección de elementos conjugados. Cada grupo puede ser dividido
en una clase conjugada. Algunos teoremas:

• Todas las clases son completamente desacopladas.

• E es una clase en si mimsa: por cada otro elemento en esta clase podemos tener: A = XEX−1 =
E.

• E es la unica clase que es tambien un subgrupo porque todas las otras clase no tienen el elemento
unidad.

• En un grupo abeliano es una clase separada.

La interpretación f́ısica de las clases: elementos de un grupo son usualmente operadores simétricos
que mapean un objeto simétrico en si mismo. Elementos de una clase son entonces de la misma clase
de operaciones. Lo opuesto no necesariamente debe de ser cierto.

83
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13.1.4 Isomorfismo y homomorfismo; representaciones

Dos grupos son isomorficos si ellos tienen el misma tabla de multiplicación. El mapeo del grupo G1

a G2, de modo que la tabla de multiplicación permanece igual, es un mapeo homomorfico.

Una representación es un homomorfico mapeo de un grupo a un grupo de matrices cuadradas con
la matriz de multiplicación usual como un operador combinado. Esto es simbolizado por Γ. Los
siguiente desemboca en:

Γ(E) = II , Γ(AB) = Γ(A)Γ(B) , Γ(A−1) = [Γ(A)]−1

Para cada grupo existen tres posibilidades para una representación:

1. Una representación cerrada: todas las matrices son diferentes.

2. La representación A→ det(Γ(A)).

3. La representación idéntica: A→ 1.

Unarepresentación equivalente es obteneida por desarrolar una transformación de una base unitaria:
Γ′(A) = S−1Γ(A)S.

13.1.5 Representación reducibles e irreducibles

Si la misma transformación unitaria puede realizarse a todas las matrices de una representación Γ
en la misma estructura de bloque la representación es llamada reducible:

Γ(A) =
(

Γ(1)(A) 0
0 Γ(2)(A)

)
Esto es escrito como: Γ = Γ(1) ⊕ Γ(2). Si ésto no es posible la representación es llamada irreducible.

El número de representaciones iguales, el número de representaciones irreducibles iguala al número
de clases conjugadas.

13.2 El fundamental del teorema de ortoganilidad

13.2.1 El lema de Schur

Lemma: Cada matriz que conmuta con todas las matrices de una representación irreducible es
constante ×II, donde II es la matriz unitaria. Lo opuesto es (por su puesto) también cierto.

Lemma: Si existe una matriz M de modo que para dos representaciones irreducibles de grupo G,
γ(1)(Ai) y γ(2)(Ai), se obtiene: Mγ(1)(Ai) = γ(2)(Ai)M , más que representaciones equivalentes, o
M = 0.

13.2.2 El teorema fundamental de ortoganilidad

Para un conjunto de represntaciones inequivalnetes, irreducibles y unitarias; se obtiene, si h es el
número de elementos en el grupo y `i es la dimension de la ith¯ representación:

∑
R∈G

Γ(i)∗
µν (R)Γ(j)

αβ(R) =
h

`i
δijδµαδνβ
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13.2.3 Carácter

El carácter de una representación es dado por la traza de la matriz y es entonces invariante para la

base de trasformaciones: χ(j)(R) = Tr(Γ(j)(R))

También se obtiene, conNk el número de elementos en la clase conjugada:
∑

k

χ(i)∗(Ck)χ(j)(Ck)Nk = hδij

Teorema:
n∑

i=1

`2i = h

13.3 La relación con la mecánica cuántica

13.3.1 Representations, energy levels and degeneracy

Consider a set of symmetry transformations ~x ′ = R~x which leave the Hamiltonian H invariant. These
transformations are a group. An isomorfic operation on the wavefunction is given by: PRψ(~x ) =
ψ(R−1~x ). This is considered an active rotation. These operators commute with H: PRH = HPR,
and leave the volume element unchanged: d(R~x ) = d~x.

PR is the symmetry group of the physical system. It causes degeneracy: if ψn is a solution of
Hψn = Enψn than also holds: H(PRψn) = En(PRψn). A degeneracy which is not the result of a
symmetry is called an accidental degeneracy.

Assume an `n-fold degeneracy at En: then choose an orthonormal set ψ(n)
ν , ν = 1, 2, . . . , `n. The

function PRψ
(n)
ν is in the same subspace: PRψ

(n)
ν =

`n∑
κ=1

ψ(n)
κ Γ(n)

κν (R)

donde Γ(n) es una representacion irreducible, unitario del grupo simtrico del sistema G. Cada n
corresponde a otro nivel de energia . Podemos derivar matematica representaciones irrducibles de
grupos de simetria y etiquetar el nivel de energia con un número cuantico. Una eleccion fija de Γ(n)(R)
define la funciones base ψ(n)

ν . De este modo podemos tambien etiquetar cada base de funciones con
un numero cuantico.

Particle in a periodical potential: the symmetry operation is a cyclic group: note the operator
describing one translation over one unit as A. Then: G = {A,A2, A3, . . . , Ah = E}.
The group is Abelian so all irreducible representations are one-dimensional. For 0 ≤ p ≤ h−1 follows:

Γ(p)(An) = e2πipn/h

Si definimos: k = −2πp
ah

(
mod

2π
a

)
, asi: PAψp(x) = ψp(x − a) = e2πip/hψp(x), ello da el teorema

Bloch: ψk(x) = uk(x)eikx, con uk(x± a) = uk(x).

13.3.2 Breaking of degeneracy by a perturbation

Suppose the unperturbed system has Hamiltonian H0 and symmetry group G0. The perturbed system
has H = H0 + V, and symmetry group G ⊂ G0. If Γ(n)(R) is an irreducible representation of G0, it is
also a representation of G but not all elements of Γ(n) in G0 are also in G. The representation then
usually becomes reducible: Γ(n) = Γ(n1) ⊕ Γ(n2) ⊕ . . .. The degeneracy is then (possibly partially)
removed: see the figure below.

Spectrum H0 Spectrum H

`n

`n3 = dim(Γ(n3))

`n2 = dim(Γ(n2))
`n1 = dim(Γ(n1))
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Teorema: El conjunto de `n funciones degeneradas ψ(n)
ν con energia En es un vase para un irreducible

representation de dimension `n Γ(n) del grupo de simetria.

13.3.3 La construccin de una base de funciones

Cada funcion F en el espacio de configuracion puede ser reestructurada en clases de simtria: F =
n∑

j=1

`j∑
κ=1

f (j)
κ

Los siguientes operadores extraen las clases de simetria:(
`j
h

∑
R∈G

Γ(j)∗
κκ (R)PR

)
F = f (j)

κ

Esto es expresado como: f (j)
κ es la parte de F que trasforma de acuerdo a la κth¯ fila de Γ(j).

F puede ser tabien expresado en la funciones base ϕ: F =
∑
ajκ

cajκϕ
(aj)
κ . The functions f (j)

κ are in

general not transformed into each other by elements of the group. However, this does happen if
cjaκ = cja.

Theorem: Two wavefunctions transforming according to non-equivalent unitary representations or
according to different rows of an unitary irreducible representation are orthogonal:
〈ϕ(i)

κ |ψ(j)
λ 〉 ∼ δijδκλ, and 〈ϕ(i)

κ |ψ(i)
κ 〉 is independent of κ.

13.3.4 The direct product of representations

Consider a physical system existing of two subsystems. The subspace D(i) of the system trans-
forms according to Γ(i). Basefunctions are ϕ(i)

κ (~xi), 1 ≤ κ ≤ `i. Now form all `1 × `2 products
ϕ

(1)
κ (~x1)ϕ

(2)
λ (~x2). These define a space D(1) ⊗D(2).

These product functions transform as:

PR(ϕ(1)
κ (~x1)ϕ

(2)
λ (~x2)) = (PRϕ

(1)
κ (~x1))(PRϕ

(2)
λ (~x2))

In general the space D(1) ⊗D(2) can be split up in a number of invariant subspaces:

Γ(1) ⊗ Γ(2) =
∑

i

niΓ(i)

A useful tool for this reduction is that for the characters hold:

χ(1)(R)χ(2)(R) =
∑

i

niχ
(i)(R)

13.3.5 Clebsch-Gordan coefficients

With the reduction of the direct-product matrix w.r.t. the basis ϕ(i)
κ ϕ

(j)
λ one uses a new basis ϕ(aκ)

µ .
These base functions lie in subspaces D(ak). The unitary base transformation is given by:

ϕ(ak)
µ =

∑
κλ

ϕ(i)
κ ϕ

(j)
λ (iκjλ|akµ)

and the inverse transformation by: ϕ(i)
κ ϕ

(j)
λ =

∑
akµ

ϕ(aκ)
µ (akµ|iκjλ)

In essence the Clebsch-Gordan coefficients are dot products: (iκjλ|akµ) := 〈ϕ(i)
k ϕ

(j)
λ |ϕ

(ak)
µ 〉
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13.3.6 Symmetric transformations of operators, irreducible tensor opera-
tors

Observables (operators) transform as follows under symmetry transformations: A′ = PRAP
−1
R . If a

set of operators A(j)
κ with 0 ≤ κ ≤ `j transform into each other under the transformations of G holds:

PRA
(j)
κ P−1

R =
∑

ν

A(j)
ν Γ(j)

νκ (R)

If Γ(j) is irreducible they are called irreducible tensor operators A(j) with components A(j)
κ .

An operator can also be decomposed into symmetry types: A =
∑
jk

a
(j)
k , with:

a(j)
κ =

(
`j
h

∑
R∈G

Γ(j)∗
κκ (R)

)
(PRAP

−1
R )

Theorem: Matrix elements Hij of the operator H which is invariant under ∀A∈G , are 0 between
states which transform according to non-equivalent irreducible unitary representations or according
to different rows of such a representation. Further 〈ϕ(i)

κ |H|ψ(i)
κ 〉 is independent of κ. For H = 1 this

becomes the previous theorem.

This is applied in quantum mechanics in perturbation theory and variational calculus. Here one tries
to diagonalize H. Solutions can be found within each category of functions ϕ(i)

κ with common i and
κ: H is already diagonal in categories as a whole.
Perturbation calculus can be applied independent within each category. With variational calculus
the try function can be chosen within a separate category because the exact eigenfunctions transform
according to a row of an irreducible representation.

13.3.7 The Wigner-Eckart theorem

Theorem: The matrix element 〈ϕ(i)
λ |A

(j)
κ |ψ(k)

µ 〉 can only be 6= 0 if Γ(j) ⊗ Γ(k) = . . . ⊕ Γ(i) ⊕ . . .. If
this is the case holds (if Γ(i) appears only once, otherwise one has to sum over a):

〈ϕ(i)
λ |A

(j)
κ |ψ(k)

µ 〉 = (iλ|jκkµ)〈ϕ(i)‖A(j)‖ψ(k)〉

This theorem can be used to determine selection rules: the probability of a dipole transition is given
by (~ε is the direction of polarization of the radiation):

PD =
8π2e2f3|r12|2

3h̄ε0c3
with r12 = 〈l2m2|~ε · ~r |l1m1〉

Further it can be used to determine intensity ratios: if there is only one value of a the ratio of
the matrix elements are the Clebsch-Gordan coefficients. For more a-values relations between the
intensity ratios can be stated. However, the intensity ratios are also dependent on the occupation of
the atomic energy levels.

13.4 Continuous groups

Continuous groups have h = ∞. However, not all groups with h = ∞ are continuous, e.g. the
translation group of an spatially infinite periodic potential is not continuous but does have h =∞.
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13.4.1 The 3-dimensional translation group

For the translation of wavefunctions over a distance a holds: Paψ(x) = ψ(x − a). Taylor expansion
near x gives:

ψ(x− a) = ψ(x)− adψ(x)
dx

+
1
2
a2 d

2ψ(x)
dx2

−+ . . .

Because the momentum operator in quantum mechanics is given by: px =
h̄

i

∂

∂x
, this can be written

as:
ψ(x− a) = e−iapx/h̄ψ(x)

13.4.2 The 3-dimensional rotation group

This group is called SO(3) because a faithful representation can be constructed from orthogonal 3×3
matrices with a determinant of +1.

For an infinitesimal rotation around the x-axis holds:

Pδθx
ψ(x, y, z) ≈ ψ(x, y + zδθx, z − yδθx)

= ψ(x, y, z) +
(
zδθx

∂

∂y
− yδθx

∂

∂z

)
ψ(x, y, z)

=
(

1− iδθxLx

h̄

)
ψ(x, y, z)

Because the angular momentum operator is given by: Lx =
h̄

i

(
z
∂

∂y
− y ∂

∂z

)
.

So in an arbitrary direction holds: Rotations: Pα,~n = exp(−iα(~n · ~J )/h̄)
Translations: Pa,~n = exp(−ia(~n · ~p )/h̄)

Jx, Jy and Jz are called the generators of the 3-dim. rotation group, px, py and pz are called the
generators of the 3-dim. translation group.

The commutation rules for the generators can be derived from the properties of the group for multi-
plications: translations are interchangeable ↔ pxpy − pypx = 0.
Rotations are not generally interchangeable: consider a rotation around axis ~n in the xz-plane over
an angle α. Then holds: Pα,~n = P−θ,yPα,xPθ,y, so:

e−iα(~n· ~J )/h̄ = eiθJy/h̄e−iαJx/h̄e−iθJy/h̄

If α and θ are very small and are expanded to second order, and the corresponding terms are put
equal with ~n · ~J = Jx cos θ + Jz sin θ, it follows from the αθ term: JxJy − JyJx = ih̄Jz.

13.4.3 Properties of continuous groups

The elements R(p1, ..., pn) depend continuously on parameters p1, ..., pn. For the translation group
this are e.g. anx, any and anz. It is demanded that the multiplication and inverse of an element R
depend continuously on the parameters of R.

The statement that each element arises only once in each row and column of the Cayley table holds
also for continuous groups. The notion conjugacy class for continuous groups is defined equally as for
discrete groups. The notion representation is fitted by demanding continuity: each matrix element
depends continuously on pi(R).

Summation over all group elements is for continuous groups replaced by an integration. If f(R) is a
function defined on G, e.g. Γαβ(R), holds:∫

G

f(R)dR :=
∫
p1

· · ·
∫
pn

f(R(p1, ..., pn))g(R(p1, ..., pn))dp1 · · · dpn
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Here, g(R) is the density function.

Because of the properties of the Cayley table is demanded:
∫
f(R)dR =

∫
f(SR)dR. This fixes

g(R) except for a constant factor. Define new variables p′ by: SR(pi) = R(p′i). If one writes:
dV := dp1 · · · dpn holds:

g(S) = g(E)
dV

dV ′

Here,
dV

dV ′ is the Jacobian:
dV

dV ′ = det

(
∂pi

∂p′j

)
, and g(E) is constant.

For the translation group holds: g(~a) = constant = g(~0 ) because g(a~n )d~a′ = g(~0 )d~a and d~a′ = d~a.

This leads to the fundamental orthogonality theorem:∫
G

Γ(i)∗
µν (R)Γ(j)

αβ(R)dR =
1
`i
δijδµαδνβ

∫
G

dR

and for the characters hold: ∫
G

χ(i)∗(R)χ(j)(R)dR = δij

∫
G

dR

Compact groups are groups with a finite group volume:
∫
G dR <∞.

13.5 The group SO(3)

One can take 2 parameters for the direction of the rotational axis and one for the angle of rotation ϕ.
The parameter space is a collection points ϕ~n within a sphere with radius π. The diametrical points
on this sphere are equivalent because R~n,π = R~n,−π.

Another way to define parameters is by means of Eulers angles. If α, β and γ are the 3 Euler angles,
defined as:

1. The spherical angles of axis 3 w.r.t. xyz are θ, ϕ := β, α. Now a rotation around axis 3 remains
possible.

2. The spherical angles of the z-axis w.r.t. 123 are θ, ϕ := β, π − γ.

then the rotation of a quantum mechanical system is described by:
ψ → e−iαJzh̄e−iβJy/h̄e−iγJz/h̄ψ. So PR = e−iε(~n· ~J )/h̄.

All irreducible representations of SO(3) can be constructed from the behaviour of the spherical har-
monics Ylm(θ, ϕ) with −l ≤ m ≤ l and for a fixed l:

PRYlm(θ, ϕ) =
∑
m′

Ylm′(θ, ϕ)D(l)
mm′(R)

D(l) is an irreducible representation of dimension 2l + 1. The character of D(l) is given by:

χ(l)(α) =
l∑

m=−l

eimα = 1 + 2
l∑

k=0

cos(kα) =
sin([l + 1

2 ]α)
sin( 1

2α)

In the performed derivation α is the rotational angle around the z-axis. This expression is valid for
all rotations over an angle α because the classes of SO(3) are rotations around the same angle around
an axis with an arbitrary orientation.

Via the fundamental orthogonality theorem for characters one obtains the following expression for
the density function (which is normalized so that g(0) = 1):

g(α) =
sin2( 1

2α)
( 1
2α)2
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With this result one can see that the given representations of SO(3) are the only ones: the character
of another representation χ′ would have to be ⊥ to the already found ones, so χ′(α) sin2( 1

2α) = 0∀α
⇒ χ′(α) = 0∀α. This is contradictory because the dimension of the representation is given by χ′(0).

Because fermions have an half-odd integer spin the states ψsms
with s = 1

2 and ms = ± 1
2 constitute

a 2-dim. space which is invariant under rotations. A problem arises for rotations over 2π:

ψ 1
2 ms
→ e−2πiSz/h̄ψ 1

2 ms
= e−2πimsψ 1

2 ms
= −ψ 1

2 ms

However, in SO(3) holds: Rz,2π = E. So here holds E → ±II. Because observable quantities can
always be written as 〈φ|ψ〉 or 〈φ|A|ψ〉, and are bilinear in the states, they do not change sign if the
states do. If only one state changes sign the observable quantities do change.

The existence of these half-odd integer representations is connected with the topological properties
of SO(3): the group is two-fold coherent through the identification R0 = R2π = E.

13.6 Aplicaciones de la mecánica cuántica

13.6.1 Modelo de vectores en la adicción del momento angular

Si dos subsistemas tienen un momento angular, los numeros cuanticos j1 y j2 los unicos posibles
valores para el momento angular total son J = j1 + j2, j1 + j2−1, ..., |j1− j2|. Este puede ser derivado
de la teoŕıa de grupos como sigue: de χ(j1)(α)χ(j2)(α) =

∑
J

njχ
(J)(α) continuando:

D(j1) ⊗D(j2) = D(j1+j2) ⊕D(j1+j2−1) ⊕ ...⊕D(|j1−j2|)

Las estados pueden ser caracterizados por los números cuánticos en dos modos: con j1,m1, j2,m2

and with j1, j2, J,M . Los coeficientes de Clebsch-Gordan, paa SO(3) son llamados los coeficientes de
Wigner, pueden ser escogidos reales , de tal modo: ψj1j2JM =

∑
m1m2

ψj1m1j2m2(j1m1j2m2|JM)

ψj1m1j2m2 =
∑
JM

ψj1j2JM (j1m1j2m2|JM)

13.6.2 Operadores tensoriales irreducibles, elecmentos de matriz y reglas
de selección

Algunos ejemplos del comportamiento de operadores bajo SO(3)

1. Supongamos j = 0: obteniendo la representación identica con `j = 1. Este estado es descrito
por un operador escalar . Porque PRA

(0)
0 P−1

R = A
(0)
0 este operador es invariante, por ejemplo,

e.g. el en hamiltoniano de un átomo libre. Se obtiene: 〈J ′M ′|H|JM〉 ∼ δMM ′δJJ ′ .

2. Un operador vectorial : ~A = (Ax, Ay, Az). Las componentes cartesianas de un trasformacion
vectorial son equivalentes como las componentescartesianas de ~r, por definición. Asi para rota-
ciones alrededor del eje z se tiene:

D(Rα,z) =

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1


El operador de trasformacion tiene la misma matriz de elementos w.r.t. PRψ y PRφ:〈
PRψ|PRAxP

−1
R |PRφ

〉
= 〈ψ|Ax|φ〉, y χ(Rα,z) = 1+2 cos(α). De acuerdo cono la ecuación para

caracteres esto significa que se debe escoger la base de operadores que trasformen Y1m(θ, ϕ).
Por lo que se cambia a componentes esféricas:

A
(1)
+1 = − 1√

2
(Ax + iAy), A

(1)
0 = Az, A

(1)
−1 =

1√
2
(Ax − iAy)
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3. Un tensor cartesiano de rango 2: Tij es una cantidad que trasforma bajo rotaciones como UiVj ,
donde ~U y ~V son vectores. Aśı Tij trasforma como PRTijP

−1
R =

∑
kl

TklDki(R)Dlj(R), también

D(1) ⊗ D(1) = D(2) ⊕ D(1) ⊕ D(0). Los nueve componentes pueden ser separados en tres
subespacios invariantes con dimensión 1 (D(0)), 3 (D(1)) y 5 (D(2)). La nueva base de operadores
son:

I. Tr(T ) = Txx + Tyy + Tzz. Trasformando como el escalar ~U · ~V , so as D(0).

II. Las tres componentes antisimetricas Az = 1
2 (Txy − Tyx), etc. Estas trasforman al vector

~U × ~V , so as D(1).

III. The 5 independent components of the traceless, symmetric tensor S:
Sij = 1

2 (Tij + Tji)− 1
3δijTr(T ). These transform as D(2).

Reglas de selección para transiciones de dipole

Operadores de dipolo como D(1): operador de dipolo electrico es e~r, de un magneto es e(~L+2~S )/2m.

Para el teorema de Wigner-Eckart se sigue: 〈J ′M ′|A(1)
κ |JM〉 = 0 excepto D(J′) es la parte de D(1) ⊗

D(J) = D(J+1) ⊕ D(J) ⊕ D(|J−1|). Ello significa que J ′ ∈ {J + 1, J, |J − 1|}: J ′ = J o J ′ = J ± 1,
excepto J ′ = J = 0.

Landé-equation for the anomalous Zeeman splitting

According to Landé’s model the interaction between a magnetic moment with an external magnetic
field is determined by the projection of ~M on ~J because ~L and ~S precede fast around ~J . This can
also be understood from the Wigner-Eckart theorem: from this follows that the matrix elements from
all vector operators show a certain proportionality. For an arbitrary operator ~A follows:

〈αjm′| ~A|αjm〉 =
〈αjm| ~A · ~J |αjm〉

j(j + 1)h̄2 〈αjm′| ~J |αjm〉

13.7 Applications to particle physics

The physics of a system does not change after performing a transformation ψ′ = eiδψ where δ is a
constant. This is a trasformacion de norma global: the phase of the wavefunction changes everywhere
by the same amount.

Existe cierta libertad al escoger los potenciales ~A y φ at igual que ~E y ~B: trasformaciones de norma
de los potenciales no se cambian ~E y ~B (Vea el caṕıtulo 2 y 10). La solución ψ′ de la ecuación de
Schrödinger con los potenciales trasformados es: ψ′ = e−iqf(~r,t)ψ.

Esta es una transformación de norma local : La fase de la función de onda cambia en cada posición.
Mientras que la f́ısica del sistema no cambia si ~A y φ son también trasformados. Esto es establecido
como principio de gúıa: el “ derecho de existencia ” del campo electromagnético es permitido en la
invaŕıancia de la norma local.

Las trasformaciones de norma del campo EM forma un grupo: U(1), unitario de matrices 1× 1. La
separación de la carga en el exponente es esencial al permitir un campo de norma para todas las
part́ıculas, independientemente de su carga.

Este concepto es generalizado: particullas tienne una “carga especial” Q. Los elementos de grupo
ahora son PR = exp(−iQΘ).

Otros campos de fuerza, diferentes al electromagnético, pueden también ser entendidos de este modo.
La interacción débil junto con la interacción electromagnética también pueden ser descritas por un
campo de fuerza que trasforma acorde a U(1)⊗SU(2), y consiste de un foton y tres vectores bosonicos
intermediarios . El color de la fuerza es descrito por SU(3), y tiene un campo de norma que existe
en los ocho tipos de gluones.
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En general el grupo de elementos es descrito por PR = exp(−i~T · ~Θ), donde Θn son constantes reales y
Tn operadores (generadores), como Q. Las reglas de conmutación son dadas por [Ti, Tj ] = i

∑
k

cijkTk.

Los cijk son las constantes de estructura del grupo. Para SO(3) estas constantes son cijk = εijk, aqúı
εijk es el tensor antisimtrico completo con ε123 = +1.

Estas constantes pueden ser encontradas con la asistencia del producto de elementos de grupo, porque
G es cerrado, dando:
ei~Θ·~T ei~Θ′·~T e−i~Θ·~T e−i~Θ′·~T = e−i~Θ′′·~T . La expansión de Taylor es acondicionada igual ΘnΘ′m- términos
resulta en la reglas de conmutación.

El grupo SU(2) presenta tres parámetros libres: porque es unitario hay cuatro condiciones reales
sobre cuatro parámetros complejos, y el determinante tiene que ser +1, por lo que permanecen tres
parámetros libres.

Cada matriz unitaria U puede ser escrita como: U = e−iH . Aqui, H es la matriz hermintiana. Para
lo que se tiene: det(U) = e−iTr(H).
Para cada matriz de SU(2) se tiene Tr(H)=0. Cada hermitiano sin traza 2 × 2 puede ser escrita
como una combinación lineal de 3 matrices de Pauli σi. Asi, estas matrices son una elección para los
operadores de SU(2). Podemos escribir: SU(2)={exp(− 1

2 i~σ · ~Θ)}.

En una abstracción, podemos considerar un grupo isomorfico donde únicamente las reglas de con-
mutación son confederados para los operadores Ti: [T1, T2] = iT3, etc.

En fisica elemental de part́ıculas el Ti puede ser interpretado como el operador de isospin. Part́ıculas
elementales pueden ser clasificadas en multipletes de isospin, hay representaciones irreduccibles de
SU(2). La clasificación es:

1. El singlete isospin ≡ la representaron idéntica: e−i~T ·~Θ = 1⇒ Ti = 0

2. El doblete isospin ≡ la representacin representación de SU(2) en 2× 2 matrices.

El grupo SU(3) presenta ocho parámetros libres. (El grupo SU(N) tiene N2 − 1 parámetros libres).
El hermitiano, operador es sin traza son tres subgrupos SU(2)en el ~e1~e2, ~e1~e3 y el ~e2~e3 plano. Ello da
nueve matrices, las que no todas son linealmente independientes. Tomando una combinación lineal
se obtienen ocho matrices.

En la densidad de Lagrange para la fuerza de color s e tiene que sustituir
∂

∂x
→ D

Dx
:=

∂

∂x
−

8∑
i=1

TiA
i
x

Los términos de tercer y cuarto orden en A muestran que el campo de color interactua consigo mismo.



Chapter 14

F́ısica nuclear

14.1 Fuerzas nucleares

La masa de núcleo se puede expresar
como:

Mnucl = Zmp +Nmn − Ebind/c
2

La enerǵıa de atracción por nucleon se
observa en la figura al lado derecho. En
la parte superior es de 56

26Fe, El más es-
table de los núcleos. Con las constantes

a1 = 15.760 MeV
a2 = 17.810 MeV
a3 = 0.711 MeV
a4 = 23.702 MeV
a5 = 34.000 MeV

0
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E

↑
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A→

y A = Z + N , en el droplet o en el modelo colectivo del núcleo la enerǵıa de atracción Eatraccion es
dada por:

Eatraccion

c2
= a1A− a2A

2/3 − a3
Z(Z − 1)
A1/3

− a4
(N − Z)2

A
+ εa5A

−3/4

Estos términos aparecen debido a:

1. a1: Enerǵıa de atracción de una fuerza nuclear fuerte, aproximadamente ∼ A.

2. a2: Corrección de superficie: cerca del superficie del núcleo se presente menor atracción.

3. a3: Repulsión de Coulomb entre los protones.

4. a4: Término de Asimetŕıa: un exceso de protones o neutrones muestra una menor enerǵıa de
atracción

5. a5: Efecto Pair off: núcleos con un número par de protones o neutrones son más estables, porque
grupos de dos protones o neutrones tienen una menor enerǵıa. Por lo que se tiene:

Z par, N par: ε = +1, Z impar, N impar: ε = −1.
Z par, N impar: ε = 0, Z impar, N par: ε = 0.

El potencial de Yukawa puede ser derivado si la fuerza nuclear es aproximada, considerando como un
intercambio de piones virtuales:

U(r) = −W0r0
r

exp
(
− r

r0

)
Con ∆E ·∆t ≈ h̄, Eγ = m0c

2 y r0 = c∆t seguidamente: r0 = h̄/m0c.

En el modelo de capas (shell model) del núcleo se asumen que un nucleon se mueve en un campo
promedio de otros nucleones. Luego, existe una contribución del acoplamientos de los orbitales de
spin ∼ ~L · ~S: ∆Vls = 1

2 (2l+ 1)h̄ω. Asi cada nivel (n, l) es fraccionado en dos , con j = l± 1
2 , donde el

estado con j = l+ 1
2 tiene la enerǵıa más pequeña. Justamente, esto es lo opuesto para los electrones,

93
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lo que es una indicación que la interacción L − S no es electromagnética. La enerǵıa de oscilador
armónico tridimensional es E = (N + 3

2 )h̄ω. N = nx + ny + nz = 2(n − 1) + l donde n ≥ 1 es
el principal número del oscilador. Porque −l ≤ m ≤ l y ms = ± 1

2 h̄ hay 2(2l + 1) sub-estados que
existen independientemente de los protones y neutrones. Esto es lo que origina a los llamados números
mágicos: núcleos donde cada estado en el nivel exterior están particularmente llenos y estables. Este
es el caso si N o Z ∈ {2, 8, 20, 28, 50, 82, 126}.

14.2 La forma del núcleo

Una esfera, de radio R = R0A
1/3, es la primera aproximación de un núcleo. Aqui, R0 ≈ 1.4 · 10−15

m, constante para todos los núcleos. Si el radio nuclear medido incluyendo la distribución de carga
se obtiene R0 ≈ 1.2 · 10−15 m. La forma de los núcleos oscilatorios puede describirse por medio de
harmónicos esféricos:

R = R0

[
1 +

∑
lm

almY
m
l (θ, ϕ)

]
l = 0 gives rise to monopole vibrations, density vibrations, which can be applied to the theory of
neutron stars. l = 1 gives dipole vibrations, l = 2 cuadrupolo, with a2,0 = β cos γ y a2,±2 = 1

2

√
2β sin γ

donde β es el factor de deformación y γ el parámetro de forma. El momento multipolares dado por
µl = ZerlY m

l (θ, ϕ). La paridad de el momento electrico es ΠE = (−1)l, del momento magnético
ΠM = (−1)l+1.

Existen dos contribuciones al momento magnético: ~ML =
e

2mp

~L y ~MS = gS
e

2mp

~S.

donde gS es la razón de spin-giromagnético. Para los fotones se tiene gS = 5.5855 y para neutrones
gS = −3.8263. Las componentes z del momento magnético son dadas por ML,z = µNml y MS,z =
gSµNmS . El momento magnético resultante es relacionado con el spin nuclear I de acuerdo con
~M = gI(e/2mp)~I. La componente z es entonces Mz = µNgImI .

14.3 Decaimiento radiactivo

El número de de núcleos decayendo es proporcional al número de núcleos: Ṅ = −λN . Esto da para
el número de núcleos N : N(t) = N0 exp(−λt). El tiempo de vida media siguiendo de τ 1

2
λ = ln(2). El

promedio de tiempo de vida de un núcleo es τ = 1/λ. La probabilidad que N núcleos decaen dentro
de un intervalo de tiempo es descrito por la distribución de Poisson:

P (N)dt = N0
λNe−λ

N !
dt

Si un núcleo puede decaer en más de dos estados finales se obtiene: λ =
∑
λi. Aśı la fracción de

decaimiento en el estado i es λi/
∑
λi. Existen cinco tipos de decaimiento radiactivo natural:

1. decaimiento α: El núcleo emite un núcleo de He2+. Porque el núcleo tiende a ordenarse en
grupos de 2p+2n esto puede considerarse como tonelaje de un núcleo de He2+ a través de una
barrera de potencial. La probabilidad P del efecto túnel es

P =
amplitud de entrada
amplitud de salida

= e−2G with G =
1
h̄

√
2m
∫

[V (r)− E]dr

G es denominda como el factor Gamow.

2. decaimiento β. Aqúı un protón cambia en un neutron o viceversa:
p+ → n0 + W+ → n0 + e+ + νe, y n0 → p+ + W− → p+ + e− + νe.

3. Captura de un electrón electrón: aqúı, un proton en el núcleo captura un electrón (usualmente
de la capa K del átomo).
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4. Fisión espontánea: los compuestos del núcleo se separan en partes.

5. decaimiento γ: aqúı el núcleo emite un foton altamente energético. El decaimiento constanter
es dado por

λ =
P (l)
h̄ω
∼ Eγ

(h̄c)2

(
EγR

h̄c

)2l

∼ 10−4l

donde l es el número cuántico para el momento angular y P el poder radiativo. Usualmente
el decaimiento constante de momentos multipolares eléctricos es mayor que los momentos mul-
tipolares magnéticos. La energia de el foton es Eγ = Ei − Ef − TR, con TR = E2

γ/2mc
2 la

enerǵıa de retroceso, que puede usualmente se despreciada. La paridad de la radiación emitida
es Πl = Πi ·Πf . Con I el número cuántico de momentos angulares del núcleo, L = h̄

√
I(I + 1),

utilizando la siguiente regla de selección: |~Ii − ~If | ≤ ∆l ≤ |~Ii + ~If |.

14.4 Esparcimiento y reacciones nucleares

14.4.1 Modelo cinético

Si un haz con intensidad I alcanza un blanco con densidad n y longitud x ( esparcimiento de Ruther-
ford) el número de esparcimiento R por unidad de tiempo es igual a R = Inxσ. De esto se sigue que
la intensidad del haz decrece como −dI = Inσdx. Esto resulta en I = I0e−nσx = I0e−µx.

Porque dR = R(θ, ϕ)dΩ/4π = Inxdσ se tiene:
dσ

dΩ
=
R(θ, ϕ)
4πnxI

Si N particulas son esparcidas en un material con una densidad n se tiene:
∆N
N

= n
dσ

dΩ
∆Ω∆x

Para colision es de Coulomb obtenemos:
dσ

dΩ

∣∣∣∣
C

=
Z1Z2e

2

8πε0µv2
0

1
sin4( 1

2θ)

14.4.2 Modelo mecánico cuántico para esparcimiento n-p

El estado inicial es un haz de neutrones moviéndose a lo largo del eje z con función de onda ψinit = eikz

y densidad de corriente Jinit = v|ψinit|2 = v. A distancias largas para el punto de esparcimiento se
tiene aproximadamente una función de onda esférica ψscat = f(θ)eikr/r donde f(θ) es la amplitud de
esparcimiento . La función de onda total es descrita por

ψ = ψin + ψscat = eikz + f(θ)
eikr

r

El flujo de part́ıculas esparcidas es v|ψscat|2 = v|f(θ)|2dΩ. De ésto se obtienen que σ(θ) = |f(θ)|2. La
función de onda de part́ıculas entrantes pueden se expresadas como una suma de funciones de onda
de momentos angulares:

ψinit = eikz =
∑

l

ψl

El parámetro de impacto se relación con el momento angular con L = bp = bh̄k, aśı bk ≈ l. A una
muy pequeña enerǵıa solamente part́ıculas con l = 0 son dispersadas, asi

ψ = ψ′0 +
∑
l>0

ψl and ψ0 =
sin(kr)
kr

Si el potencial es aproximadamente rectangular se obtiene: ψ′0 = C
sin(kr + δ0)

kr

La sección efectiva es entonces σ(θ) =
sin2(δ0)
k2

so σ =
∫
σ(θ)dΩ =

4π sin2(δ0)
k2
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A una enerǵıa muy pequeña se obtiene: sin2(δ0) =
h̄2k2/2m
W0 +W

con W0 la profundidad de una barrera de potencial. A altas enerǵıa se obtiene: σ =
4π
k2

∑
l

sin2(δl)

14.4.3 Conservación de la enerǵıa y momentum en reacciones nucleares

Si una part́ıcula P1 colisiona con una part́ıcula P2 que es en reposo w.r.t. el sistema del laboratorio
y las otras part́ıculas son creadas, aśı

P1 + P2 →
∑
k>2

Pk

La energia total Q ganada o requerida es descrita por Q = (m1 +m2 −
∑
k>2

mk)c2.

La enerǵıa cinética mı́nima T de P1 en el sistema del laboratorio para iniciar la reacción es

T = −Qm1 +m2 +
∑
mk

2m2

Si Q < 0 existe una enerǵıa umbral.

14.5 Dosimetŕıa de radiación

Cantidades radiométricas determinan la magnitud de la fuente de radiación. Cantidades radiométricas
están relacionadas a la transferencia de enerǵıa entre la radiación y la materia. Los parámetros que
describen la relacion entre entre estos son denominados parámetros de interaccion . La intensidad de
un haz de particulas de una sustancia decrese de acuerdo con I(s) = I0 exp(−µs). La desaceleración
de una part́ıcula pesada es descrita por la ecuación de Bethe-Bloch :

dE

ds
∼ q2

v2

La fluention es descrita por Φ = dN/dA. El flujo es dado por φ = dΦ/dt. La perdida de energia es
definida por Ψ = dW/dA, y la densidad de flujo de enerǵıa: ψ = dΨ/dt. El de coeficiente de absorción
es dado por µ = (dN/N)/dx. El coeficiente de absorción de masa es µ/%.

La dosis de radiación X es la cantidad de carga producida por la radiación por unidad de masa,
con unidades C/kg. Una unidad vieja es el Röntgen: 1Ro= 2.58 · 10−4 C/kg. Con el coeficiente de
enerǵıa-absorción µE obtniendo:

X =
dQ

dm
=
eµE

W%
Ψ

donde W es la enerǵıa requerida para desunir un carga elemental.

La dosis absorbida D es dada por D = dEabs/dm, con unidades Gy=J/kg. Una vieja unida es el
rad: 1 rad=0.01 Gy. El tiempo de dosis es definido como Ḋ. Puede ser derivado que

D =
µE

%
Ψ

El Kerma K es una cantidad de enerǵıa cinética producida por part́ıculas secundarias que son pro-
ducidas por la unidad de masa de un objeto irradiado.

El equivalente de dosisH es un peso promedio de la dosis absorbida por el tipo de radiación, donde por
cada tipo de radiación los efectos en material biológico se emplea un factor de peso. Estos factores
de peso son llamados factores de cualidad. Su unidad es Sv. H = QD. Si la absorción es no es
distribuida equitativamente, los factores de peso w por órgano se necesitan emplear: H =

∑
wkHk.

Para algunos tipos de radiación tenemos:
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Tipo de radiación Q

Radiación Röntgen, gamma 1
β, electrones, mesones 1
Neutrones térmicos 3 to 5
Neutrones rápidos 10 to 20
Protones 10
α, productos de fisión 20
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Chapter 15

Teoŕıa de campo cuántica & F́ısica
de part́ıculas

15.1 Operadores de creación y aniquilación

Un estado con muchas part́ıculas puede ser descrito por un conjunto de números: |n1n2n3 · · ·〉. Donde
el estado vaćıo es dado por |000 · · ·〉. Esto es una completa descripion porque las particulas son
indistinguibles. Los estados ortonormales son:

〈n1n2n3 · · · |n′1n′2n′3 · · ·〉 =
∞∏

i=1

δnin′i

El vector de estado dependiente del tiempo es

Ψ(t) =
∑

n1n2···
cn1n2···(t)|n1n2 · · ·〉

Los coeficientes c pueden ser interpredados del siguiente modo: |cn1n2···|2 es la probabilidad para
encontrar n1 particulas con momentum ~k1, n2 part́ıculas con momentum ~k2, etc., y 〈Ψ(t)|Ψ(t)〉 =∑
|cni

(t)|2 = 1. La expanción de los estados en tiempo es descrita por la ecuacion de Schrödinger

i
d

dt
|Ψ(t)〉 = H|Ψ(t)〉

donde H = H0 +Hint. H0 es el hamiltonino para particulas libres y permanece |cni
(t)|2 constante,

Hint es la interacion del hamiltoniano y puede aumentar o disminuir en c2 a costa de los otros.

Todos los operadores que puedne cambiar el numero de posicion pueden ser expandidos en operadores
a y a†. a es el operador de aniquilacion y a† el operador de cracion, y:

a(~ki)|n1n2 · · ·ni · · ·〉 =
√
ni |n1n2 · · ·ni − 1 · · ·〉

a†(~ki)|n1n2 · · ·ni · · ·〉 =
√
ni + 1 |n1n2 · · ·ni + 1 · · ·〉

Porque los estados son normalizados a|0〉 = 0 y a(~ki)a†(~ki)|ni〉 = ni|ni〉. Asi, aa† es el operador de
posicion. Las siguientes reglas de conmutacion pueden ser obtenidas:

[a(~ki), a(~kj)] = 0 , [a†(~ki), a†(~kj)] = 0 , [a(~ki), a†(~kj)] = δij

De tal modo, para particulas sin espin se tiene: H0 =
∑
i

a†(~ki)a(~ki)h̄ωki

15.2 Campos clásicos y cuánticos

Conmenzando con un campo real Φα(x) (campos complejos pueden ser separados en una parte real y
una parte imaginaria), la densidad de Lagrange L es una función de la posición x = (~x, ict) a través
de los campos: L = L(Φα(x), ∂νΦα(x)). El lagrangiano es dado por L =

∫
L(x)d3x. Utilizando el

principio variacional δI(Ω) = 0 y con la integral I(Ω) =
∫
L(Φα, ∂νΦα)d4x la ecuación del campo

puede ser derivada:
∂L
∂Φα

− ∂

∂xν

∂L
∂(∂νΦα)

= 0

99
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El campo conjugado es analogo al momentum en mecanica clasica; luego, se define como:

Πα(x) =
∂L
∂Φ̇α

Con esto, la densidad del hamiltoniano se convierte H(x) = ΠαΦ̇α − L(x).

La Cuantización de un campo clásico es analogo a la cuantización mecanica de una masa puntual: Las
funciones de campo son consideradas como operadores obedeciendo ciertas reglas de conmutacion:

[Φα(~x),Φβ(~x ′)] = 0 , [Πα(~x),Πβ(~x ′)] = 0 , [Φα(~x),Πβ(~x ′)] = iδαβ(~x− ~x ′)

15.3 El marco de interacción

Algunas formulaciones equivalentes de la mecánica cuántica son posibles:

1. El marco de Schrödinger: estados dependientes del tiempo, operadores independientes del
tiempo.

2. marco de Heisenberg: estados dependientes del tiempo, operadores dependientes del tiempo.

3. marco de interacción: estados dependientes del tiempo, operadores dependientes del tiempo.

El marco de interacción puede ser obtenido del marco de Schrödinger por medio de una transformación
unitaria:

|Φ(t)〉 = eiHS
0 |ΦS(t)〉 and O(t) = eiHS

0OSe−iHS
0

El ı́ndice S denota el punto de vista de Schrödinger. Del que obtenemos:

i
d

dt
|Φ(t)〉 = Hint(t)|Φ(t)〉 y i

d

dt
O(t) = [O(t),H0]

15.4 campo escalar real en el marco de interacción

Es sencillo de encontrar que, con M := m2
0c

2/h̄2, tenemos:

∂

∂t
Φ(x) = Π(x) and

∂

∂t
Π(x) = (∇2 −M2)Φ(x)

Del que obtenemos que Φ obedece la ecuación de Klein-Gordon (2 −M2)Φ = 0. Con la definición
k2
0 = ~k2 +M2 := ω2

k y la notación ~k · ~x− ik0t := kx la solución general de esta ecuación es:

Φ(x) =
1√
V

∑
~k

1√
2ωk

(
a(~k )eikx + a†(~k )e−ikx

)
, Π(x) =

i√
V

∑
~k

√
1
2ωk

(
−a(~k )eikx + a†(~k )e−ikx

)
El campo de operaciones contenido en un volumen V , que es empleado como factor de normalización.
Usualmente podemos tomar el limite V →∞.

En general se tiene que el término con e−ikx, que es la parte de la frecuencia positiva, tambien es la
parte de creacion. En contraste, la parte de la frecuencia negativa es la parte de aniquilacion.

el coefienciente debe ser conjugado hermitiano porque Φ es hermitiano. Porque Φ tiene sólo una
commponente que puede ser interpretada como un campo que describe una part́ıcula con spin cero.
Luego, por las reglas de conmutaci ’on obtenemos [Φ(x),Φ(x′)] = i∆(x− x′) con

∆(y) =
1

(2π)3

∫
sin(ky)
ωk

d3k

∆(y) es una función impar que es invariante para la trasformación de Lorentz apropiada (no es el
reflejo). Ésto es consistente con el resultado encontrado previamente [Φ(~x, t,Φ(~x ′, t)] = 0. En general,
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obtenemos que ∆(y) = 0 en el exterior del cono de luz. Asi las ecuaciones obedecen el postulado de
localidad.

La densidad de Lagrange es descrita por: L(Φ, ∂νΦ) = − 1
2 (∂νΦ∂νΦ +m2Φ2). El operador de energia

es:
H =

∫
H(x)d3x =

∑
~k

h̄ωka
†(~k )a(~k )

15.5 Part́ıculas cargadas de spin-0, conservación de la carga

(La densidad del lagrangiano de las particulas)El lagrangiano de la densidad de particulas spin-0 es:
L = −(∂νΦ∂νΦ∗ +M2ΦΦ∗).

El teorema de Noether conecta un simetria continua de L y una ley de conservacion aditiva. Suponiendo
que L ((Φα)′, ∂ν(Φα)′) = L (Φα, ∂νΦα) y existe una transformacion continua entre Φα y Φα′ como
Φα′ = Φα + εfα(Φ). Se obtiene

∂

∂xν

(
∂L

∂(∂νΦα)
fα

)
= 0

Esta es una ecuacion de continuidad ⇒ una ley de conservacion. La cantidad conservada depende
de la simetria. La densidad Lagrangiana anterior es invariante para el cambio de fase Φ → Φeiθ:
una norma global de trasformacion. La cantidad conservada es la densiad de corriente Jµ(x) =
−ie(Φ∂µΦ∗ − Φ∗∂µΦ). Devido a que esta cantidad es cero para campos reales, un campo complejo
debe describir particulas cargadas. Cuando este campo es cauntizado el campo de operadores es dado
por

Φ(x) =
1√
V

∑
~k

1√
2ωk

(
a(~k )eikx + b†(~k )e−ikx

)
, Φ†(x) =

1√
V

∑
~k

1√
2ωk

(
a†(~k )eikx + b(~k )e−ikx

)
Donde el operador de energia es decrito como:

H =
∑
~k

h̄ωk

(
a†(~k )a(~k ) + b†(~k )b(~k )

)
y el operador de carga es:

Q(t) = −i
∫
J4(x)d3x⇒ Q =

∑
~k

e
(
a†(~k )a(~k )− b†(~k )b(~k )

)
Del que llega a que a†a := N+(~k ) is an occupation number operator for particles with a positive
charge and b†b := N−(~k ) is an occupation number operator for particles with a negative charge.

15.6 Funciones de campo para part́ıculas de spin-1
2

Spin es definidito el comportamiento de las soluciones de ψ de la ecuación de Dirac. Un campo escalar
Φ tiene la propiedad que si obedece la ecuación de Klein-Gordon, el campo rotado Φ̃(x) := Φ(Λ−1x)
también obedece. Λ denota las rotaciones cuatro-dimensionales: Las trasformaciones de Lorentz
propias. Estas pueden ser escritas como:

Φ̃(x) = Φ(x)e−i~n·~L with Lµν = −ih̄
(
xµ

∂

∂xν
− xν

∂

∂xµ

)
Para µ ≤ 3, ν ≤ 3 estas son rotaciones, for ν = 4, µ 6= 4 estas son trasformacion de Lorentz.

Un campo rotado ψ̃ obedece a la ecuación de Diracsi la siguiente condición se presenta: ψ̃(x) =
D(Λ)ψ(Λ−1x). Esto resulta en la condición D−1γλD = Λλµγµ. Encontramos: D = ei~n·~S con
Sµν = −i12 h̄γµγν . Entonces:

ψ̃(x) = e−i(S+L)ψ(x) = e−iJψ(x)
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Entonces las soluciones a la ecuación de Dirac son dadas por:

ψ(x) = ur
±(~p )e−i(~p·~x±Et)

Aqui, r es una indicación para la dirección del spin, y ± es el signo de la enerǵıa. Con la notación
vr(~p ) = ur

−(−~p ) y ur(~p ) = ur
+(~p ) podemos escribir para el producto interno de estos espinores:

ur
+(~p )ur′

+(~p ) =
E

M
δrr′ , ur

−(~p )ur′

−(~p ) =
E

M
δrr′ , ur

+(~p )ur′

−(~p ) = 0

Porque del factor E/M esto no es invariante relativista. Un producto interno Lorentz-invariante es
definido por ab := a†γ4b, donde a := a†γ4 es una fila de espinores. De donde se obtiene:

ur(~p )ur′(~p ) = δrr′ , vr(~p )vr′(~p ) = −δrr′ , ur(~p )vr′(~p ) = 0

Combinaciones del tipo aa resultan en una matriz de 4× 4:

2∑
r=1

ur(~p )ur(~p ) =
−iγλpλ +M

2M
,

2∑
r=1

vr(~p )vr(~p ) =
−iγλpλ −M

2M

La densidad lagrangiana que resulta de la ecuacion de Dirac y contando con la energia de normaliza-
cion correcta es:

L(x) = −ψ(x)
(
γµ

∂

∂xµ
+M

)
ψ(x)

y la densidad de corrinete es Jµ(x) = −ieψγµψ.

15.7 Cuantizacion de campos de spin-1
2

La solucion general para los operadores de campo es en este caso:

ψ(x) =

√
M

V

∑
~p

1√
E

∑
r

(
cr(~p )ur(~p )eipx + d†r(~p )vr(~p )e−ipx

)
y

ψ(x) =

√
M

V

∑
~p

1√
E

∑
r

(
c†r(~p )ur(~p )e−ipx + dr(~p )vr(~p )eipx

)
Aqui, c† y c son los operadores de creación y aniquilación, respectivamente, los operadores para la
creación de electrones d† y d de aniquilación de positrones. El operador de enerǵıa es dado por

H =
∑

~p

E~p

2∑
r=1

(
c†r(~p )cr(~p )− dr(~p )d†r(~p )

)
Para prevenir que la enerǵıa de los positrones sea negativa los operadores deben obedecer las reglas
de anti-conmutación, en lugar de las reglas de conmutación:

[cr(~p ), c†r′(~p )]+ = [dr(~p ), d†r′(~p )]+ = δrr′δpp′ , para todos los anti comutadores que son 0.

Los operadores de campo obedecen

[ψα(x), ψβ(x′)] = 0 , [ψα(x), ψβ(x′)] = 0 , [ψα(x), ψβ(x′)]+ = −iSαβ(x− x′)

con S(x) =
(
γλ

∂

∂xλ
−M

)
∆(x)

Las reglar de anti-conmutación dan además la enerǵıa positiva definida también el principio de
exclusión de Pauli y la estad́ıstica de Fermi-Dirac: porque c†r(~p )c†r(~p ) = c†r(~p )c†r(~p ) obtenindose:
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{c†r(p)}2 = 0. Afirmando la imposibilidad de la creación de dos electrones con el mismo momento y
spin. Este es el principio de exclusión. Otro modo de observar este hecho es que {N+

r (~p )}2 = N+
r (~p ):

los operadores de ocupación tienen solamente valores propios de 0 y 1.

Para evitar las contribuciones del vació infinito a la enerǵıa y la carga el producto normal es intro-
ducido. Las expresiones para la densidad de corriente ahora es Jµ = −ieN(ψγµψ). Este producto es
obtenido por:

• Expandiendo todos los campos de los operadores de creación y aniquilación,

• Manteniendo todos los términos que no tienen operadores de aniquilación, o en que están del
lado derecho de los operadores de creación,

• En todos los demás términos se debe intercambiar los factores de modo que que los operadores
de aniquilación estén del lado derecho. Por un intercambio de dos operadores de fermiones y
adicionado un signo negativo, no por intercambio de dos operadores de bosones. Asumiendo en
adelante que todos los comuntadores son cero.

15.8 Cuantización del campo electromagnético

Comenzando con la densidad de Lagrange L = − 1
2

∂Aν

∂xµ

∂Aν

∂xµ

se sigue que para los operadores de campo A(x):

A(x) =
1√
V

∑
~k

1√
2ωk

4∑
m=1

(
am(~k )εm(~k )eikx + a†(~k )εm(~k )∗e−ikx

)

Los operadores obedecen [am(~k ), a†m′(~k )] = δmm′δkk′ . Todos los demás comuntadores son 0. m dados
por la dirección de polarizacion del foton: m = 1, 2 dando polarizacion trasversal, m = 3 polarización
longitudinal y m = 4 Fotones polarizados temporalmente. Obteniéndose:

[Aµ(x), Aν(x′)] = iδµνD(x− x′) with D(y) = ∆(y)|m=0

A pesar del hecho que A4 = iV es imaginario en el caso clásico, A4 es todav́ıa definido como her-
mitiano, porque de otro modo el signo de la enerǵıa es incorrecto. Al cambiar la definición de el
producto interno es la configuración del espacio los valores de expectación para A1,2,3(x) ∈ IR y para
A4(x) son imaginarios.

Si los potenciales satisfacen la condición de norma de Lorentz ∂µAµ = 0 los operadores E y B
derivados de estos potenciales cumplirán con las ecuaciones de Maxwell. Sin embargo, se presentan
problemas con las reglas de conmutación. Ahora, se demanda que solamente los estados permitidos
por lo que se tiene

∂A+
µ

∂xµ
|Φ〉 = 0

Esto resulta en:
〈
∂Aµ

∂xµ

〉
= 0.

De esto resulta que (a3(~k )−a4(~k ))|Φ〉 = 0. Con una transformación de norma local se puede obtener
N3(~k ) = 0 y N4(~k ) = 0. Sin embargo, ésto solamente a un campo EM libre: en estados intermediarios
en interacciones puede existir fonones longitudinales y temporales longitudinal. Estos fonones son
responsables por el potencial de Coulomb estacionario.
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15.9 Interacción de campos y la matriz S

La matriz de esparcimiento S(scattering) da una realcion con el estado inicial y final de una interac-
cion: |Φ(∞)〉 = S|Φ(−∞)〉. Si la ecuación de Schrödinger es integrada:

|Φ(t)〉 = |Φ(−∞)〉 − i
t∫

−∞

Hint(t1)|Φ(t1)〉dt1

Y la teoria de pertubaciones es aplicado se puede encontrar que:

S =
∞∑

n=0

(−i)n

n!

∫
· · ·
∫
T {Hint(x1) · · ·Hint(xn)} d4x1 · · · d4xn ≡

∞∑
n=0

S(n)

Aqui, el operador T significa un producto ordenado temporal : los terminos en tal clase de productos
debe ser ordenado en incrementos de tiempo de derecha a izquierda de modo que el termino mas
novel actué primero . La matriz S es descrita por: Sij = 〈Φi|S|Φj〉 = 〈Φi|Φ(∞)〉.
La densidad Hamiltoniana de interacción para las interaciones entre el campo electromagnetico y el
campo electrón positron es: Hint(x) = −Jµ(x)Aµ(x) = ieN(ψγµψAµ)

Cuando es expandido como: Hint = ieN
(
(ψ+ + ψ−)γµ(ψ+ + ψ−)(A+

µ +A−µ )
)

ocho términos aparecen. Cada término corresponde con un posible proceso. El término ieψ+γµψ
+A−µ

actuando sobre |Φ〉 da transiciones donde A−µ crea un foton, ψ+ aniquila un electrón y ψ+ aniquila
un positrón. nicamente términos con el número correcto de part́ıculas en el estado inicial y final
contribuye a los elementos de la matriz 〈Φi|S|Φj〉. Posteriores factores en Hint pueden crear y poste-
riormente aniquilar part́ıculas: las part́ıculas virtuales .

La expresión para S(n) contiene productos ordenados temporalmente de productos normales. Esto
puede ser escrito como una suma de productos normales. Los operadores aparentes describen los cam-
bios mı́nimos necesarios para cambiar el estado inicial en el estado final. Los efectos de las part́ıculas
virtuales son descritos por las funciones de (anti)conmutación. Algunos productos ordenados por
tiempo son:

T {Φ(x)Φ(y)} = N {Φ(x)Φ(y)}+ 1
2∆F(x− y)

T
{
ψα(x)ψβ(y)

}
= N

{
ψα(x)ψβ(y)

}
− 1

2S
F
αβ(x− y)

T {Aµ(x)Aν(y)} = N {Aµ(x)Aν(y)}+ 1
2δµνD

F
µν(x− y)

Here, SF(x) = (γµ∂µ −M)∆F(x), DF(x) = ∆F(x)|m=0 and

∆F(x) =


1

(2π)3

∫
eikx

ω~k

d3k if x0 > 0

1
(2π)3

∫
e−ikx

ω~k

d3k if x0 < 0

El término 1
2∆F(x− y) es llamado la contracción de Φ(x) y Φ(y), y es el valor de expectación de los

productos ordenados en el tiempo en estado vació. El teorema de Wick da una expresión para los
productos ordenados en el tiempo de un número arbitrario de operadores de campo. La representación
gráfica de estos procesos son llamados diagramas de Feynman. En la representación x cada diagrama
describe un numero de procesos. Las funciones de contracciones pueden también ser escritas como:

∆F(x) = lim
ε→0

−2i
(2π)4

∫
eikx

k2 +m2 − iε
d4k and SF(x) = lim

ε→0

−2i
(2π)4

∫
eipx iγµpµ −M

p2 +M2 − iε
d4p

En la expresiones para S(2) this gives rise to terms δ(p + k − p′ − k′). This means that energy and
momentum is conserved. However, virtual particles do not obey the relation between energy and
momentum.
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15.10 Divergencias y renormailizacion

It turns out that higher orders contribute infinite terms because only the sum p + k of the four-
momentum of the virtual particles is fixed. An integration over one of them becomes ∞. In the
x-representation this can be understood because the product of two functions containing δ-like singu-
larities is not well defined. This is solved by discounting all divergent diagrams in a renormalization
of e and M . It is assumed that an electron, if there would not be an electromagnetical field, would
have a mass M0 and a charge e0 unequal to the observed mass M and charge e. In the Hamilton and
Lagrange density of the free electron-positron field appears M0. So this gives, with M = M0 + ∆M :

Le−p(x) = −ψ(x)(γµ∂µ +M0)ψ(x) = −ψ(x)(γµ∂µ +M)ψ(x) + ∆Mψ(x)ψ(x)

and Hint = ieN(ψγµψAµ)− i∆eN(ψγµψAµ).

15.11 Classification of elementary particles

Elementary particles can be categorized as follows:

1. Hadrons: these exist of quarks and can be categorized in:

I. Baryons: these exist of 3 quarks or 3 antiquarks.

II. Mesons: these exist of one quark and one antiquark.

2. Leptons: e±, µ±, τ±, νe, νµ, ντ , νe, νµ, ντ .

3. Field quanta: γ, W±, Z0, gluons, gravitons (?).

An overview of particles and antiparticles is given in the following table:

Particle spin (h̄) B L T T3 S C B∗ charge (e) m0 (MeV) antipart.
u 1/2 1/3 0 1/2 1/2 0 0 0 +2/3 5 u
d 1/2 1/3 0 1/2 −1/2 0 0 0 −1/3 9 d
s 1/2 1/3 0 0 0 −1 0 0 −1/3 175 s
c 1/2 1/3 0 0 0 0 1 0 +2/3 1350 c
b 1/2 1/3 0 0 0 0 0 −1 −1/3 4500 b
t 1/2 1/3 0 0 0 0 0 0 +2/3 173000 t

e− 1/2 0 1 0 0 0 0 0 −1 0.511 e+

µ− 1/2 0 1 0 0 0 0 0 −1 105.658 µ+

τ− 1/2 0 1 0 0 0 0 0 −1 1777.1 τ+

νe 1/2 0 1 0 0 0 0 0 0 0(?) νe

νµ 1/2 0 1 0 0 0 0 0 0 0(?) νµ

ντ 1/2 0 1 0 0 0 0 0 0 0(?) ντ

γ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 γ

gluon 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 gluon
W+ 1 0 0 0 0 0 0 0 +1 80220 W−

Z 1 0 0 0 0 0 0 0 0 91187 Z
graviton 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 graviton

Here B is the baryon number and L the lepton number. It is found that there are three different
lepton numbers, one for e, µ and τ , which are separately conserved. T is the isospin, with T3 the
projection of the isospin on the third axis, C the charmness, S the strangeness and B∗ the bottomness.
The anti particles have quantum numbers with the opposite sign except for the total isospin T. The
composition of (anti)quarks of the hadrons is given in the following table, together with their mass
in MeV in their ground state:
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π0 1
2

√
2(uu+dd) 134.9764 J/Ψ cc 3096.8 Σ+ d d s 1197.436

π+ ud 139.56995 Υ bb 9460.37 Ξ0 u s s 1314.9
π− du 139.56995 p+ u u d 938.27231 Ξ

0
u s s 1314.9

K0 sd 497.672 p− u u d 938.27231 Ξ− d s s 1321.32
K0 ds 497.672 n0 u d d 939.56563 Ξ+ d s s 1321.32
K+ us 493.677 n0 u d d 939.56563 Ω− s s s 1672.45
K− su 493.677 Λ u d s 1115.684 Ω+ s s s 1672.45
D+ cd 1869.4 Λ u d s 1115.684 Λ+

c u d c 2285.1
D− dc 1869.4 Σ+ u u s 1189.37 ∆2− u u u 1232.0
D0 cu 1864.6 Σ− u u s 1189.37 ∆2+ u u u 1232.0
D0 uc 1864.6 Σ0 u d s 1192.55 ∆+ u u d 1232.0
F+ cs 1969.0 Σ0 u d s 1192.55 ∆0 u d d 1232.0
F− sc 1969.0 Σ− d d s 1197.436 ∆− d d d 1232.0

Each quark can exist in two spin states. So mesons are bosons with spin 0 or 1 in their ground
state, while baryons are fermions with spin 1

2 or 3
2 . There exist excited states with higher internal L.

Neutrino’s have a helicity of − 1
2 while antineutrino’s have only + 1

2 as possible value.

The quantum numbers are subject to conservation laws. These can be derived from symmetries in the
Lagrange density: continuous symmetries give rise to additive conservation laws, discrete symmetries
result in multiplicative conservation laws.

Leyes de conservacion geometricas son invariantes ante las trasformaciones de Lorentz y la operacion
CPT. Las que son:

1. Masa/energia, porque las leyes de la naturaleza son invariantes para las traslaciones en el tiempo.

2. Momentum, porque las leyes de la naturaleza son invariantes ante para traslaciones en el espacio.

3. Momentum angular, porque las leyes de la naturaleza son invariantes ante rotaciones.

Leyes de conservacion dinamicas son invariantes ante la operacion CPT. Las que son:

1. La carga electrica, porque las ecuaciones de Maxwell son invariantes ante trasformaciones de
norma.

2. La carga de color se conserva.

3. El Isospin, porque QCD es invariante ante rotaciones en el espacio T.

4. El numero de bariones y leptones se conserva perno ante un simetria SU(5) de las leyes de la
naturaleza.

5. Algunos tipos de quarks sono se conservan ante la interacion de colores.

6. Paridad se conserva excepto para interacciones debiles.

Las particulas elementales puede ser clasificadas en tres familias:

leptones quarks antileptones antiquarks

1st generacion e− d e+ d
νe u νe u

2nd generacion µ− s µ+ s
νµ c νµ c

3rd generacion τ− b τ+ b
ντ t ντ t

Los quarks existen en tres colores, pero porque ellos estan confinedos estos colores no pueden ser
detectados directamente. La fuerza de color no hace decrementos con en la distancia. La energia
potencial puede ser lo suficientemente intensa para crear un par quark-antiquark cuando esta trata
de disjoin un (anti)quark de un hadron. Lo que resulta en dos hadrones y no en un quark libre.
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15.12 violacion P y violacion CP

It is found that the weak interaction violates P-symmetry, and even CP-symmetry is not conserved.
Some processes which violate P symmetry but conserve the combination CP are:

1. µ-decay: µ− → e− + νµ + νe. Left-handed electrons appear more than 1000× as much as
right-handed ones.

2. β-decay of spin-polarized 60Co: 60Co→60 Ni + e− + νe. More electrons with a spin parallel to
the Co than with a spin antiparallel are created: (parallel−antiparallel)/(total)=20%.

3. There is no connection with the neutrino: the decay of the Λ particle through: Λ → p+ + π−

and Λ→ n0 + π0 has also these properties.

The CP-symmetry was found to be violated by the decay of neutral Kaons. These are the lowest
possible states with a s-quark so they can decay only weakly. The following holds: C|K0〉 = η|K0〉
where η is a phase factor. Further holds P|K0〉 = −|K0〉 because K0 and K0 have an intrinsic parity
of −1. From this follows that K0 and K0 are not eigenvalues of CP: CP|K0〉 = |K0〉. The linear
combinations

|K0
1〉 := 1

2

√
2(|K0〉+ |K0〉) and |K0

2〉 := 1
2

√
2(|K0〉 − |K0〉)

are eigenstates of CP: CP|K0
1〉 = +|K0

1〉 and CP|K0
2〉 = −|K0

2〉. A base of K0
1 and K0

2 is practical while
describing weak interactions. For colour interactions a base of K0 and K0 is practical because then
the number u−number u is constant. The expansion postulate must be used for weak decays:

|K0〉 = 1
2 (〈K0

1|K0〉+ 〈K0
2|K0〉)

The probability to find a final state with CP= −1 is 1
2 |
〈
K0

2|K0
〉
|2, the probability of CP=+1 decay

is 1
2 |
〈
K0

1|K0
〉
|2.

The relation between the mass eigenvalues of the quarks (unaccented) and the fields arising in the
weak currents (accented) is (u′, c′, t′) = (u, c, t), and: d′

s′

b′

 =

 1 0 0
0 cos θ2 sin θ2
0 − sin θ2 cos θ2

 1 0 0
0 1 0
0 0 eiδ

 cos θ1 sin θ1 0
− sin θ1 cos θ1 0

0 0 1


 1 0 0

0 cos θ3 sin θ3
0 − sin θ3 cos θ3

 d
s
b


θ1 ≡ θC is the Cabibbo angle: sin(θC) ≈ 0.23± 0.01.

15.13 The standard model

When one wants to make the Lagrange density which describes a field invariant for local gauge
transformations from a certain group, one has to perform the transformation

∂

∂xµ
→ D

Dxµ
=

∂

∂xµ
− i g

h̄
LkA

k
µ

Here the Lk are the generators of the gauge group (the “charges”) and the Ak
µ are the gauge fields.

g is the matching coupling constant. The Lagrange density for a scalar field becomes:

L = − 1
2 (DµΦ∗DµΦ +M2Φ∗Φ)− 1

4F
a
µνF

µν
a

and the field tensors are given by: F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gcalmA

l
µA

m
ν .
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15.13.1 The electroweak theory

The electroweak interaction arises from the necessity to keep the Lagrange density invariant for local
gauge transformations of the group SU(2)⊗U(1). Right- and left-handed spin states are treated
different because the weak interaction does not conserve parity. If a fifth Dirac matrix is defined by:

γ5 := γ1γ2γ3γ4 = −


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


the left- and right- handed solutions of the Dirac equation for neutrino’s are given by:

ψL = 1
2 (1 + γ5)ψ and ψR = 1

2 (1− γ5)ψ

It appears that neutrino’s are always left-handed while antineutrino’s are always right-handed. The
hypercharge Y , for quarks given by Y = B + S + C + B∗ + T′, is defined by:

Q = 1
2Y + T3

so [Y, Tk] = 0. The group U(1)Y⊗SU(2)T is taken as symmetry group for the electroweak interaction
because the generators of this group commute. The multiplets are classified as follows:

e−R νeL e−L uL d′L uR dR

T 0 1
2

1
2 0 0

T3 0 1
2 − 1

2
1
2 − 1

2 0 0

Y −2 −1 1
3

4
3 − 2

3

Now, 1 field Bµ(x) is connected with gauge group U(1) and 3 gauge fields ~Aµ(x) are connected with
SU(2). The total Lagrange density (minus the fieldterms) for the electron-fermion field now becomes:

L0,EW = −(ψνe,L, ψeL)γµ

(
∂µ − i

g

h̄
~Aµ · ( 1

2~σ)− 1
2 i
g′

h̄
Bµ · (−1)

)(
ψνe,L

ψeL

)
−

ψeRγ
µ

(
∂µ − 1

2 i
g′

h̄
(−2)Bµ

)
ψeR

Here, 1
2~σ are the generators of T and −1 and −2 the generators of Y .

15.13.2 Spontaneous symmetry breaking: the Higgs mechanism

All leptons are massless in the equations above. Their mass is probably generated by spontaneous sym-
metry breaking. This means that the dynamic equations which describe the system have a symmetry
which the ground state does not have. It is assumed that there exists an isospin-doublet of scalar fields
Φ with electrical charges +1 and 0 and potential V (Φ) = −µ2Φ∗Φ+λ(Φ∗Φ)2. Their antiparticles have
charges −1 and 0. The extra terms in L arising from these fields, LH = (DLµΦ)∗(Dµ

LΦ)− V (Φ), are
globally U(1)⊗SU(2) symmetric. Hence the state with the lowest energy corresponds with the state
Φ∗(x)Φ(x) = v = µ2/2λ =constant. The field can be written (were ω± and z are Nambu-Goldstone
bosons which can be transformed away, and mφ = µ

√
2) as:

Φ =
(

Φ+

Φ0

)
=
(

iω+

(v + φ− iz)/
√

2

)
and 〈0|Φ|0〉 =

(
0

v/
√

2

)
Because this expectation value 6= 0 the SU(2) symmetry is broken but the U(1) symmetry is not.
When the gauge fields in the resulting Lagrange density are separated one obtains:

W−
µ = 1

2

√
2(A1

µ + iA2
µ) , W+

µ = 1
2

√
2(A1

µ − iA2
µ)
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Zµ =
gA3

µ − g′Bµ√
g2 + g′2

≡ A3
µ cos(θW)−Bµ sin(θW)

Aµ =
g′A3

µ + gBµ√
g2 + g′2

≡ A3
µ sin(θW) +Bµ cos(θW)

where θW is called the Weinberg angle. For this angle holds: sin2(θW) = 0.255 ± 0.010. Relations
for the masses of the field quanta can be obtained from the remaining terms: MW = 1

2vg and

MZ = 1
2v
√
g2 + g′2, and for the elementary charge holds: e =

gg′√
g2 + g′2

= g′ cos(θW) = g sin(θW)

Experimentally it is found that MW = 80.022 ± 0.26 GeV/c2 and MZ = 91.187 ± 0.007 GeV/c2.
According to the weak theory this should be: MW = 83.0 ± 0.24 GeV/c2 and MZ = 93.8 ± 2.0
GeV/c2.

15.13.3 Quantumchromodynamics

Coloured particles interact because the Lagrange density is invariant for the transformations of the
group SU(3) of the colour interaction. A distinction can be made between two types of particles:

1. “White” particles: they have no colour charge, the generator ~T = 0.

2. “Coloured” particles: the generators ~T are 8 3×3 matrices. There exist three colours and three
anticolours.

The Lagrange density for coloured particles is given by

LQCD = i
∑

k

Ψkγ
µDµΨk +

∑
k,l

ΨkMklΨl − 1
4F

a
µνF

µν
a

The gluons remain massless because this Lagrange density does not contain spinless particles. Because
left- and right- handed quarks now belong to the same multiplet a mass term can be introduced. This
term can be brought in the form Mkl = mkδkl.

15.14 Path integrals

The development in time of a quantum mechanical system can, besides with Schrödingers equation,
also be described by a path integral (Feynman):

ψ(x′, t′) =
∫
F (x′, t′, x, t)ψ(x, t)dx

in which F (x′, t′, x, t) is the amplitude of probability to find a system on time t′ in x′ if it was in x
on time t. Then,

F (x′, t′, x, t) =
∫

exp
(
iS[x]
h̄

)
d[x]

where S[x] is an action-integral: S[x] =
∫
L(x, ẋ, t)dt. The notation d[x] means that the integral has

to be taken over all possible paths [x]:∫
d[x] := lim

n→∞

1
N

∏
n


∞∫

−∞

dx(tn)


in which N is a normalization constant. To each path is assigned a probability amplitude exp(iS/h̄).
The classical limit can be found by taking δS = 0: the average of the exponent vanishes, except where
it is stationary. In quantum fieldtheory, the probability of the transition of a fieldoperator Φ(~x,−∞)
to Φ′(~x,∞) is given by

F (Φ′(~x,∞),Φ(~x,−∞)) =
∫

exp
(
iS[Φ]
h̄

)
d[Φ]
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with the action-integral

S[Φ] =
∫
Ω

L(Φ, ∂νΦ)d4x

15.15 Unificación y gravedad cuántica

La intensidad de la fuerza varia con la enerǵıa y las constantes de acoplamiento reciproco. El modelo
SU(5) predice unificación completa de las fuerzas electromaneticas, debi y colores a una energia de
1015GeV. Tambien predice 12 bosones X extra que se acoplan a los leptones y quarks son responsables
del decaimiento del proton, con canal dominante p+ → π0 + e+, con un tiempo de vida promedio del
proton de 1031 años. Este modelo no ha sido probado experimentalmente.

Modelos de supersimetria asumen un simetŕıa entre bosonos y ferminones y predice patrones para las
particulas conocidas con un spin que difiere de 1

2 . La modelo supersimetrico SU(5) predice unificación
a 1016GeV y un tiempo de vida promedia del proton de 1033 años. Los canales de decaimiento
principales en la teoria son p+ → K+ + νµ y p+ → K0 + µ+.

La gravedad cuántica sólo tiene un rolen la interacción de part́ıculas en tamaños de Planck, donde
λC ≈ RS: mPl =

√
hc/G = 3 · 1019 GeV, tPl = h/mPlc

2 =
√
hG/c5 = 10−43 segundos y rPl = ctPl ≈

10−35 m.



Chapter 16

Astrophysics

16.1 Determination of distances

The parallax is mostly used to determine distances in nearby space. The parallax is the angular
difference between two measurements of the position of the object from different view-points. If the
annual parallax is given by p, the distance R of the object is given by R = a/ sin(p), in which a is the
radius of the Earth’s orbit. The clusterparallax is used to determine the distance of a group of stars
by using their motion w.r.t. a fixed background. The tangential velocity vt and the radial velocity vr
of the stars along the sky are given by

vr = V cos(θ) , vt = V sin(θ) = ωR

where θ is the angle between the star and the point of convergence and
R̂ the distance in pc. This results, with vt = vr tan(θ), in:

R =
vr tan(θ)

ω
⇒ R̂ =

1′′

p

where p is the parallax in arc seconds. The parallax is then given by

p =
4.74µ

vr tan(θ)

RR-Lyrae

Type 2

Type 1

0,1 0,3 1 3 10 30 100
1

0

-1
-2
-3
-4
-5

P (days) →

〈M〉

with µ de proper motion of the star in ′′/yr. A method to determine the distance of objects which
are somewhat further away, like galaxies and star clusters, uses the period-Brightness relation for
Cepheids. This relation is shown in the above figure for different types of stars.

16.2 Brightness and magnitudes

The brightness is the total radiated energy per unit of time. Earth receives s0 = 1.374 kW/m2 from
the Sun. Hence, the brightness of the Sun is given by L� = 4πr2s0 = 3.82 · 1026 W. It is also given
by:

L� = 4πR2
�

∞∫
0

πFνdν

where πFν is the monochromatic radiation flux. At the position of an observer this is πfν , with
fν = (R/r)2Fν if absorption is ignored. If Aν is the fraction of the flux which reaches Earth’s surface,
the transmission factor is given by Rν and the surface of the detector is given by πa2, then the
apparent brightness b is given by:

b = πa2

∞∫
0

fνAνRνdν

The magnitude m is defined by:

b1
b2

= (100)
1
5 (m2−m1) = (2.512)m2−m1

111
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because the human eye perceives lightintensities logaritmical. From this follows that m2 − m1 =
2.5 ·10 log(b1/b2), or: m = −2.5 ·10 log(b) +C. The apparent brightness of a star if this star would be
at a distance of 10 pc is called the absolute brightness B: B/b = (r̂/10)2. The absolute magnitude is
then given by M = −2.5 ·10 log(B)+C, or: M = 5+m−5 ·10 log(r̂). When an interstellar absorption
of 10−4/pc is taken into account one finds:

M = (m− 4 · 10−4r̂) + 5− 5 ·10 log(r̂)

If a detector detects all radiation emitted by a source one would measure the absolute bolometric
magnitude. If the bolometric correction BC is given by

BC = 2.5 ·10 log
(

Energy flux received
Energy flux detected

)
= 2.5 ·10 log

( ∫
fνdν∫

fνAνRνdν

)
holds: Mb = MV −BC where MV is the visual magnitude. Further holds

Mb = −2.5 ·10 log
(
L

L�

)
+ 4.72

16.3 Radiation and stellar atmospheres

The radiation energy passing through a surface dA is dE = Iν(θ, ϕ) cos(θ)dνdΩdAdt, where Iµ is
the monochromatical intensity [Wm−2sr−1Hz−1]. When there is no absorption the quantity Iν is
independent of the distance to the source. Planck’s law holds for a black body:

Iν(T ) ≡ Bν(T ) =
c

4π
wν(T ) =

2hν3

c2
1

exp(hν/kT )− 1

The radiation transport through a layer can then be written as:

dIν
ds

= −Iνκν + jν

Here, jν is the coefficient of emission and κν the coefficient of absorption.
∫
ds is the thickness of

the layer. The optical thickness τν of the layer is given by τν =
∫
κνds. The layer is optically thin if

τν � 1, the layer is optically thick if τν � 1. For a stellar atmosphere in LTE holds: jν = κνBν(T ).
Then also holds:

Iν(s) = Iν(0)e−τν +Bν(T )(1− e−τν )

16.4 Composition and evolution of stars

The structure of a star is described by the following equations:

dM(r)
dr

= 4π%(r)r2

dp(r)
dr

= −GM(r)%(r)
r2

L(r)
dr

= 4π%(r)ε(r)r2(
dT (r)
dr

)
rad

= −3
4
L(r)
4πr2

κ(r)
4σT 3(r)

, (Eddington), or(
dT (r)
dr

)
conv

=
T (r)
p(r)

γ − 1
γ

dp(r)
dr

, (convective energy transport)

Further, for stars of the solar type, the composing plasma can be described as an ideal gas:

p(r) =
%(r)kT (r)
µmH
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where µ is the average molecular mass, usually well approximated by:

µ =
%

nmH
=

1
2X + 3

4Y + 1
2Z

where X is the mass fraction of H, Y the mass fraction of He and Z the mass fraction of the other
elements. Further holds:

κ(r) = f(%(r), T (r), composition) and ε(r) = g(%(r), T (r), composition)

Convection will occur when the star meets the Schwartzschild criterium:(
dT

dr

)
conv

<

(
dT

dr

)
rad

Otherwise the energy transfer takes place by radiation. For stars in quasi-hydrostatic equilibrium
hold the approximations r = 1

2R, M(r) = 1
2M , dM/dr = M/R, κ ∼ % and ε ∼ %Tµ (this last

assumption is only valid for stars on the main sequence). For pp-chains holds µ ≈ 5 and for the CNO
chains holds µ = 12 tot 18. It can be derived that L ∼ M3: the mass-brightness relation. Further
holds: L ∼ R4 ∼ T 8

eff . This results in the equation for the main sequence in the Hertzsprung-Russel
diagram:

10 log(L) = 8 ·10 log(Teff) + constant

16.5 Energy production in stars

The net reaction from which most stars gain their energy is: 41H→ 4He + 2e+ + 2νe + γ.
This reaction produces 26.72 MeV. Two reaction chains are responsible for this reaction. The slowest,
speed-limiting reaction is shown in boldface. The energy between brackets is the energy carried away
by the neutrino.

1. The proton-proton chain can be divided into two subchains:
1H + p+ → 2D + e+ + νe, and then 2D + p→ 3He + γ.

I. pp1: 3He +3 He→ 2p+ + 4He. There is 26.21 + (0.51) MeV released.

II. pp2: 3He + α→ 7Be + γ

i. 7Be + e− → 7Li + ν, then 7Li + p+ → 24He + γ. 25.92 + (0.80) MeV.
ii. 7Be + p+ → 8B + γ, then 8B + e+ → 24He + ν. 19.5 + (7.2) MeV.

Both 7Be chains become more important with raising T .

2. The CNO cycle. The first chain releases 25.03 + (1.69) MeV, the second 24.74 + (1.98) MeV.
The reactions are shown below.

−→ ↘
↗ → 15N + p+ → α+12 C 15N + p+ → 16O + γ

↓ ↓
15O + e+ → 15N + ν 12C + p+ → 13N + γ 16O + p+ → 17F + γ

↑ ↓ ↓
14N + p+ → 15O + γ 13N→ 13C + e+ + ν 17F→ 17O + e+ + ν

↓ ↓
↖ ← 13C + p+ → 14N + γ 17O + p+ → α+ 14N

←− ↙
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The ∇-operator

In cartesian coordinates (x, y, z) holds:

~∇ =
∂

∂x
~ex +

∂

∂y
~ey +

∂

∂z
~ez , gradf = ~∇f =

∂f

∂x
~ex +

∂f

∂y
~ey +

∂f

∂z
~ez

div ~a = ~∇ · ~a =
∂ax

∂x
+
∂ay

∂y
+
∂az

∂z
, ∇2f =

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

rot ~a = ~∇× ~a =
(
∂az

∂y
− ∂ay

∂z

)
~ex +

(
∂ax

∂z
− ∂az

∂x

)
~ey +

(
∂ay

∂x
− ∂ax

∂y

)
~ez

In cylinder coordinates (r, ϕ, z) holds:

~∇ =
∂

∂r
~er +

1
r

∂

∂ϕ
~eϕ +

∂

∂z
~ez , gradf =

∂f

∂r
~er +

1
r

∂f

∂ϕ
~eϕ +

∂f

∂z
~ez

div ~a =
∂ar

∂r
+
ar

r
+

1
r

∂aϕ

∂ϕ
+
∂az

∂z
, ∇2f =

∂2f

∂r2
+

1
r

∂f

∂r
+

1
r2
∂2f

∂ϕ2
+
∂2f

∂z2

rot ~a =
(

1
r

∂az

∂ϕ
− ∂aϕ

∂z

)
~er +

(
∂ar

∂z
− ∂az

∂r

)
~eϕ +

(
∂aϕ

∂r
+
aϕ

r
− 1
r

∂ar

∂ϕ

)
~ez

In spherical coordinates (r, θ, ϕ) holds:

~∇ =
∂

∂r
~er +

1
r

∂

∂θ
~eθ +

1
r sin θ

∂

∂ϕ
~eϕ

gradf =
∂f

∂r
~er +

1
r

∂f

∂θ
~eθ +

1
r sin θ

∂f

∂ϕ
~eϕ

div ~a =
∂ar

∂r
+

2ar

r
+

1
r

∂aθ

∂θ
+

aθ

r tan θ
+

1
r sin θ

∂aϕ

∂ϕ

rot ~a =
(

1
r

∂aϕ

∂θ
+

aθ

r tan θ
− 1
r sin θ

∂aθ

∂ϕ

)
~er +

(
1

r sin θ
∂ar

∂ϕ
− ∂aϕ

∂r
− aϕ

r

)
~eθ +(

∂aθ

∂r
+
aθ

r
− 1
r

∂ar

∂θ

)
~eϕ

∇2f =
∂2f

∂r2
+

2
r

∂f

∂r
+

1
r2
∂2f

∂θ2
+

1
r2 tan θ

∂f

∂θ
+

1
r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2

General orthonormal curvelinear coordinates (u, v, w) can be obtained from cartesian coordinates by
the transformation ~x = ~x(u, v, w). The unit vectors are then given by:

~eu =
1
h1

∂~x

∂u
, ~ev =

1
h2

∂~x

∂v
, ~ew =

1
h3

∂~x

∂w

where the factors hi set the norm to 1. Then holds:

gradf =
1
h1

∂f

∂u
~eu +

1
h2

∂f

∂v
~ev +

1
h3

∂f

∂w
~ew

div ~a =
1

h1h2h3

(
∂

∂u
(h2h3au) +

∂

∂v
(h3h1av) +

∂

∂w
(h1h2aw)

)
rot ~a =

1
h2h3

(
∂(h3aw)
∂v

− ∂(h2av)
∂w

)
~eu +

1
h3h1

(
∂(h1au)
∂w

− ∂(h3aw)
∂u

)
~ev +

1
h1h2

(
∂(h2av)
∂u

− ∂(h1au)
∂v

)
~ew

∇2f =
1

h1h2h3

[
∂

∂u

(
h2h3

h1

∂f

∂u

)
+

∂

∂v

(
h3h1

h2

∂f

∂v

)
+

∂

∂w

(
h1h2

h3

∂f

∂w

)]
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The SI units

Basic units

Quantity Unit Sym.
Longitud metre m
Masa kilogram kg
Tiempo second s
Temperatura kelvin K
Corriente electrica ampere A
Intensidad luminosa candela cd
Cantidad de sustancia mol mol

Unidades Extra

angulo plano radian rad
angulo solido sterradian sr

Unidades derivadas

Quantity Unit Sym. Derivation

Frecuencia hertz Hz s−1

Fuerza newton N kg ·m · s−2

Presion pascal Pa N ·m−2

Energia joule J N ·m
Potencia watt W J · s−1

Carga coulomb C A · s
El. Potential volt V W ·A−1

El. Capacitance farad F C ·V−1

El. Resistance ohm Ω V ·A−1

El. Conductance siemens S A ·V−1

Mag. flux weber Wb V · s
Mag. flux density tesla T Wb ·m−2

Inductancia henry H Wb ·A−1

Luminous flux lumen lm cd · sr
Illuminance lux lx lm ·m−2

Activity bequerel Bq s−1

Absorbed dose gray Gy J · kg−1

Dose equivalent sievert Sv J · kg−1

Prefijos

yotta Y 1024 giga G 109 deci d 10−1 pico p 10−12

zetta Z 1021 mega M 106 centi c 10−2 femto f 10−15

exa E 1018 kilo k 103 milli m 10−3 atto a 10−18

peta P 1015 hecto h 102 micro µ 10−6 zepto z 10−21

tera T 1012 deca da 10 nano n 10−9 yocto y 10−24


