Capitulo 4
DIAGONALIZACION DE MATRICES

4.1. Autovalores y autovectores

. . -1
Observemos que para una matriz cuadrada, por ejemplo A = _i’ 3 } ,

existen algunos vectores € R? no nulos y miimeros reales \ tales que Ax = A\z.

Asi, si = (1,1),

3 —1 1 2 1 .
Am1_|:_1 3}{1}_{2}—2{1},esdec1r,A:r1—2x1.

Para x; = (1, —1) también se cumple que:

e 2[4 [] o[ 2] s

Estos vectores y los escalares correspondientes son caracteristicos de la matriz
y reciben el nombre de vectores propios o autovectores, y valores propios o autovalores.
Nuestro objetivo es aprender a calcularlos, y deducir consecuencias de su existencia,
pues surgen en multitud de aplicaciones: estudio de vibraciones, sistemas electricos,
reacciones quimicas, etc.

Definicién 152 Sea A € M, (R), el nimero real A es un autovalor de A (o valor
propio) si existe un vector x # 0, tal que Ax = \x. Todo vector no nulo que satisfaga
esta relacion se denomina autovector de A (o vector propio) asociado al autovalor .

Observaciones:

a) La condicién x # 0 se introduce para evitar el caso trivial: cualquier A verifica la
condicion A-0= \-0.
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202 Diagonalizacién de matrices

b) Un autovector sélo estd asociado a un autovalor: En efecto , si x es un autovalor
de A asociado a \; y A9, entonces: Ax = Mz = Aoz ?0 AL = \g.
€T

c¢) Un autovalor tiene asociados infinitos autovectores.

Es decir, si xes un autovector correspondiente a Atambién pz es un autovector
correspondiente a A.De hecho todos los vectores del subespacio N (A — \I),excepto el
vector nulo, son autovectores correspondientes a .

Definicién 153 Si )\ es un autovalor de una matriz A € M, (R), el subespacio N(A—
Al ) se denomina subespacio propio de A asociado al autovalor A,y se denota por Vu(\)

o V(A).
Calculo de los autovalores de A

Sea A € M,(R), para encontrar los autovalores de A debemos encontrar
escalares \ tales que:

Ar = =Ar - e =0=(A—-A)z=0

Para que el sistema (A—AI)z = 0 tenga soluciones no triviales ha de verificarse
que det(A — AI) = 0.

El polinomio P4(\) = det(A— AI) recibe el nombre de polinomio caracteristico
de A, y sus raices son los autovalores de A. P4()\) es un polinomio de grado n, y por
tanto A tiene a lo sumo n autovalores distintos.

1 2 -1
Ejemplo 154 Calcular los autovalores de la matrizA= |1 0 1
4 —4
1—A 2 -1
det(A—\I) = 1 =X 1| =-=X46\2=11A+6 =0—-(A—1) (A —2) (A = 3)
4 —4 5—\

M2 +1IA-6=0=A-1)(A=2)(A=3)=0

de donde los autovalores de A son: \y =1, s =2, A3 = 3.
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Autovalores y autovectores 203

Calculo de los autovectores

Una vez obtenidos los autovalores de la matriz, para cada uno de ellos se
obtienen los autovectores resolviendo el sistema (A — AI)z = 0, pues V(\) = N(A —
M)={zxeR": (A—- )z =0}

1 2 -1
Ejemplo 155 Calcular los subespacios propios de la matriz A= |1 0 1
4 -4 5

Como hemos visto anteriormente, los autovalores de A son: \y = 1,y =

2, A3 = 3. Para cada uno de ellos vamos a calcular el correspondiente subespacio pro-

pio.

M=1] V)=NA-I)={reR": (A—I)z =0}

0 2 -1 T 0
(A-Iz =0, 1 -1 1 zg | =10
4 —4 4 T3 0
0 2 -1 1 -1 1 1 -1 1
1 -1 1 ~ 0 2 -1 ~ 0 2 -1
4 —4 4| ™4 4 4|0 0 0
)
T1 = ——
Ilz—% ' 2
Ty — T2 = —X3 «
{ Y vy 7 2Ty
To — —/—
2
I3 —

luego, V(1) = L{(5, 3, 1)} = L{(-1,1,2)}.

V(2)=N(A—-2I)={zeR": (A—2)z =0}

-1 2 -1 T 0
(A—20)z =0, 1 =2 1| |a|=]0
4 —4 3 T3 0
-1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1
1 -2 1 AZ) 00 O o 0 4 -1
F211 12
4 -4 3] N 04 -1 0 0 0
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o
_ 3 n=-3
—(L‘1—|—2l'2:l'3 N Iy = g = o
dao = 3 Ty = —
To = I3 Ty = — 4
4 I3 =

luego, V(2) = L{(5, 3, 1)} = L{(—2,1,4)}.

M=3] V@) =NA-3)={zcR": (A—-3[)z =0}

-2 2 -1 T 0
(A—30z =0, 1 =3 1 e | =10
4 —4 2 T3 0
-2 2 -1 -2 2 -1
1 -3 1| ~ 0 -2 1
4 —4 9| ®=G)| o 0o 0
F31(2)
(0%
I ==y
—2x1+2x2:1x3 N xr, = 14 N :2
—21’2:—§x3 1’2:—3 2 4
4 T3 =

luego, V (3) = L{(5, 1,1)} = L{(—1,1,4)}.

Multiplicidad algebraica y geométrica

Definicién 156 a) Se llama multiplicidad algebraica de un autovalor \g al nimero
de veces que aparece X\ — Ao como factor en el polinomio caracteristico de A.

b) Se llama multiplicidad geométrica de un autovalor g a la dimension del subespacio
propio V(o).

Nota 157 a) Recuérdese que dim V' (X\g) = dim N(A — X\ogl) = n —rg(A — Xol).

b) Para un autovalor \, la multiplicidad algebraica se denota por m ¢ mg(\),
y la geométrica se denota por p 6 mgy(\).

En el ejemplo 155 se verifica que p = m =1 para los tres autovalores.

Para cada autovalor, el valor de la multiplicidad geométrica estd acotado por el
valor de la multiplicidad algebraica. Esta relacién se incluye en el siguiente resultado
que enunciamos sin demostracion.

Proposicién 158 Si A es un autovalor de A, entonces 1 < mgy(A\) < mg(A).
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Autovalores y autovectores 205

2 1 1
Ejemplo 159 Calcular los autovalores y autovectores de A= | 2 3 2
3 3 4
2— ) 1 1
det(A — \I) = 2 3-X 2 | ==XN+9N2—-15A+T7=0
3 3 4-A

)\3_9)\2—}-15)\—7:()\_7)()\_1)220: M =T mp =1 =1

M=7] V() =NA-TI)={z€R": (A—TI)x =0}

-5 1 1 T i 0
(A-Ixz =0, 2 —4 2 | =10
3 3 3 T3 | 0
=5 1 1 -5 1 1] -5 1 1
3 3 le(%) % _% Fi2(1) 0 05 8
F1(3) -
«
Iy = T3 I = g
=0T + T = —x 1=
{ EETIIET I 25’3 = | gy =2
512 = 5L Ty9g = — 3
3 T3 =
luego, V(7) = L{(,2,1)} = L{(1,2,3)}.
A =1 V) =NA-I)={zeR": (A- Iz =0}
1 1 1 T1 0
(A—I)xz =0, 2 2 2 xe | =10
3 3 3 T3 0
1 1 1 1 1 1 rn=—-a—0
2 2 2 ~ 0 O 0 :>$1:_x2_x3:> $2:ﬁ
38 3 g lo 00 T35 =a

Zuego, V(]-) = L{(_la ]-7 0)7 (_]—7 07 1)} = M2 = 2

Para esta matriz coinciden las multiplicidades algebraicas y geométricas de los auto-
valores.
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206 Diagonalizacién de matrices

Proposicién 160 Sea \ autovalor de A y x € Va(\),z # 0.
a) aX es un autovalor de aA y x € Vya(al).

b) N\ es un autovalor de AP y x € Vyp(NP).

c) A es singular, si y sélo si A =0 es un autovalor de A.

d) Si A es reqular, entonces A # 0 y A\~ es un autovalor de A~ yx € Vi (A71).

Demostracién:

a) A autovalor de Ay x € V4(\),z # 0, entonces
Azr = \r = aAzr = adr = (ad)r = (a)\)x
luego aA es un autovalor de aA y z € Vya(a).

b) Por induccién sobre p :

= Se verifica para p =2 :
A%y = Az = AQx) = MAz) = M Az) = M
luego A? es un autovalor de A% y x € V2(A\?).
» Se supone cierto para p — 1, es decir A’"! es un autovalor de AP~! y x €
Va1 (AP,
= Veamos que se cumple para p.
En efecto, APx = AAP 1z = AN "1z) = N1 (Az) = W1 (A\z) = NPz,

luego AP es un autovalor de AP y x € Vap(AP).

Por tanto, para todo p se cumple: A\? es un autovalor de AP y x € Vap(AP).
c) A es singular & det(A) =0 < det(A—07) =0 < A =0 es un autovalor de A.

d) Si A es regular, entonces sus autovalores son no nulos. Por tanto, si A es un
autovalor cualquiera de A, se verifica:

Ar = =>A""Ar =A== Mz = Az =1z

>

1
Es decir, 3 e un autovalor de A~y x € V-1 (3).
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Autovalores y autovectores 207

Proposiciéon 161 Si vy, ...,vr son autovectores correspondientes a autovalores dis-
tintos A1, ..., \g, de una matriz A entonces {vy,...,vx} es un conjunto linealmente
independiente.

Demostracién: Por reduccién al absurdo.

Supongamos que {vy, ..., v} es un conjunto l.d., entonces existira algin vector
que es combinacién lineal de los demés, por ejermplo v,. También supongamos que
el conjunto {vy,...,v;_1} es Li., entonces:

v =aquy + -+ o qvpr (1)
Avp = Aloqvy + - + apo1vp—1) = oqAvy + - -+ + a1 Avgy
AU = aq Aoy + -+ a1 A1tk (2)
Por otro parte, multiplicando en (1) por Ay resulta: A\yvp = Ap(v1+ -+ Qp_105_1)
AU = g A\gU1 + -+ ap Mg (3)

restando (2) y (3), se obtiene: (A — A\g)agvg + -+ - + (Ap—1 — A\g)Qp_105—1 = 0

y como {vy, ..., vk_1} es Li se tiene que: (A — A\g)ag = -+ = (M1 — Ap)ag—1 =0
como (N, — Ax) # 0, parai =1,...k — 1, resulta: @y = -+ = ag_1; = 0 y por tanto
v = 0, lo cual no es posible por ser v un vector propio. Por tanto, {vy, ..., v} debe
ser Li. (]
Observacién:

Si A tiene n autovalores distintos podemos obtener una base de R" formada por n
autovectores {vy, ..., v, } tales que v; € V/(\;), i =1,...,n.

1 2 -1
Ejemplo 162 Consideremos de nuevo la matriz del ejemplo 155, A= |1 0 1
4 —4 5

Sabemos que tiene tres autovalores distintos: \y = 1, A\oa =2 y A3 = 3, y que sus sube-
spacios propios son:

V(l) = L{(_17 L, 2)}7 V(2) = L{(_27 174)} Y V(?’) = L{(_17 174)}

Para obtener una base B de R? formada por autovectores de A, basta unir las
bases de los subespacios propios de A.

B=1{(-1,1,2),(~2,1,4), (=1, 1,4)}.

Algebra Lineal de Fundamentos Matematicos de la Ingenieria (1° de Ingenieria Técnica Industrial)
V. Carmona, J.R. Fernandez y F. Naranjo. EUP de Sevilla, Curso 2006-07. Especialidades de Mecanica y Electricidad.



208 Diagonalizacién de matrices

4.2. Diagonalizacién

Definicién 163 Dos matrices A, B € M, (R) son semejantes si existe una matriz
P € M, (R) regular tal que B = P~*AP.

Proposicién 164 Si A y B son dos matrices semejantes, con B = P~1AP, entonces:
a) Pa(A) = Pp(}).

b) det(A) = det(B).

c) tr(A) = tr(B).

d) Sixz € Va(N\),x # 0, entonces P~z € V().

Demostracion:

a) Py(A\) = det(A — M) = det(P~'P)det(A — AI) = det(P~ 1) det(A — AI) det(P)
= det(P7Y(A — M)P) = det(P*AP — P7I\IP) = det(B — \I) = Pg()\)

b) det(B) = det(P~1AP) = det(P~!) det(A) det(P) = det(P~P) det(A) = det(A).

¢) Aunque no se ha justificado anteriormente, la expresion del polinomio caracteristico
de las matrices A y B puede expresarse del siguiente modo:

Pa(A) = (=1)"A" + (=1)" Ltr( AN + -+ det(A)
Pg(\) = (=1)"A\" + (=1)" L tr(B)A" ! + - - - 4 det(B)
como P4(\) = Pg(\), se sigue que tr(A) = tr(B).

d) B(P7'z) = (P7'AP)(P7'z) = P7'Ax = P\ = \(P'z) = P~z € Va(\).

O

1 2 -1 1 00 -1 -2 -1

Ejemplo 165 Sean A=|1 0 1|,D=|0 2 0 |yP= 1 1 1
4 —4 5 00 3 2 4 4

Hallar la inversa de P y comprobar que las matrices A y D son semejantes y que
tienen el mismo polinomio caracteristico, la misma traza y el mismo determinante.

Mediante el méto de Gauss-Jordan es facil comprobar que P~ = | —

e )
S~ N
N|= ONI=

" A es la matriz del ejemplo 155. Obsérvese que D es una matriz diagonal formadapor los auto-
valores de A, y que P es una matriz regular construida disponiendo en columnas los vectores de la
base B formada por autovectores de A.

Algebra Lineal de Fundamentos Matematicos de la Ingenieria (1° de Ingenieria Técnica Industrial)
V. Carmona, J.R. Fernandez y F. Naranjo. EUP de Sevilla, Curso 2006-07. Especialidades de Mecanica y Electricidad.



Diagonalizacién 209

Para probar que A y D son semejantes, basta verificar que D = P71 AP.

0 2 —3 1 2 -1 -1 -2 -1 100
D=P1'AP=| -1 -1 0 1 0 1 1 1 1{=10 220
1 0 % 4 —4 5 2 4 4 00 3
El polinomio caracteristico de A es:
1—A 2 -1
Pa(X) =det(A — \]) = 1 = 1| =-X+6\2—11\+6.
4 —4 5-—)\
El polinomio caracteristico de D es:
1—A 0 0
Pp(A) = det(D — M) = 0 2—2A\ 0l=1-XN2-XN)B-X) =
0 0 3—2A
—N+6M2 — 11146
Los determinantes y trazas de A y D son:
1 2 —1
det(A)=]1 0 1|=(0+448)—(—4410)=6  tr(A)=1+0+5=6
4 —4 5
1 0 0
det(D)=10 2 0|=6 tr(D)=142+3=6
0 0 3

Definicién 166 Una matriz A € M, (R) es diagonalizable si es semejante a una
matriz diagonal.

Teorema 167 Una matriz A es diagonalizable si y sélo si existe una base de R"
formada por autovectores de A.

Demostracion:

Sea B = {vy,...,v,} una base de R" formada por n autovectores de A, con
v; € V(\;), siendo los autovalores \; iguales o distintos. Se verifica:

A1
AP:A{/U1||Un]:[AU1||Avn]:[)\lvl||)\nvn]:[vl||Un] =PD
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210 Diagonalizacién de matrices

En consecuencia D = P7'AP, siendo P = [v]- - |v,] una matriz regular pues sus
columnas son l.i.al ser B una base.
El razonamiento reciproco es inmediato, pues si D = P~'AP, entonces B =

{v1,...,v,} es una base de R" formada por autovectores de A. (]
1 2 -1

Ejemplo 168 La matrizA= | 1 0 1 | tiene tres autovalores distintos: \y =
4 -4 5

1, Ao =2 y A3 = 3. Los subespacios propios de A son:
V(1) = L{(-1,1,2)},V(2) = L{(-2,1,4)} y V(3) = L{(-1,1,4)}.

Uniendo las bases de estos subespacios se tiene una base de R® formada por autovec-
tores:

B = {vy,v9,v3} siendo v; = (—1,1,2),v9 = (=2,1,4) y v3 = (—1,1,4).

La matriz de paso P se obtiene escribiendo por columnas los vectores de B.

1 -2 -1 1 0 0
P = [v1|vavsg] = 1 1 1| yseverificaqueD =P 1*AP=|0 2 0
4 4 0 0 3

Nota 169 Las columnas de P estan determinadas segin el orden en que escribamos
los autovalores. Asi, en el ejemplo anterior podriamos haber ordenado los autovalores
de la siguiente manera:

M =3, Ay = 2 y A3 = 1. Para esta ordenacion se tendria los siguientes
subespacios:

V(h) = VEB) = L{(-1,1,4)}, V(&) = V(2)
V(1) =L{(-1,1,2)}.

En consecuencia, la base B formada por autovectores de A, y las matrices D
y P serian las siguientes:

L{(_2>1’4)} Y V()‘B) =

1 0 0 ~1 -2 -1
B={(-1,1,4),(-2,1,4),(-1,1,2)}, D=0 2 0|yP=| 1 1 1
0 0 1 4 4 2

Ejemplo 170 Dada la matriz A =

W DN N

1 1
3 2| (ver ejemplo 159), sabemos que
3 4

det(A—N) = (A=7) (A= 1)? y que las multiplicidades algebraicas y geométricas de
los autovalroes son:
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Diagonalizacién 211

También hemos hallado los correspondientes subespacios propios:
V() = L{(1,2,3)}.

Uniendo las bases de estos subespacios se tiene una base de R® formada por autovec-
tores:

B = {vy,vg,v3} siendo vy = (1,2,3),v2 = (—1,1,0) y v3 = (—1,0,1).

1 -1 -1
P:[U1|U2|U3]: 2 1 0
3 0 1
Se verifica que:

L 2 1 1 1 -1 -1 700
upo | 8 8 % _ _
P AP = 53 3 2 3 2 2 1 0fl=|010|=D

-3 —5 3 3 3 4 3 1 0 01

El siguiente teorema, que enunciaremos sin hacer la demostracién, nos es-
tablece un criterio para la diagonalizacién de matrices.

Teorema 171 Una matriz A € M, (R) es diagonalizable si y sdlo si posee n auto-
valores (iguales o distintos) y sus multiplicidades verifican las siguientes condiciones:

Proposicién 172 a) my +--- +m, =n.
b) i = my, para todo autovalor \;, i =1,...,p.

Nota 173 Una matriz A con n autovalores distintos siempre verifica las dos condi-
ciones anteriores.

Diagonalizacién Dada una matriz A € M,,(R), el procedimiento para obtener una
base formada por autovectores es el siguiente:

1) Se calculan los autovalores de A, y ha de verificarse que:
my + - - -+ m, = n. Es decir, ha de haber n raices de P4(\).
i = my, para todo autovalor A\;, 2 =1, ..., p.

2) Para cada autovalor \;, ¢ = 1,...,p., se determina una base de cada subespacio
propio V().
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212 Diagonalizacién de matrices

3) Se obtiene la base B = {vy, ..., v, } uniendo las bases de los subespacios propios de

A.

Una vez obtenida la base B, disponiendo las componentes de sus vectores por
columnas se obtiene la matriz de paso P. La matriz diagonal viene determinada por

los autovalores, escritos en el mismo orden que los vectores correspondientes de la
base B. Es decir,

A0 0
P=lul-ln]  D=|0 "~ o
0 0 A

n

Ejemplo 174 Una matriz A de orden dos verifica las siguientes condiciones:

1 3
04[] =[1)
b) v=(2,—1) es un autovector de A asociado al autovalor A = —2.

Hallar la matriz A indicando si es diagonalizable o no. En caso afirmativo, diago-
nalizarla dando una matriz de paso.

s a[ 3] - [3]54[ 3] 2] [

por ser A = —2 un autovalor asociado a v = (2,—1).

-1 | -1 1

e | A Nt [

Los autovalores de A son:

Agrupando ambos productos: A[ 1 ‘ 2 } _ {3 ' —;1 }

—7—X —10

det(A—)\I):‘ L

‘:7A+>\2+10:(A+5)(A+2):0

)\1 — —2, )\2 - —5
A tiene dos autovalores distintos y por tanto es diagonalizable.

Los subespacios propios de A son: V(—=2) = L{(2,-1)} y V(=5) = N(A+5I)

B -2 —-10 x| |0 _ T = —da
(A+5I)x—0(:>{1 5 ]{m]—{o]ﬁxl——5x2:>{ Ty =
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Diagonalizacién 213

de donde: V(—=5) = L{(—5,1)}
B ={(2,-1),(—5,1)} es una base formada por autovectores.

—2

0 5 1 es una matriz diagonal

P = [ _21 _15 ] es una matriz de paso, y D = l

semejante a A.

Ejemplo 175 ;Para qué valores de a y 8 es diagonalizable la matriz A?

20— 0 2a—2p
A= 1 Q 2
—a+p 0 —a+25

20— — A 0 20 — 23
Pa(A) =det(A—\I) = 1 a— A 2
—a+f 0 —a+28-X

200 — [ — A 2c0 — 203 20— — X\ 2a— 283
:(a—)\)' —a+f —a+20-A lez(l)(a_)\)‘ a— A a— A
—(a—az| 0 20‘125{:(04—»2(5—».

Asi las raices de Pa(\) son: A =a y A= f.

= Sia# [3, los autovalores son: A\ = o y Ay = 3.

La multiplicidad algebraica de Ay = a esmy = 2 y la geométrica viene dada por dim V («).

V(a) = N(A—al)

a—p0F 0 2a-—283 X1 0
(A—al)z=0< 1 0 2 o | =10
—a+p 0 —2a+23 x3 0
a—06 0 2a-—28 1 0 2
(A—al) = 10 2 ~| a=8 0 20-23
—a+B 0 —2a+28 | ™| —a+B 0 —2a+283
1 0 2
~ 0 0 0|=rgA—al)=1=p =dimV(a)=2
Fo1(—a+p)
> 0 0 0
31(a—p)
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214 Diagonalizacién de matrices

Por otra parte, la multiplicidad geométrica de Ay = [ es ps = dimV(8) = 1 pues
meo = 1.

En resumen, si a # 3

y A st es diagonalizable.

s St = [, tenemos un unico autovalor A = a con multplicidad algebraica m = 3.
La multiplicidad geométrica viene dada por dim V («).

V(a) = N(A—al)

0 0 O 1 0
A—al)r =0< |1 0 2 g | = |0 | = 1gAd—al) =1 = pu=
0 0 0 T3 0

dim V(o) =2

En este caso, m =3 # u =2, y A no es diagonalizable.

300
Ejemplo 176 Diagonaliza, si es posible, la matriz A= | 0 2 0
01 2

Como A es triangular inferior, sus autovalores son A 1 conm =1y
A2 = 2 con my = 2.5abemos que la multiplicidad geométrica satisface la desigualdad

1 < pp < my. Puesto que my = 1, deducimos que pu; = my = 1, es decir las
multiplicidades algebrdicas y geométricas del primer autovalor coinciden.

Para calcular la multiplicidad geométrica del sequndo autovalor Ay = 2 hemos
de calcular dimV (2).

V(2)=NA-2I)={zeR’: (A-20)x =0}

0
se verifica que: A — 21 = 0
1

o O =
o O O

comorg(A—21)=2= ppy=dimV (2) =3 —-rg(A—2[)=3-2=1.

En consecuencia, s =1 # 2 = ms y la matriz A no es diagonalizable.
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Diagonalizacién ortogonal 215

4.3. Diagonalizacién ortogonal

Definicién 177 Una matriz A € M,(R) es ortogonalmente diagonalizable si existe
una matriz QQ ortogonal, tal que D = Q'AQ es una matriz diagonal.

Conforme a la Definicién anterior y al Teorema 167, diagonalizar ortogonal-
mente una matriz A equivale a encontrar una base ortonormal de R"™ formada por
autovectores.

Las matrices reales simétricas son matrices, que tienen todos los autovalores
reales, y que se pueden diagonalizar ortogonalmente. Ademads sus autovalores y au-
tovectores tiene propiedades particulares que se enuncian a continuacion:

Proposicién 178 Sea A € M,,(R) una matriz simétrica, entonces los autovectores
correspondientes a autovalores distintos son ortogonales.

Demostracion:

Dados x,y € R", se verifica: (Ax)-y = y'Ax = (Aly)'ax = z-(A'y) ey z-(Ay).

Sean ahora vy € Va(A1) y va € Va(\2), cualesquiera, entonces: Av; = \jvy y Avy =
AUy, veamos que vy - v = 0.

)\1(@1 . UQ) = (/\1U1> Vg = (AUl) D) A::At (A (AUQ) = V1 - ()\21)2) = )\2(1)1 . Ug)

luego, Ai(vy - v2) = Aa(v1 - v2) = (A1 — Ag)(v1-v2) = 0=v;-vy=0=v;Llvy. O

A#N2

Corolario 179 Si A € M, (R) es simétrica, los subespacios propios de A son ortog-
onales.

Teorema 180 Una matriz A € M, (R) es ortogonalmente diagonalizable si y sdlo si
es stmétrica.

Demostracién:

Si A es ortogonalmente diagonalizable, entonces existe una matriz () or-
togonal y una matriz D diagonal, tales que Q'AQ = D. Se verifica que A = Q'DQ,
y A= (Q'DQ) =Q'DQ =A= A= A"

Si A es simétrica los subespacios propios de A son ortogonales. Si hallamos
una base ortonomal para cada uno de ellos y reunimos las bases obtendremos una
base ortonormal B = {wy, ..., w,} de R formada por autovectores de A, y por tanto
A serd diagonalizable ortogonalmente siendo @) = [wy| - - - |w,] la matriz de paso.
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216 Diagonalizacién de matrices

Diagonalizacién ortogonal

Dada una matriz simétrica A € M,,(R), el procedimiento para obtener una
base ortonormal formada por autovectores es el siguiente:

1) Se calculan los autovalores de A, y ha de verificarse que:
my + - - - +m, = n. Es decir, ha de haber n raices de P4().
i = my, para todo autovalor A\;, 2 =1, ..., p.

2) Para cada autovalor \;, i = 1,...,p., se determina una base ortonormal de cada
subespacio propio V' (\;).

3) Se obtiene la base B = {wj, ..., w,} uniendo las bases ortonormales de los sube-
spacios propios de A.

Una vez obtenida la base B, disponiendo las componentes de sus vectores por
columnas se obtiene la matriz de paso () ortogonal. La matriz diagonal viene determi-
nada por los autovalores, escritos en el mismo orden que los vectores correspondientes
de la base B. Es decir,

A 0 O
Q=f[wi|--+Jw]  D=1]0 . 0
0 0 X\, |
1 =2 0
Ejemplo 181 Diagonalizar ortogonalmente la matriz A= | -2 2 =2
. 0 -2 3
1—A -2 0
det(A—\I) = —2 2—X =2 |==-N46\-3A\-10=—(A=-5)(A—2)(A+1)
0 -2 3=
los autovalores son: Ay = —1, Ay =2 y A3 = 5.

Cilculo de los subespacios propios:

M=-1] V(-1)=NA+I)={zeR": (A+ )z =0}

2 =2 0 T 0
(A+ Iz =0, 2 3 2| |m|=1]0
0 -2 4 T3 0
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Diagonalizacién ortogonal 217

29 -2 0 2 -2 0 2 —2 0
2 3 2| ~ |0 1 2| ~ |0 1 =2
0 —2 4| ]g 9 4| =@ g o o0
B B T = 2«
{2:61 ;I_Q;xo é{il_gi = | 25 = 20
2 — 3 2 — 3 I3 =«

luego, V(—1) = L{(2,2,1)} = L{(2,2,1)}

Obsérvese que se ha dividido por la norma del vector (2,2,1) para hallar el

vector unitario (3,2, 3).
V(2)=N(A-2)={r €R": (A—2[)z =0}
(A—2D)z =0, 2 0 -2||m|=1]0
0 -2 1 x3 0
1 -2 0 1 -2 0 1 -2 0
-2 0 =2 ~ 0 4 -2 ~ 0 4 -2
0 —9 1 Fp1(-2) 0 —2 1 F32(—3) 0 0 0

o 1 — —«
Tm2n =00 gl T = o
41’2:2£C3 =

luego, V(2) = L{(—1,3,1)} = L{(-2,3, %)}

V(3)=N(A-5I)={zeR": (A-5])z =0}

—4 -2 0 T 0
(A—5I)z =0, —2 -3 -2 T | =10
0 —2 —2 T3 0
4 -2 0 4 -2 0 —4 -2 0
2 -3 -2 ~ 0 -2 -2 ~ 0 —2 -2
0 2 2 |™=(F)| 0 —2 2| ™= o o0 o
T (0%
1 = —
—4xy — 22y =0 T == 2
= 2 = S
{ 21’2 = —2.133 { X9 = —XT3 L2 : @
T3 —
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218 Diagonalizacién de matrices

luego, V(5) = L{(1,-2,2)} = L{(3,—3,2)}.

7303
Luego hemos determinado los tres subespacios propios mediante una base ortonormal:

V(=1)=L{(3.5.3)}
V(2) = L{(- )}
)}

win
win

)

[SSIE

?

V(5) = L{(3. -3

wino

Uniendo estas bases de los subespacios propios se tiene una base ortonormal de R?
formada por autovectores:

B = {wy, wy, w3} siendo wy = (3,2, 3),wo = (—3,3,3) yws = (5,—3,2).
2 2 1 -1 0 0
EPRPRPRTN S B S Il
Q—[w1|w2|w3]_ 3 3 3 = = Q"AQ.
3 3 3 0 0 5
1 -1 -1
Ejemplo 182 Sea A=| -1 1 -1
-1 -1 1

a) Diagonalizar A.
b) Diagonalizar ortogonalmente A.

a) Se puede comprobar facilmente que los autovalores de A son: A\; = 2, \a = —1, con
multiplicidades algebraicas my = 2 y mo = 1; y que los subespacios propios son:

V(2) = L{(l, —1,0), (1, 0, —1)} = L{Ul,vg}
V(-1)= L{(l, L, 1)} = L{U3}

Con esta informacion se sigue que B = {vy,ve,v3} = {(1,—1,0),(1,0,—1),(1,1,1)}
es una base de R® formada por autovectores de A.

A partir de B se tiene la matriz de paso P que nos permite diagonalizar A vy
obtener la matriz diagonal D.

1 11 20 O
P = [’1}1‘1}2|U3] = -1 0 1 D =P 'AP = 0 2 0
0 -1 1 0 0 —1

b) Para diagonalizar ortogonalmente la matriz A hemos de encontrar una base B’
ortonormal formada por atovectores de A que sea ortonormal. Para ello vamos a
ortonormalizar previamente las bases de los subespacios propios de A.
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Diagonalizacién ortogonal 219
n V(2) = L{(l, —1,0), (1,0, —1)} = L{Ul,vg}

Aplicando Gram-Schmidt:
uy =v1 = (1,-1,0)
up = vy + oy = (1,0,—-1) — 3(1,-1,0) = (1,4, -1).
Uslus = ug - u; =0
ug-uy = (vet+auy) - u; =0= vy up+a(u;-u;)) =0=a = —Zj Zi =—
pues, up-u; = (1,—1,0)-(1,-1,0) =2 y wvy-uy = (1,0,—1)-(1,-1,0) =1
luego {uy,us} es una base ortogonal de V(2). Si dividimos cada vector por su
norma se obtiene una base oretonormal {wy,ws} de V(2).

N

]l V2
o U 1 11 _ (6 6 6
W2 HU2H - ﬁ (575’_1) - (T’T’_?)

= V(=1) = L{(1, 1, 1)} = L{vs}
para hallar una base ortonormal de V(—1) basta normalizar el vector vs.

w= = L= (5,0 4)

el V3 N
uz-uz = (1,1,1)-(1,1,1) =3

por tanto V(—1) = L { (@, @, @)} = L{ws}

Uniendo las bases ortonormales de V(2) y V(—1) se tiene la base ortonormal de R3
formada por autovectores: B' = {wy, wq, w3}

B = {wl’w2’w3}’ conwy = (%,—@,0) y W2 = (?7%7_%> Yyws = (?7§a§> .
2 2 0 0
Q = [wi|wplwg] = | =2 V& 3 D=1]0 2 0]=qQAQ.
0 —¥8 ¥3 0 0 -1
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4.4.

1.

Diagonalizacién de matrices

Ejercicios propuestos

Obtener los autovalores y bases para los subespacios propios asociados a cada
autovalor de las siguientes matrices

10 —9 0 3 00 10
a>_4—2] b)l4 0] C)lo 0} d)l()l]
[ 401 -1 0 1 50 1
)| -2 10| | -1 3 0] g| 110
| -2 0 1 —4 13 -1 -7 10
10 =9 0 0
] 4 =2 0 0
Calcular los autovalores de la matriz A = 0 0 —2 _7
0 O 1 2

Encontrar los autovalores y bases para los subespacios propios asociados de la
matriz A?®, siendo

-1 -2 =2
A= 1 2 1
-1 -1 0
-2 2 3
Encontrar los autovalores y autovectores de A™1, siendo A= | -2 3 2
—4 2 5
Determinar cudles de las siguientes matrices son diagonalizables
20702 =31 (2007 |1 00| o 21 4
a){12}b){1—1}c) 8?8 Do 12090 03 2
0 1 4 3 0O 00 3

Determinar si las siguientes matrices son diagonalizables y en caso afirmativo
encontrar una matriz de paso P y obtener P~1AP.

1 4 -2 50 0 000
a) | =3 4 0 b) |1 50| ¢ |00 0
31 3 015 30 1

Encontrar una matriz cuadrada de orden dos cuyos autovalores sean 1y 2 y tal
que V(1) = L{(L 1)} y V(2) = L{(L0)}.

Encontrar una matriz cuadrada de orden tres cuyos autovalores sean —1 y 2 y
tal que V(2) = L{(1,1,-1)} y V(-1) = {(z,y,2) e R*: 2 — 2 =0 }.
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Ejercicios propuestos 221

-1 7 -1
9. Sean A = 0 1 0 yB:l
0 15 -2
diagonalizar previamente A y B).

10

19 ] Hallad A% y B! (sugerencia

10. Encontrar una matriz de paso ortogonal que diagonalice ortogonalmente a cada
una de las siguientes matrices.

6 o 110 2 -1 —1 324 5 4 2
a)[_2 3]10) 1 10]c)| -1 2 —1{d|202]el|45 2
000 -1 -1 2 42 3 2 2 2

11. Los autovalores de una matriz simétrica A, de orden tres, son 1,—2 y 3 y los
subespacios propios asociados son V(1) = L {(1,1,-1)}, V(=2) = L{(0,1,1)}.
Obtener una base para V(3) y averiguar cudl es la matriz A.

12.  De una matriz simétrica de orden tres se sabe que tiene por autovalores 1 y —1
yque V(1) = {(z,y,2) € R®: 2+ y + 2 = 0} . Obtener la matriz.
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222 Diagonalizacién de matrices

4.5. Soluciones a los ejercicios propuestos
a) A=4,m=2, V()N =L{(3,2)}
b) A =2v3, Ao = —2V3. V(\) =L{(V3,2)}. y V(X)) = L{(—V3,2)}.
c) A =0, m=2.V(\) =R2 cualquier base, por ejemplo, {(1,0),(0,1)}.
YAM=1,m; =2.V(\)=R?*y {(1,0),(0,1)} una base de V (\).
1

M =1d=2yX=3VO)=L{010}, V() =L{1-2 -1}
V() =L{(~1,1,1)}.

f) A= 2, my = 1. V()\l)) = L{(l, 1,3)} .
g) )\1 = 2, my = 3. V()\l) = L{(—l, —1,3)}

o

2. )\1:4, m1:2.

3. Autovaloresde A: \; =1y Xy = —1. Los autovalores de A% : \; = 1% =1y
Ao = (—1)25 = —1. Los subespacios coinciden: V(1) = L{(-1,1,0),(-1,0,1)},
V(_l) =L {(27 _17 1)} :

4. Los autovalores de A son 1,2 y 3 y los de A~! son sus inversos: 1, % y %
Vas(l) = Va(1) = L{(LO.1)}, Va@) = Var(d) = L{L2.0)} ¥ Val3) =
Var(H) = L{(L L D).

5. a) A no es diagonalizable, pues A\ =2, m; =2 # g = 1.

b) A no posee ningin autovalor real y es no diagonalizable en R .
c¢) A no es diagonalizable, pues \; = 1, my = 1 = 1,y g = 2,m; =2 # gy = 1.
d) Los autovalores son todos distintos: 4, —1,2 y 3, y la matriz es diagonalizable.

e) No es diagonalizable, pues A\ =2, my =2 # 3 =1y Ay =3, my = 2.

[1 2 1 1 00
6. a)P=|13 3|,D=10 20
|1 3 4 00 3
b) La matriz no es diagonalizable, pues \; = 5, m; = 3 # p; = 1.
[ -1 0 0 000
c) P= 01 0(,D=]0200
| -3 0 1 0 01
[2 -1
7 A__O 1
[ 1 0 =3
U I
-4 0§
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1 —-315 63 ] 0
9. AS=10 1 0 ,Blozl ]
0 —315 64 —1023 1024
1 2 -L 0 L % —% _%
- == V2 V2 3 2 5
0 wo-| ¥ Flwe-| Lo kloe-|F D 3
1 1 1
v 01 0 AN
2 1 42 1 1 2
2 1L V2 0 -4 2
3 V2 2 Vis 3
72 2
3 i 43
11. V@3)=L{(2,-1,1},A=| -% —§; —%
2 1t 1
3 6 6
1 -2 -2
12 A=1| -2 1 -2
-2 =2 1
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